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Pour décrire le polyndme de degré minimum passant par un nombre fini de
points, Newton introduisit les "différences divisées" d'une fonction d'une
variable. Les dites différences s'appliquent tout aussi bien aux fonctions de
plusieurs variables et fournissent une formule d'interpolation (Proposition 4.1)
dont les coefficients, au 1liéu d'étre (x-a)(x-b)...(x-d) comme dans le cas
original, sont les polynSmes de Schubert ; ces derniers,nés de la géométrie,
sont intimement 1iés 3 une action du groupe symétrique sur 1'anneau des
polyndmes due 3 Jacobi, action généralisant la construction des fonctions de

Schur (ou celle des caractéres irréductibles du groupe linéaire ou symétrique).

I. INTERPOLATION CLASSIQUE.

Nous décrivons dans [4] plusieurs actions du groupe symétrique sur
1'anneau des polyndmes. Nous ne nous servons ici que de la "symétrisation de
Jacobi", que nous définissons tout d'abord pour un groupe symétrique sur deux

éléments.

. Cas de deux variables. Soient a et b deux variables (au sens d'ind&ter-

minées pour Bourbaki [1]), W(a,b) le groupe symétrique permutant a et b, de

générateur o = Oap W(a,b) agit sur Z[a,b] par £f(a,b) > fb,a) = £°. La

b

symétrisation de Jacobi, notée 3 droite (indifféremment a(ab) ou ao) est :

(o2
1.1 f>(f-£)/(a"b) = fa(ab)

On trouve dams loc. cit. [4] quelques propriétés de 1'opérateur a(ab) :

1.2 f a(ab) est un polyndme symétrique en a,b

1.3 < fafa

f a(ab) =0

1.4 £g £= 6

(ab) =g a(ab).f si

.- Cas d'un nombre quelconque de variables. Soit A = {a,b,cy...,d,e} un

alphabet (i.e. un ensemble totalement ordonné de variables), W(4) le groupe

symétrique correspondant ; les transpositions o sont dites

ab * %be 70 %ge

genérateurs de Coxeter de W(a).
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1.5 Lemme (cf. [4]). Soit w € W(a), 0 ¢' ¢" ... une décomposition réduite

de w (i.e. w=o00' 0" ..., produit de longueur minimale notée 1(w). Alors

le produit 30 80, 30" ... ne dépend pas de la décomposition réduite choisie.
On le note 3 .
w

On notera aussi B(A) pour le produit a(ab) a(bc) cee a(de) .

A = {a,b,...,d,e} &tant un alphabet, Ax désigne 1'alphabet {a,b,...,d,e,x}

obtenu en adjoignant a A une variable supplémentaire x.

1.6 Formule de Newton. Soit f un polyndme d'une variable. Alors

f(x) = f(a) + £ 3 (a=x) + £ 3 (x-a) (x-b) + ...

(ab)”’ (abe) *

+ ).(x-a)(x-b)...(x—d) + f %Ax).(x—a)(x—b)...(x—d)(x—e).

£ Q(A

La formule &tant lin@aire, il suffit de la démontrer pour une base de
polyndmes, par exemple {l,a,az,...}, ce qui ne présente pas de difficulté

(cf. [8]), mais n'est guére &clairant.

Cette formule est &quivalente 3 1'identité

1 a a2 eee .:-1n—l f(a)
1.7 . . e ees s . /s = f a(A)
1 e e2 ces en-l f(e)

oif n = card(A) - 1 et oi A(A) = (a-b)(a-c)(b-c)... est le Vandermonde.

Sur cette derniére expression, il est clair que f B(A) est une

fonction symétrique en a,b, ... de degré &gal & (degré (f) - n).

L'usage nommé reste le terme f 3 ).(x-a)...(x~e), et formule

(Ax
d'interpolation la formule de Newton privée de son reste.
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Plusieurs mathématiciens ont attaché leur nom au choix d'un alphabet
spécial.

Mercator, puis Gregory précédérent Newton sur les voies de 1'interpolation ;
prenant 1'alphabet A= {0,¢e,2¢,3¢,...} , et notant par A 1'opérateur

f(x) > [f(x+e) - £(x)] / € , ces auteurs obtiennent :

1.8 £(x)=£(0) + x A(£) + x(x-€)/2! AZ(£) + x(x-€)(x~2€)/3! AS(£) + ...

Taylor fait tendre ¢ vers 0. Gauss interpole au voisinage de 0 avec

A ={0,e,-€,2¢,-2€,...}. Nous renvoyons 3 [7] pour de plus amples détails.

Une autre possibilité est de poser, avec les q-analogistes (cf.[2]) ,

A= {z,qz,qzz,...,qnz} , auquel cas

n

2P g n (1-q%) (1-¢""1)
1.9 £y = ————— [£(z) - L f(qz) 4 —————
4 (1-9) (1-q°)

2
£(q%2) -
@ (-g)...(1-¢"

- a-"Ha-"?hH
- 5 3 £f(q7z) + ...]
(1-q) (1-q7) (1-q7)

Dans tout ce qui préc&de, 1'alphabet A est totalement ordonné. C'est 3
Lagrange que l'on doit une interpolation plus symétrique :

1.10 f(a)/(a-b) (a-c)...(a~e) + £(b)/(b-a) (b=c)...(b=-e) + ...

+ f(e) / (e-a)(e-b)...(e-d) = f B(A) , avec A = {a,b,c,...,d,e} .

On reconnait dans cette formule le développement, suivant sa derniére.

colonne, du déterminant (1.7), puisque

1... 1 / AGA) = [ (a=b)(a=c)...(a-e)] "} .
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2. COMMENTAIRES

2.1 Si 1'on développe f(a),f(b),f(c) ... d"aprés la formule de Newton,
on peut triangulariser le déterminant (1.7). En effet, plus généralement, soit

h, g, ..., £ n+l fonctions d'une variable. Alors

h(a) g(a) ... £(a) h(a) g(a) e f(a)
h(b) g(b) ... £(b) h a(ab) ga(ab) eeo f a(ab)

= A(A)
h(e) gle) ... f(e) h%m 8 3p) - E%M

comme on le voit en prenant pour h,g,...,f des puissances d'une variable

(on a alors une des définitions des fonctions de Schur).

Dans le cas ol h(a),g(a),...,f(a) sont respectivement l,a,...,an-],f(a),

la matrice de droite est triangulaire, de diagonale

1, 1 = a a(ab), ceey 1 = an_l a(a...d) , £ B(A).

2.2 f B(A) est le résidu en 2=0 de £(z)/(z-a)...(z-e). Plus généralement,
Jacobi montre que si ¢(zl,...,zn+l) est un polyndme en n+l variables,
alors

£ [¢(a,b,...,e)/A(a,b,...50)1Y

somme sur toutet les permutations w € W(A), est le coefficient de (zl...zm_l)“1

1

- -1
dans Hi < j(zi zj) ¢(zl"°"zn+l) Hi(zi-a) ...(zi-e) .

2.3 On vérifie directement que

2.3.1. (z-a)"' 3, = (z-a)"! (z-b)"!

(ab)

et donc, d'aprés la propriété de linéarité (1.4)

1 1

2.3.2 (z-a)- a(A) = (z—a)-l cee (z—d)—l (z—e)_

Cette identité permet d'engendrer des fractions rationnelles 3 partir de

la plus simple d'entre elles, (z—a)_l.
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Par exemple,

2.3.3 1= (1+a)" ! + a+a)”! (14p)7! + ab(1+a)”! (#p)7! ee)! s ...

C'est en effet le développement de Newton de £(0), avec f(x) = Iax et
1-x

A= {-1, -a, =b, ...}.

2.4 La formule de Newton ne s'applique pas uniquement aux anneaux de polyndmes.

Par exemple, si E est un module, et a,b,c ... des modules de rang 1, alors :

241 K® = 1"E) @@ E-Ob) @ a@b O X (E-(aOOc)...
Toutefois, si 1'on ne suppose pas que a, a ® b, a®b®c ... soient

des facteurs directs dans E, il est nécessaire de se placer dans 1'anneau de

Grothendieck des classes de modules pour donner un sens 3 1l'expression E - F

pour tout couple de modules. Nous conservons la notation A" pour 1l'opérateur

. . n
induit par A" dans 1'anneau de Grothendieck (il est usuellement &crit An).

On peut dans cet anneau démontrer une formule plus générale que 2.4.l.et
2.3.3 : Boit E 1la classe d'un module, CTL TRRRL SRR les classes de modules
n ,n

de rang 1, Ah = a, + ...+ an. Notons AZ la somme formelle I z A , et

soit p un entier positif. Alors :

I I I 2 2 z
242 M) = NE-A) ¢z ANE-AL) 2t AT ATERA L) ¢

3.3 b
+ z7 A (AP+2) A (E—Ap+3) + ...

Cette expression peut s'interpréter comme le développement de AZ(E—x), au
"point" x = 0, connaissant les valeurs de cette fonction aw points Ap,Ap+],....
Montrons comment la dériver de la formule de Newton. On applique cette dernidre
a la fonction f£(x) = (1 - x)—l, pour 1'alphabet d'interpolation

A={%P-%2,.”}:
2.4.3 =07 = )™ v Gy

Gev ) Gevby) (1) T 1) L awn )™ 4 L
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P

Or, multiplient 2.4.2. par x° et sommant par rapport & p, on obtient :

L o = P .n ,n D
2.4.4 A"(E) / 1=x = x" z A (Ap+n—1) AT (E Ap+n)'

z z
Comme A (E-An) = A (E) / (l+zal)...(l+zan) et que

n—1

f+za))...(x+za ) = I, ¥ 2t At (A) , (2.2.4) est bien &quivalente 2 (2.4.3),

au facteur AZ(E) prés, et au changement bi. = za; prés.

2.5 Un autre domaine d'application est la théorie des nombres, en choisissant
pour alphabet un ensemble "arithmétique" (ce dernier terme pris dans un sens

trés flou).

Par exemple, Ramanujan &nonce :

2.5.1 T 0 xk/k! (z+k) = exp(x) I -x)k/z(z+l)...(z+k).

k> k>0 ¢

Comme d'aprés 2.3.1,

DF [ (240) (z+1) ... (z+1)] "} = (z+0) ! pour A = {0,1,...,k}

B(A);

la formule de Ramanujan est un cas particulier de

2.5.2 L E FR)/K! = exp(x) [ £(0)+E B, . .x+E 3 I

k=0 (01) (012)

ol f est une fonction de N dans un groupe abélien quelconque.

On peut vérifier directement 2.5.2 3 partir de 1'expression (1.7) de
fo .
a)

Notons que comme précédemment, on peut prendre f & valeurs dans 1'anneau
de Grothendieck des classes de modules (cohérents) ; par exemple, si A est un
€lément quelconque de cet anneau, on peut poser f(k) = Ak(A+k) (rappelons que
k est la classe du module trivial de rang k), d'oll la forme Equivalente sui-

vante de 2.5.2 :

k

2.5.3 £ X ARA*K) k! = exp(x) . T % AK(a)/k!
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qui découle de 1'identité :

2.5.4 o =2 G W

3, POLYNOMES DE SCHUBERT

Revenons aux opérateurs aw, oi w € W(A). L'algébre de ces opérateurs

est 1'algdbre des décompositions réduites, i.e. on a

3.1 av aw = avw ou 0 selon que 1(vw) = 1(v) + 1(w) ou non.

Plutdt que d'étudier abstraitement cette alg&bre, on considére les images
par les 3w de certains polyndmes.

Soient A = {al,..., },2z2-= {zl""’zn+l} deux alphabets, W = W(A)

a
n+l

le groupe symétrique sur A, dont 1'élément de plus grande longueur est noté w.

Définition. Le polyndme de Schubert d'indice w, ol w € W, est

n n-l
3.2 XW(A) =a a, cee a0 wa .

Le polyndme de Schubert double est

3.3 EKW(A,Z) = I,

i+j < n+l (ai+zj) amw
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2(ab)
2310 : azbzc
A Y
L N
x
»
»
x
x
x
»
x

1320 :a’be+abZc 2130 :
* N

0321:a%b+a’c+ab?
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permutation : polynOme POLYN 3 MES
3210 ; adbZc! DE
o SCHUBERT

* ~
x 2 RN . 2
x 9(bc) ~o Ued)
« RS

3120 : a3bc 3201 : a3b2

N
\
N ~
N ~ ~
2301 : a?b2 3021 :adbtade 3102 : a’b

1230:ab 1302 :a?btab®  2031:a%b+a’c  2103:a%b 3612:a
- +abe+b2c
S e * »
*, F3
* = * < £
if v *
- \ L 3
* ) ‘1&
* N
* ¥ N ¥
N
*® ¥ ¥
x \N %
0231:ab+ac+bc 0312:a2+ab+b2 1032:az+ab+ac 1203 : ab 2013 : a

0132 :

a+b+c

les permutations sont N
notées comme des mots

en 0,1, 2, 3

: a+b
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On a donc que Xw(A) est la spécialisation de }Xw(A,Z) pour

7z = {0,...,0}. Par ailleurs,

3.4 Xm(A.Z) = Hi+j < n+l (ai+zj)

3.5 xwa =XW ou 0 selon que 1l(wv) = 1(w) - 1(v) ou non ;

xw(A,Z) est un polyndme homogéne de degré 1(w).

Les figures 1 et 2 donnent ces polyndmes pour n+l = 4.

Les polyndmes de Schubert XW(A) sont des polyndémes 3 coefficients
positifs ; il sont une base du Z-module engendré par les mondmes
2 I+l

eee a

L+l ,0<1i

<n, 0<i, <n-l,...,0< i.n+l < 0 (cf. 4).

1 2

En outre, les fonctions de Schur sont un cas particulier de polyndmes
de Schubert ; on peut étendre 3 ces derniers les principales propriétés des
fonctions de Schur.

Par exemple, d'apr&s une célébre identité de Cauchy dont on a fait un
axiome des A-anneaux, II (zi+aj) , 1 <1i,j < n+l, est une somme de produits
de fonctions de Schur d'indices complémentaires.

Cette propriété revient 3 munir 1l'espace des polyndmes symétriques d'un

produit: scalaire pour lequel la base des fonctions de Schur est orthonormée.

L'extension aux polynomes de Schubert de 1'identité& de Cauchy s'&nonce

(cf. [5]) :

3.6 x.w(A,Z) = Zv wi(A) . XV(Z).
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Appliquant 1'opérateur 3 , on en tire

3.7 Xw(A,Z) = EXW(A). XV(Z) , somme sur v € W, 1(w) = 1(w) - 1(v).

On peut remarquer que Xw(A,Z) "interpole" entre X, et X _
w

xw(A,Z) = xw(A) + ...+ xw-l(Z)

3.8
en Z.

les termes non &crits étant ceux de degré non nul 3 la fois en A et

rPOLYNOHES DE SCHUBERT DOUBLES]
(ast)arz)@rs) (b+1)(bs2)(co1)

* .
- S R
* ~.
(avt)(ar2Xbon)(552) (qu)(nf:)(q. 3) ~
(a+1) (as 2) (a+
C+i 3
(e (ber) (c’l)\ b+ ) (bt2)
~ -
*
*
*
*
}\
« o
~ - ~ ~
A ~
Cast)(br1)(ce1) (a%1) (ar ) (..-)(Lx)(od) Sa+ ) (as2) (ae3)
(arbe2e3) (bet) Cbr2) (becetez) (bet)
~ » s\ »
* » »
* »
* »
* »
: ~ M ‘b
* -~ \‘ .
* ..L:‘ f::‘ tob® o \\\ »
* ) ~ x ~ ¥
(an)(b+) T aabi X ies) (as)(br1) (att)(a+2) 2
(c+V) . :((: d'::‘bg wis3)  (arbs263)  (hacsw2) (mggal») ) (av)(as2)(a+3)
-~ 22 ‘
e X whsery .
0L N3 #1224 R3F223 »
* Ty % -
* ~< - '
* »
* P "
: ¥ *
- . 3 .« %
* “ * .o AR )
abracebe atsabsb® y ' My
+ (142)(arbee) - +(ab)(142¢3) (art)(arbrestots) r)b+1) (e+1) (a+2)
+ Heize2z S 41240023 ~
~ . *
Shor “ s /
~*~ ‘\ -
* A )
*
*
* \ *
* \‘\ :
x ~ ~
*
(athec + 1+243) (atb+ie2) el
. .
.~ he
~ *
Deux alphabets : hES = On a &crit 1'expression de
~
1,2,3 ‘\\ : lv 2 la place de w

a,b,c et
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3.9 Exemple. A = {a,b,c} , 2= 1{1,2,3}
13142(A,Z) = (a+l) (a+2) (b+c+1+2) =
X234 Xy W) asb + aac
xl324(2) X 143(A) (1+2) (aa+ab+ac)
Xy314 @) Xj543 (A XM.B(Z) Xy 34 ) 12 (a+b+c) (11%12+22) a
N/
Xp0138) X pu3(A) 112+ 122

4. INTERPOLATION A PLUSIEURS VARIABLES

Pour considérer les séries formelles en une infinité de variables
{a,,a,,+..} = A, il est nécessaire de se donner une filtration. Nous choisis-
1°72

sons Jfo(A) C Jfl (A) C ... C JCn(A) ... C JCw(A) ol JCn(A) est le Z -module
i,

de base a; a, ...,il<n,:i <n-l,i3<n—2,...

2
Soit Z = {21’22""} un deuxidme alphabet infini, et £(2) = f(zl,zz,...)

une série formelle dans JCW(Z). Alors

4.1 Proposition
£(z) = 11mn aow Zw £(A) aw . Xw(A,Z)

w parcourant le groupe W(al,...,a ) et A dénotant 1'alphabet

n+l

{—al,—az,—aB,. ..}
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La notation 1lim doit se comprendre en plongeant W(al,...,an') dans

w(al,...an ) par w->w': w'(a|)= w(al),...,w'(an) = w(an) ,

+1

w'(a

n+l)=a .Onaalorsa=8.,x=xw,.

n+l w w W
I1 suffit de démontrer la proposition pour les &léments de an(Z) , N
arbitraire ; la formule &tant linéaire en f, on se limite 3 une base de

JCn(Z), par exemple {XV(Z)}. I1 faut donc montrer
4.2 XV(Z) = Zw Xv(A) aw . Xv(A ,Z)
c'est-3-dire

4.3 xv(Z) =1z, xW(A) . xv(A ,2) ,

somme sur tous les w€ w(al""’anﬂ)’ L(vw) = 2(v) - 2(w).

Or cette derniére formule n'est ni plus ni moins que 1l'inverse de (3.7),
car la fonction de Moebius de tout intervalle [u,v] du groupe symétrique est

(T, Q.E.D.

4.4 Exemple.

Xp314®) = Xpg1, () + Xpgp, (A X 59, (A ,2)+ X5y, (4 ,2)

= Xp314 ) * Xy 5, (A) (X 55, (B) + X455, (2)) +

* (x3124(A) - X2134(A). Xl324(Z) + X2314(Z)).

Dans le cas ol f(z) ne dépend en fait que de z,, on retrouve la

formule de Newton. En effet, les seuls f 3 non nuls sont les £ 3 N
w (alaz)
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3(a a,a) ’""? et les polyndmes de Schubert doubles correspondants sont
17273

les (z;-a;) , (zl-al)(zl-az) s oo

Dans le cas ol £f(Z) dépend uniquement de z, et z,, les polyndmes
de Schubert doubles 3 considérer sont Tes XW(A—,Z), ol w , écrit comme
un mot en 1,2,...,n+]l a pour sous-mot 34 ... n+l

Goe. w '3 wl@) ... wl@m).
4.5 Exemple X (y,z) = 3z =
: pre. 4213 y

X,913(8:050) - X3, (A7,2)

A

2 2
(a"b+ab”) (y-a) = X, . X, o, a”(y+z-a-b) = x4123‘1324

a(atb+c) (y-a) (y-b) = X,,,1Xyq,, (a%+ab+b )(y—a) (z-a)=K, ;3 Xy o,

a(y-a) (y-b) (y=¢) = %5134 X2341 (a+b+c)(y-a)(z—a)(y—b)=X1243x32]4

G

(y-a) (y-b) (y-c) (z~a) < X1234 %3241

La famille des polyndmes de Schubert contient celle des fonctions de
Schur ; la plupart des développements auxquels ont donné naissance ces derniéres
s'étendent aux polyndmes de Schubert : nous nous sommes servis en 3.6 de la
formule de Cauchy ; on trouvera dans [5] une formule de Hopf, ainsi que la

mention de polyndmes de Schubert en variables non commutatives (dans le monoide

plaxique, i.e. le monoide des tableaux de Young, et le monoide nilplaxique,

i.e. le monoide relevant le monoide des décompositions réduites dans le groupe
symétrique). Il existe aussi des "foncteurs de Schubert", tout comme les
foncteurs de Schur généralisent & la catégorie des modules les fonctions de

Schur.
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La formule d'interpolation 4.1 hérite des différentes propriétés évoquées
ci-dessus. Par exemple, si 1'on spécialise l'alphabet d'interpolation en
prenant A = {0,1,2,...} ou A = {l,q,qz,...}, on obtient des polyndmes de
Schubert qui généralisent des nombres ou polyndmes classiques (nombres d'Euler,
Genocchi, nombres tangents, q-tangents, gq-secants,...) et dont certains sont
des déterminants en coefficients binomiaux ou en polyndmes de Gauss.

Ainsi la q-tangente I T2n+1 x2n+1/(l—q)...(l—q2n+l) étant définie

)

n_2n+l 2n+1

I¢-Dx /(1-g)...(1-q

par , alors T2n+l = Xw(n)(A) ,

2D x*/(1-q) ... (1-¢°%)

avec A = {l,q,qz,...} et w(n) = 01'(0302)'(0504)"°(°2n-102n—2) , ol

O » Oy e sont les générateurs du groupe symétrique.

Par exemple T, = X2!3456(A) =1

2

T3 = X356 =2+ q

2 3 4 5 6 7 8

5 = X241635(A) =q +2q° +3q + 4q + 3q + 2q + q .
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