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FONCTORIALITE DES POLYNOMES DE SCHUBERT

A.Lascoux and M.P.Schiitzenberger

Abstract : The simultaneous 1lifting of the classical (i.e.
commutative) Schubert polynomials into two non commutative algebras
related by the "Dualité de Cauchy"” gives a non commutative, as

well as functorial, definition of these polynom.ials.1
INTRODUCTION

Les polyndmes de Schubert constituent 1la généralisation
naturelle des fonctions de Schur quand on remplace la condition de
symétrie globale par celle associée & un sous-groupe de Frobenius
du groupe symétrique. L’interprétation en terme de polynémes des
opérations usuelles de la géométrie des variétés de drapeaux en
est éclairée et bénéfécie du méme coup de la possibilité
d'effectuer les calculs de fagon explicite.

La définition originellement proposée pour ces polyndémes n’en
faisait pas apparaitre directement 1le caractére fonctoriel.
Celui-ci est développé par Kraskiewicz & Pragacz [3] qui généralisent
la construction des Foncteurs de Schur . Nous établissons ici la
fonctorialité des polyndémes de Schubert comme conséquence d’un
résultat plus général qui fournit une version non commutative de
ces polynémes.

Cette définition plus stricte des polynémes de Schubert
laisse percevoir leur lien avec divers objets combinatoires dont
les plus remarquables sont les bases standards de
Lakshmibai/Musili/Seshadri [9], 1les caractéres partiels de

Demazure, etc...

This paper is in final form, and no version of it will be

submitted for publication elsewhere.
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Pour faciliter 1l'accés aux résultats principaux, on consacre
les sections 1 et 2 aux rappels de quelques résultats
fondamentaux. La section 3 établit une dualité entre deux algébres
non commutatives dans lesquelles les bases de Schubert sont
distinguées par diagonalisation. La section 4 détaille
1’algorithmique livrant les polynémes de Schubert dans la cas non

commutatif et constitue 1l’aboutissement principal de notre étude.
1. MONOIDES PLAXIQUE ET NILPLAXIQUE

On considére 1l'algébre libre (non commutative) engendrée par
un ensemble ordonné de variables A = { a<a< ...} , c'est-a-dire
1'algebre Z<A*> du monoide libre A*.Les éléments de A* sont les
mots sur 1'’alphabet A . Nous rappelons la terminologie usuelle
concernant les mots qui est motivée par la théorie de Young.

Le degré d’'un mot w est noté |w| . Une ligne (resp. colonne)

est un mot croissant au sens large : w = XXX ..., X< X2 X<

€ A (resp. un mot strictement décroissant :w = xlxzxs...,
X>X>X> ... €h).
1 2 3
La factorisation en lignes d’un mot w est la factorisation
w=(X...Xx)(x ...x)(X _...x)... obtenue en coupant w a
( 1 m)( mt+l n)( nt+l p) P

chaque décroissance x > x ~ La suite des longueurs des lignes
n n

1
de w est la forme de w
Définition 1.1. Un mot est tableau si et seulement si sa

factorisation en lignes =w.w.w ... est telle que

w
1" 72
1 w | < |w]|] =<|w]=<...
) AWl sl s fw
2) Pour tout i , le sous-mot formé des i-émes lettres de ses

lignes successives est une colonne.

Cette définition méne & 1la représentation planaire des
tableaux qui matérialise lignes et colonnes : ainsi le tableau

w=aaaaaaaaa a pour factorisation en lignes
563461244

aa)(aaa)(aaaa our colonnes successives aaa
(ss)(abs)(1zl.a) N 531 °
a a
5 6
aaa aa a et se représente par a a
6 42" 64 4 P |3 3 3 %

a a a a
12 4 4
Une transformation plaxique élémentaire (ou de Knuth) est une

transformation d’un mot de degré 3 d’'un des quatre types suivants,
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pour x <y <z €Al

(1.2) ZXY = X2y ; YXzZ = yzX
(1.3) YXX = XyX ; YyXy = yyx
Deux mots w, w' sont plaxiquement congrus , w =w' , si 1’'un

peut étre obtenu a partir de 1l'autre par wune suite de

transformations élémentaires sur des facteurs de longueur 3. Par

exemple, aaaa = aaaa = aaaa . On a 1le fait
1727371 17213 2113

remarquable qu’un tableau est congru au produit de ses colonnes

successives. Ainsi

(asas)(asahas) (a,aaa) = (asaaal) (aaahaz) (asak) (ak)

17274 4
* *
Le monoide plaxique A /= est le quotient de A par la
congruence plaxique ; 1’anneau associé est 1l'anneau plaxique

Z<h* /=> (cf [5]).

Le monoide nilplaxique est une variante du précédent. Pour le

distinguer, nous prenons un alphabet différent D = (51< 62 <... }.
Les transformations nilplaxiques élémentaires sont, pour

tous i<j<k :

6k6‘6 = 616k8 et § 6181‘ = § 8k6_
(1.4) J J N 3 i

§6§6 =666 et 5§865§85 =666

k ik k ki kii ik i
(1.5) §6 &5 = 6§ 66

ioi+l i i+l i i+l

(1.6) 8161 =0

out le zéro, 0 , est celui de 1'algebre Z<D'>.

Ces relations élémentaires ne différent des relations
plaxiques que dans le cas de mots en deux lettres consécutives. On
définit le monoide nilplaxique et 1l'algébre nilplaxique Z<ID*/;>
comme précédemment.

Le théoréme fondamental de la théorie de ces deux monoides

est le suivant, pour lequel nous renvoyons a [5, 7]

Théoréme 1.7. 1) Chaque classe plaxique (resp. nilplaxique
autre que la classe de 0), contient un et un seul tableau t .
2) Les éléments de la classe de t sont en

bijection avec les tableaux standards de méme forme que t .

La bijection est donnée dans le cas plaxique par 1’algorithme
de Schensted, ou plus visuellement, par le jeu de taquin dont
une légére modification (pour les configurations du type

(1.5) ) permet de traiter le cas nilplaxique. Il semble impliqué
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par P.Edelman et C.Greene [2] que la théorie du nilplaxique a été

obtenue indépendamment de [7] par ces deux auteurs.

L'anneau des polynémes (commutatifs !) Z[A] est un quotient
de 1’algébre plaxique Z<A*/E> , puisque les régles (1.2) et (1.3)
sont des régles de commutation.

Les générateurs du groupe symétrique (i.e. les transpositions
d’éléments consécutifs) vérifient les relations (1.4) et (1.5). Le
quotient naturel de Z<D*/;> est 1l’algébre des décompositions
réduites dans le groupe symétrique, isomorphe elle méme a 1’
algébre des différences divisées.

Nous choisirons plutét ce dernier point de vue. A chaque
permutation u du groupe symétrique 6(A), on associera, comme le
faisaient déja Bernstein/Gelfand/Gelfand ainsi que Demazure une
différence divisée notée a# agissant sur 1'anneau des polynémes
Z[A] , cf.[6].

Le produit dans 1'algébre des ap est donné par

(1.8) a#ag = ay{ ou 0 , selon que I(u¢) = I(p)+1({) ou non .

la longueur I1(p) d’une permutation étant selon la terminologie

classique le nombre total de ses inversions (cf.[1]).

On note 4 , & droite, la différence divisée correspondant a
1

la transposition o de a et a . *‘ pour tout polynéme f ,
1 1 1

o
i
1.9 f ai =(f - £ )/(ai- ai+ﬂ
La regle (1.8) implique que si ooo ... est une
i3
décomposition réduite de u, alors aia_ak... = ap.
J

Les différences divisées sont le quotient de 1'algébre libre

par les relations

38 = 8494, si [j-ilzl
i g J i
(1.10) 38 a8 =20 3.
i i+l i i+1 4 i+1
348 =
ii

L'algébre qu’elles engendrent est dite algébre des
différeuces divisées et mnotée Dio(A). Cette algébre est un
quotient de 1'algébre nilplaxique, puisque les commutations (1.10)

impliquent les commutations (1.4), (1.5).
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Les fonctions de Schur sont la base fondamentale de fonctions
symétriques (en variables commutatives). Elles se relévent dans
1'algébre libre, la fonction de Schur non commutative d'indice la
partition I étant définie comme la somme des tableaux de forme I
On peut relever & 1'algébre libre 1l'action naturelle du groupe
symétrique, de telle sorte que les fonctions de Schur sont des
invariants du groupe symétrique. Le fait notable que 1’image de
ces fonctions dans 1'algébre plaxique engendre une sous-algébre
commutative, isomorphe & 1’'anneau des polyndémes symétriques est la

motivation des congruences plaxiques (cf.[5]).

Soient dans le cas commutatif A = (al, . am) et B =
(b1’ e, bm) deux alphabets.
Définition 2.1. La résultante de A et B (ou des polyndmes
ﬂ(x-ai) et ﬂ(x-bi) ) est
®(A.B) HISi,an (ai N bj)

Proposition 2.2.
a8y =5 (-1l Ser®) -5 ®)

somme sur toutes les partitions 1 : 0 < ils ...<i =m, CI
m

désignant la partition complémentaire (m-i , ..., m-il)
m

C'est par cette propriété de diagonalisation que Cauchy a

défini les fonctions de Schur.

Les différences divisées permettent une extension de 1la
famille des fonctions de Schur en des polynéms gardant leurs
propriétés les plus intéressantes. Soit A un alphabet de cardinal
ntl. Les polynomes de Schubert, pour le groupe symétrique 6G(A),
sont définis comme les images du mondme aln azn-1 anﬂ0 par
les différences divisées 8” , p € 6(A) . Plus précisément, soit w
1’élément maximum (dit aussi "de plus grande longueur") de 6(A).
On définit les polyndémes de Schubert par

(2.3) X = a a ... a
j3 1 2 n+l w B

En particulier, Xw = a a ... a et
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(2.4) X# a1 =X ou 0 , selon que l(pai) < 1(p) ou non

o,

en notant I(u) la longueur de la permutation p .

Proposition 2.5. Soit RIIZ(A,IB) = (a - bj) la

n15i+j5n+1 i

mi-résultante de A et B . Alors
I(w)
R BB Y (-1 Xwﬂ(‘\) . X”(B)
Cette proposition étend la formule de Cauchy aux polyndmes de

Schubert. Ces derniers sont une base de Z[A] en tant que

6nm(A)-module libre, i.e. tout polynéme en A s’écrit de maniére

unique P= 3 P .X , ou les P sont des éléments de
iz Bp B
Gnm(A).
Deux autres bases de Z[A] sont
i i
(2.6) 1’ensemble des mondmes aI a ! :«.zﬂn+1 , 0= il_<. n ,
n
0O<i <n-1, ...,0<1i =<0
2 n+l
[on écrira 0<I<E, avec E = (n, n-1, ..., 0) ]
et 1l’ensemble des produits
2.7 PI = Ai (An)... A (AZ).All (Al)./\i (Ao) , 0= I <E
1 n-1 n n+l
ou AJ = (al, ..., a )} , et ou, pour tout alphabet B , les Ai([B)
3

sont les fonctions symétriques élémentaires de 1’alphabet B (i.e.
i
Yz Ai(IB) =] B (1+zb) , cf [10, p.12] ).

On munit Z[A] du Gpym(A)-produit scalaire pour lequel (X”)

est une base orthonormée :

(2.8) (X“, XS’ )= 1o0uO0 selonque u =¢ ounon .

Pour ce produit scalaire, (aI, O<I<E ) est la base
adjointe de { PI , O<I<E } , cf.[6]

Les Ai(AJ) sont des fonctions de Schur particuliéres.

L’interprétation en terme de tableaux donnée au début du
paragraphe montre que Ai(Aj) se reléve dans 1l'algébre libre en
la somme (notée par la méme lettre) de toutes les colonnes de
degré i : explicitement, Ai(Aj) = Z X ...x  , somme sur tous

les i-uples d'éléments x1>. ..>x1 d’éléments de A‘1

Pour j fixe, comme on 1’a mentionné plus haut, le produit des
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Ai(Aj) est commutatif dans 1'’algébre plaxique. Ceci n'’est pas le
cas pour j variable : par exemple, al(a1+a2) = Al(Al).Al(IAz) >
A1(Az)'A1(A1) - (e11+a.z)a.1 . On convient de relever PI dans

1’algebre libre en respectant 1l’ordre des facteurs :

(2.9) PI-A1 (An) ...A1 (Ao) , 0<I=<E
1 n+l

*
De méme, on reléve dans Z<A > les polynémes de Schubert en les

polynomes de Schubert libres :
I
(2.10) X” - ZI (a”, X“) PI , W €GB

L’image du Z-module engendré par les PI ou Xp dans 1'algebre

plaxique est dit module de Schubert ( ce n'est pas une

sous-algébre ). On a plusieurs involutions sur le module de

Schubert. Par exemple, 1’involution P —» P‘J définie par

. 9.

vV I : O<I<E , PI PE-I ,
o E-I désigne (n-i , n-1-i_, ..., 0-i ). On a donc
1 2 n+l

(2.11) xV. v @ xye 4 € 6(R)

I 1 ' “w’ "E-I

Soit AV = (alv, azv, ) 1'alphabet des inverses (on

écrit, pour tout xeA , x’ plutét que x-l). Le module de Schubert
associé a AY est isomorphe a celui associé a4 A . On remarque
que, pour ce qui est des fonctions commutatives,

. - v
Vi : O<is<n+l, Ai(A) An+1(A)'An+1-1(A )

et donc, dans Z[A, Av] ,

v
(2.12) PI(A) - PE(A).PE_I(A )

Pour tout entier i , on note S1 la fonction de Schur libre
d’indice la partition (0, ..., 0, i) , i.e. la somme de toutes
les lignes de degré i , appelée aleph par Wronski mais fonction
élémentaire compléte par Macdonald [10, p.14)

Enfin, dans 1'algebre libre Z<D'>, on pose

(2.14) QI - Ss (Dn) Si (IDO) , 0<I<E
1 n+l

et 1'on définit les polynémes companions Zp , b € 6(A) , par
I
(2.15) zZ, =1 (@.X) Qq

Par exemple, pour le groupe symétrique 6({a, b, c, d}) , on a
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-=a2b+a2c==P - P ; Q - Q

X =
3142 2010 3000 2010 3000

(6 6+ 66 + 66 + 66 + 6§66 + 66) 68§ - (666 + 6§86 +
11 2 2 33 12 13 23 1 111 2 2 2
6§66 + 6§66 + 666 + 666 + 666 + 6866 + § 66 +
333 112 113 122 123 133 223
§ 66 )
333
3 DUALITE

Le relévement direct des opérateurs ap a 1'algébre libre
est délicat et de fait, il serait alors plus expédient d'utiliser
les opérateurs voisins w# (cf£.[6]). Pour le but poursuivi
ici, il suffit de relever 1l'action des a# au module de Schubert.

Plus précisément, nous définissons une action, notée a
droite o , de 1'algeébre libre Z<1D*> sur le module de Schubert par
les régles suivantes.

Soient m, n deux entiers l<m<n , I = i1"’i " <E=mn...10 ,
n

' = i...i , 1= i , j o= i , I =
1 n-m n-m+l n-m+2

On convient que pour h<0 , Ah et Sh sont nulles.

Définition 3.1.

i-1 i-2
PI ° 8m = Zk=0 PI'(i-l-k)(j+k)I" i zk=0 PI'(j+1+k)(i-2-k)I"

Cette définition, apparemment complexe, reléve en fait le

calcul commutatif, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 3.2.
L’image de PI o § dans l’anneau des polynomes est PI 3 .
m m
Preuve. Les polyndmes Ai(AJ) , j#m , étant symétriques en a et
a sont des scalaires pour 3 . En outre, A) =
mt+l m i m
Ai(Am-l) + amAi_l(Am_l) , et donc, pour tout i=0, Ai(Am) 8m =
3 - ’
A1-1(Am-1) puisque a am 0 . Il ne reste donc plus qu’a
PP ' s fps -
vérifier 1'égalité A1-1(Am-1)'A,j(Am-1)
z Ai-1-k(Am)'Aj+k(Am—1) ) A3+1+k(Am)'Ai-2—k(Am-1) ’
qui résulte par éliminations successives de la relation
V h, m 21, Ah(Am) = Ah(Am_l) +a Ah-l(Am-l) ]

*
Le lemme précédent montre que l’action de Z<D > factorise par
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1'algébre des différences divisées. En d'autres termes, on a :

Lemme 3.3. Pour tout 1 : O<I<E , tous i, j : 1<i,j<n non consécutifs
P1061063= PI<>6308i

PI o 61 o Si =

P.o§ o6 o § = P_o§ o§ o
i i i

+1 i I i+l i+l

Proposition 3.4. Soient k, m, n des entiers 1l<k<m<n , E = n...10

et I : O<I<E , tels que I = I'iI" , I' =i ...1i , i= 1 R
1 n-m n-m+1l
I"=m-1 ... 1 0 . Alors
PI ° Sk(mm) = PI'(i-k)I"
2
Preuve. Sk([Dm) = Sk([Dm_l) + sk-l(IDm-l) 6m+Sk_2(IDm_1) Sm +

k
+ So(le_l) Sm et donc PIOSk(mm) = P1°Sk(mm-1) + PIOSk-1(Dm-1)5m'

Supposons par récurrence la proposition vraie pour D , et tout k.
-

PI ° Sk(mm) = PI'O...O : Am(Am) : Am-l-k(Amd) : PO...OI" +
PI'O...O : Am(Am) : Am-k(Am-l) : PO...OI" ° sm :
Conme AR) =a A (A ) , que A (A ) commute avec tout
m m m m1l m1 m-1" m-1
Ah(Am—l) , que 6m commute avec PO...OI" et Ah(Am-l) , et
qu’enfin a 4 =1, on a finalement P. oS (D) =
m m I k' m
PI'O...O [ am Am-l-k(Am'l) t. Am‘k(Am-l) ] : Am-l(Am-l) : PO..OI"
ce qui est bien ce que veut la proposition n
Théoréme 3.5. Pour tout u dans 6G(R) , on a
P oz =x1
E B |7
Preuve. Comme Z = Z X ,aI) Q et X 7. Z X ,aI) P , on
b |7 I [Z | E-I
est réduit par linéarité i montrer que PE ° QI = PE-I
Soit p 1le plus petit entier tel que ip # 0 ; notons i =1 |
P
= - ’ - i ==
m n-p+l , I :[1...11)_1 0...0. On a QI QI’ . Si(le) . Par
récurrence sur le nombre de parts non nulles de I , on suppose
"4 44 - ST =
1'égalité PE ° QI’ PE-I' . Comme E-I
(n-i1 Y ey m+l-1p_1 ) m-1p ,m-1 , ..., 1, 0) , 1l'image de PE-I
par Si(IDp) est d'aprés la proposition 3.4 égale a
An_il(An) Aml-ip_l(Anﬂ'l) . Am_ip(Am) . Am-l(Am-l) AO(AO)

, a4
c’est-a-dire PE—I
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Exemple 3.6. Pour la méme permutation qu’en (2.15),
3,2 1 3,21 _
ab’c o Zalbz = abc ( 618261+ 826381 - 816283 ) = abc +
(a% + ab®) - ab = abc + ab® = P__ - P = (- P V.
q 1200 0210 2010 3000
3142

4 ALGORITHMIQUE SCHUBERTIENNE

Nous allons montrer que le théoréme de dualité précédent
donne un algorithme pour 1'expression des polynémes de Schubert
dans la base PI : X# =y (Xp,aI) PI . Une autre méthode,
présentée en [6] consiste & interpréter le produit scalaire
4 l'aide de 1'opérateur 8w , qui est le produit maximal de
différences divisées.

Posons dans 1l'algébre libre, pour tout couple d’entiers l<k<m

Fk(m) = zl m-k m+l m-k+1 m
(4.1)
Fk(k) =1
ou les polynémes Z” ont été définies en (2.15)
Les polynémes de Schubert correspondants

X sont les fonctions élémentaires
1...(m-k)(m+1)(m-k+1)...m

’
complétes Sk(Am-k+1) d'aprés [6].

L'anneau Z[Am_] est un 6nm(A)-module libre de base les

1
polynémes de Schubert, et 1le théoréme 3.5 permet d'exprimer

certains mondémes dans cette base.

Proposition 4.2. Soient m, n un couple d’entiers l<m<n+l ,

A =An+1 un alphabet, E = n ... 1 0 . Alors, dans 1l’algébre

plaxique

-m+l k
a ...a Py = -0 (-1) Akm(A) . PE ° Fk((k+m-1)

Preuve. Soit 6("‘)

la permutation

n+2 n+tl ... n+3-m n+tl-m ... 1 nt2-m € 6n+2 . Le membre de gauche

est le polynéme de Schubert Xf(m) , celui de droite est une
+ -

somme ) * AJ(Ann)'PI , I (in, ey 11) , i.e. une somme

y+pP La proposition exprime donc 1la décomposition d’un

i1
polynéme de Schubert plaxique dans la base PJ ; le module de
Schubert étant isomorphe & son image dans Z[A] , il suffit de

montrer 1l’égalité (4.2) dans le cas commutatif. On divise gauche
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ceqs . . v
et droite par a -3 PE ; utilisant 1'involution A-—b A
n

1'égalité a montrer s'’écrit

(a, ... a) =% (-1 [xw o F_(ktm-1) ] A @) /%

D’'aprés (3.5) et (2.12), le membre de droite est

Y -1k s (A Yy LA k(A") , i.e. par linéarité, en désignant
m n-m-.
par A\A 1l'’alphabet complémentaire de Am dans A ,
m
v v
An-m( AN Am ) = an+1 e am+1 -
Les mondémes a Seeay PE , l<m<n+l , sont des polyndémes de
m
Schubert pour 6 . De fait toute permutation p € 6
n+2 n+2
s’écrit de maniére unique p o= 5““’.; , ¢ € 6n+1 , avec f(m)
définie plus haut et m = n+2-pn+2 . D’'apres (2.3), Xp = Xf(m) ag ;
8‘, appartient a 1'’algébre engendrée par 61 s eeey an . En
particulier, les polyndmes Ak(Anﬂ) sont des scalaires pour ag
Cela permet d’'étendre a sz la proposition 4.2
Théoréme 4.3. Soient p€ 6 , m = n#2-p _ , ¢ = p. (™),
) n+2 n+2
w = £ 1’élément maximum de 6n+1 . Alors, dans 1’algébre
plaxique

k
X, = LGDS A A ). X oF (kim-1) 5

Les X oF (k+m-1) §
w k
’
Xw 4...d 8c ,
v € 6n+ . Le théoréme donmne donc par induction sur n

1
1’expression de X“ comme une somme

sont des sommes d’éléments du type

¢

i.e. des sommes de polyndémes de Schubert XV ,

Y+ A ) ... AJ(Al).Ah(Ao)

c’'est-a-dire 1l'expression de X" dans 1la base PI

Notre probléeme initial a donc été réduit au calcul des

polynémes Fk(m) ; c'est 1'’objet de la proposition suivante.

Proposition 4.4. On a dans 1’algébre libre Z<1D*> , pour O<k=<m

SI(IDm) e Sk(!Dm)
o s,0__) C s._,@ )
x

2-k(mm-k+1) T Sl(mm-k+1)

le développement du déterminant se faisant de haut en bas, i.e.
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s’écrivant } S (@).S (@ ) ... s, @ ...

Preuve: La définition 2.15 des Z“ fait appel & 1l'expression de
S (A ) dans la base P . Or les fonctions élémentaires S
k= m-k+l 1 k

s'expriment comme un déterminant en les fonctions non moins

élémentaires Aj (cf.[10, p.15])

A1 (Am—k+1) o Ak(Am—k+1)
Sk(Am-k+1) = Ao (&m-k-il) e Ak-l(Am-k+1)
Az-k (Am-k+l) o A1 (Am-k+1)

Grace a la linéarité A@B) =A@ )+ a A _(A ) pour
ip i el p §-1 p-1

tous p,j =1 , on peut transformer ce déterminant sans changer sa

valeur en le déterminant

Al(Am) P Ak(Am)
Sk(Am—k+1) = A()(Am-l) . e Ak-l(Am-l)
2-k(Am-k+1) e Al(Am-k+1
L'expression de IFk(m) s'obtient par 1'échange Ai(Am) Ah(Ao)
—_—b Sl([[)m) Sh(lDO) . c'est bien le déterminant voulu | |
Par exemple,
Sl(le) Sz(le)
(4.5) F (m) = =
z So(mm-x) Sl([Dm-l)
zm-12j>121 5,8, + 6 (5448 ) - (6+...48 ) &

Nous n'’avons a dire vrai besoin que de 1’image de IFk(m)
dans div(A) , notée Fk(m) , puisque nous faisons opérer les
IFk(m) sur le module de Schubert. Plutédt que de développer le
déterminant (4.4), on utilise le fait que tout élément de Dio(R)
est acterminé par son action sur Xw , puisque les polynémes de
Schubert Xw a” sont linéairement indépendants. Ainsi donc la
propriété (3.7)

){(‘)F‘k(m)=x-'3(A )

détermine les F (m) € Jio(A ) , 1 <k=m=<n
k n+l
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Notons F;(m) la transformée de Fk(m) par la translation

(81, ...,am) - (82, ey, @)

m+l

Proposition 4.6. Pour tout m 2k+l1 , tout k =1 , on a
+ +
Fk(m) = Fk_l(m—2).a1 + Fk(m-l)

Preuve: Posons a =a,a= b , w = élément maximum de G(A 1‘1),
n
-n

w' = élément maximum de 6({a,, ..., a }) . Ona X, =a X |,
2 n+l w w
et d'aprés la dualité (3.7),

+ v \'
Xw, Fk_l(m-2) = S (#\m_k+1 \ a ).Xw,

k-1

+ \% v
X,F @l = S@® \a)X,

Réintroduisant a qui commute avec les différences divisées 62 ,
83 , ..., on tire
+ v v v V.
X, F,m2) = [ e Pans) - 35, LD ].(a L) -a
\
m-k+1
donc scalaires pour 81 , on a finalement

Comme les Sh(A ) et (av Xw) sont symétriques en a et b ,

+ \" v
X, By (@23 =2 Se-1Panid) Xy
+ A\ \'%
Xw Fk (m-1) = Sk(ltm_k+1 \ a ).Xw

L'identité, pour tout k € Z, Sk(AV\av) + a’ sk_l(AV) - Sk(Av)
entraine que les images de Xw par les deux membres de (4.6)

sont identiques, donc que les opérateurs sont égaux ]

I1 nous reste a calculer les Fk(k), qui sont les termes

initiaux de la récurrence (4.6).
Proposition 4.7. Pour tout k=2 , on a
+ + +
Fk(k) = Fk_l(k-l) 81 - 31 Fk_l(k—l) - al Fk_z(k-Z) a1

Nous omettons la preuve qui est identique & celle de (4.6) et se

borne & faire agir les deux membres sur le polyndme Xw

Les propositions 4.6 et 4.7 , auxquelles on ajoute les
conditions intiales Fo(k) =1, F1(1) = al fournissent 1la
définition récursive promise des Fk(m) . On en tire directement
1'expression explicite des Fk(m) , aucune annulation ne se
produisant dans 1’algorithme. Ecrivons seulement le cas de Fk(k) ,

sans donner la démonstration qui résulte du jeu de taquin

nilplaxique, en distinguant 1les trois cas : (62=1='72} )

(€2=0, 172-=1), (ez-=1, 172=0).
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Corollaire 4.8. Ecrivant 1, 2, ... & la place de a1 , 82 .

on a
€ €, n n
F, (k) = Y (1T pPo.l2
somme sur tous les entiers p , q , tous les € "3 € {(0,1) tels

que V i, e, +tn, 2l ,q=2 n o k-q-1 = 2 €,

En d'autres termes, F;(k) est la somme alternée de tous les
tableaux "équerre" dont 1'évaluation commutative est un alphabet

initial. Par exemple, en écrivant planairement les tableaux

g 3 4 4 3 3
F (4) = - 42 2 3 2 2 +
A f 14t13*v12%v13%12
4 3 2 3 2
{ 123+124+4132+123+123 } - 1234
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