
Le Théorème de Pitman,
le groupe quantique SUq(2),
et une question de P. A. Meyer

Philippe Biane

CNRS
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École Normale Supérieure
45, rue d’Ulm
F-75005 Paris
Philippe.Biane@ens.fr

Summary. On montre comment le théorème 2S −B de Pitman peut s’obtenir en
« cristallisant » une marche de Bernoulli quantique.

1 Introduction

Le but de cette note est de relier le théorème de Pitman, dans sa version
en temps discret, avec la théorie des représentations du groupe SU(2), et
plus généralement des groupes quantiques SUq(2). On verra que ce théorème
apparâıt naturellement lors de la « cristallisation », au sens de Kashiwara, i.e.
lorsque q → 0.

L’idée de considérer les représentations de SU(2) en liaison avec les proces-
sus de Bessel de dimension 3 provient d’une question de P. A. Meyer, qui avait
demandé, lors d’un exposé en 1989, comment calculer la loi de la partie radiale
d’une marche de Bernoulli quantique (voir la partie 3 pour plus de précisions).

Cette étude ne nous en apprendra pas plus sur le théorème de Pitman
lui-même, mais elle a le mérite de suggérer comment généraliser ce résultat à
des situations plus complexes, en dimensions supérieures. En fait la transfor-
mation de Pitman est reliée à des opérations introduites par Littelmann [12]
en théorie des représentations. Les liens entre ces objets sont étudiés plus en
détails dans [5].

L’article est organisé de la façon suivante : dans la partie 2 je rappelle
l’énoncé du théorème de Pitman ainsi que sa version discrète. La partie 3
contient des généralités sur les processus stochastiques non commutatifs,
ainsi que la définition des marches de Bernoulli quantiques, puis je donne
une interprétation de ces marches de Bernoulli quantiques en termes de
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représentations du groupe SU(2). Dans la partie 4 je montre comment, en
passant de SU(2) au groupe quantique SUq(2), puis en faisant tendre q vers 0,
on obtient le théorème de Pitman de façon naturelle. Finalement on termine
par des considérations sur les généralisations possibles de ces résultats.

2 Le théorème de Pitman

Soit (Xt; t ≥ 0) un mouvement brownien réel, issu de 0, le théorème de
Pitman [16] affirme que le processus (Tt := 2St−Xt; t ≥ 0), où St = sups≤tXs,
est un processus de Bessel de dimension 3, i.e. a la même loi que la norme d’un
mouvement brownien de dimension 3. Une fois énoncé, le théorème est facile
à vérifier, il suffit de calculer la loi du processus ((Xt, St); t ≥ 0), qui est un
processus de Markov, pour en déduire le résultat. On obtient de cette façon
un bonus, le fait que pour tout t > 0 la loi conditionnelle de la variable Xt,
connaissant la trajectoire (Ts, 0 ≤ s ≤ t), est uniforme sur l’intervalle [−Tt, Tt].
Faisons dès à présent une observation. Soit (Xt, Yt, Zt; t ≥ 0) un mouvement
brownien de dimension trois, alors le processus Rt =

√
X2
t + Y 2

t + Z2
t est

un processus de Bessel de dimension trois, Xt est un mouvement brownien
réel, et on vérifie facilement, en utilisant l’invariance par rotation de la loi du
mouvement brownien, que la loi conditionnelle de Xt sachant la trajectoire
(Rs; 0 ≤ s ≤ t) est la loi uniforme sur l’intervalle [−Rt, Rt]. On voit ainsi que
les processus ((Xt, Tt); t ≥ 0) et ((Xt, Rt); t ≥ 0) ont mêmes lois marginales
de rang 1, les processus obtenus en prenant la première ou la deuxième coor-
donnée ont la même loi, mais les lois des couples de processus ne cöıncident
pas, car T est mesurable par rapport à la filtration de X, ce qui n’est pas le
cas de R. La clé pour comprendre le théorème de Pitman va consister à trou-
ver une interpolation naturelle entre les lois de ces deux couples de processus.
Il est possible de faire cette interpolation de façon purement « classique »,
comme dans [6] mais ici nous allons la faire en introduisant des approxima-
tions en temps discret de ces processus, ce qui amène à considérer les groupes
quantiques SUq(2), comme expliqué ci-dessous.

La démonstration originale de Pitman repose en effet sur un analogue en
temps discret du théorème. Considérons une marche de Bernoulli, i.e. Xn =
x1 + x2 + . . . + xn où les xj sont des variables de Bernoulli indépendantes,
centrées (P (xj = ±1) = 1/2). Le résultat est que le processus (Tn := 2Sn
−Xn;n ≥ 1), où Sn = sup{Xk; 0 ≤ k ≤ n}, est une châıne de Markov sur N
de probabilités de transition

p(k, k + 1) =
k + 2

2(k + 1)
; p(k, k − 1) =

k

2(k + 1)
. (1)

De plus la loi conditionnelle de Xn sachant la trajectoire (Tk; k ≤ n) est
uniforme sur l’ensemble {−Tn,−Tn+2, . . . , Tn−2, Tn}. Le théorème de Pitman
pour le mouvement brownien s’en déduit par un changement d’échelle et un
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passage à la limite. La démonstration de Pitman repose sur le fait que la
transformation de Pitman peut s’inverser, c’est-à dire que l’on peut retrouver
la trajectoire de X en connaissant celle de T , à condition de connâıtre en plus
la valeur de Xn, en fait on a la formule explicite

Xk = inf{2Tl; k ≤ l ≤ n} ∧ (Xn + Tn) − Tk.

Évidemment une formule analogue est valable dans le cas du temps continu.
Proposons ici une approche équivalente mais plus adaptée à notre propos. On
calcule les probabilités de transition de la châıne de Markov ((Sn,Xn);n ≥ 1),
à valeurs dans l’ensemble {(s, k) ∈ N× Z | s ≥ k}, on trouve facilement

p((s, k), (s, k + 1)) = 1
2 , p((s, k), (s, k − 1)) = 1

2 si s > k

p((s, s), (s + 1, s + 1)) = 1
2 , p((s, s), (s, s− 1)) = 1

2 ,

ce qui donne les probabilités de transition de la châıne de Markov ((Tn,Xn);
n ≥ 1), à valeurs dans {(t, k) ∈ N∗ × Z | k ∈ (−t,−t + 2, . . . , t− 2, t)},

p((t, k), (t− 1, k + 1)) = 1
2 , p((t, k), (t + 1, k − 1)) = 1

2 si s > k (2)
p((t, t), (t + 1, t + 1)) = 1

2 , p((t, t), (t + 1, t− 1)) = 1
2 .

On vérifie alors, par récurrence sur n, que la loi conditionnelle de Xn, sachant
T1, . . . , Tn, est la loi uniforme sur l’ensemble {−Tn,−Tn + 2, . . . , Tn − 2, Tn}.
Le fait que (Tn;n ≥ 0) soit une châıne de Markov avec les bonnes proba-
bilités de transition s’en déduit aisément. Notre stratégie pour retrouver de
façon naturelle le théorème de Pitman va consister à exhiber un analogue
discret du processus ((Xt, Rt); t ≥ 0), ce que nous ferons en considérant des
marches aléatoires quantiques. Ensuite nous déformerons la loi de ce proces-
sus au moyen de la théorie des groupes quantiques, par un paramètre réel
q ∈ ]0, 1], de sorte que la loi de chaque composante reste constante, que
la loi conditionnelle de Xn sachant R1, . . . , Rn soit uniforme sur l’intervalle
{−Rn,−Rn + 2, . . . , Rn − 2, Rn}, mais que la loi du couple ((Xn, Rn);n ≥ 1)
converge vers celle du couple ((Xn, Tn);n ≥ 1) lorsque q → 0.

3 Marches de Bernoulli quantiques

Dans cette partie je vais faire des rappels sur les processus stochastiques non-
commutatifs et les marches de Bernoulli quantiques. Ce sujet est traité dans [1]
et dans le premier chapitre de [4], auxquels je renvoie pour plus de détails.
Pour une introduction aux probabilités quantiques, on peut consulter le livre
de référence de Meyer [11].

Dans la suite on considère des espaces de probabilités non-commutatifs. Un
tel espace est une algèbre A sur C, avec une unité, habituellement munie d’une
involution antilinéaire ∗, et d’une forme linéaire η, qui joue le rôle d’espérance,
qui vérifie η(1) = 1 et η(a∗a) ≥ 0 pour tout a ∈ A. La donnée d’un élément
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autoadjoint x = x∗ détermine alors une suite de nombres réels (η(xn);n ≥ 0),
qui sont les moments d’une mesure de probabilités sur R, non nécessairement
unique. Si cette loi est unique on l’appelle la loi de l’élément x. Par exemple,
lorsque l’algèbre est Mn(C), et η(M) = 1

nTr(M) alors la loi d’un élément
autoadjoint M ∈ Mn(C) est la mesure empirique sur les valeurs propres de M
(comptées avec leur multiplicité). Évidemment dans ce cas la loi est à support
compact et donc déterminée par ses moments.

Plus généralement si on se donne une famille d’éléments autoadjoints qui
commutent x1, . . . , xk, alors les nombres η(xl11 . . . xlkk ); l1, l2, . . . , lk ≥ 1 sont
les moments d’une mesure de probabilités sur Rk, que l’on appelle la loi jointe
des xk si elle est unique. De nouveau, si l’algèbre est de dimension finie, la loi
est à support compact (et même fini), et donc est déterminée par ses moments.
C’est dans ce cadre que nous nous placerons dans toute la suite.

L’exemple le plus simple est celui de M2(C), les matrices de taille 2 × 2
sur C, avec η(M) = 1

2Tr(M). On considère les matrices de Pauli

x =
(

0 1
1 0

)
, y =

(
0 −i
i 0

)
, x =

(
1 0
0 −1

)
;

chacune d’elles suit une loi de Bernoulli symétrique, et elles vérifient les rela-
tions de commutation [x, y] = 2iz, [y, z] = 2ix et [z, x] = 2iy . En particulier,
elles ne commutent pas, on ne peut donc pas parler de leur loi jointe. L’algèbre
M2(C)⊗N est isomorphe à l’algèbre des matrices M2N (C), et le produit ten-
soriel des traces sur chacun des facteurs est la trace sur M2N (C). Dans cette
algèbre on considère les éléments (I désigne la matrice identité)

xi = I⊗(i−1) ⊗ x⊗ I⊗(N−i) yi = I⊗(i−1) ⊗ y ⊗ I⊗(N−i)

zi = I⊗(i−1) ⊗ z ⊗ I⊗(N−i)

pour i = 1, . . . , N , et leurs sommes partielles

Xn = x1 + . . . + xn, Yn = y1 + . . . + yn, Zn = z1 + . . . + zn

Chacun des processus (Xn; 1 ≤ n ≤ N), (Yn; 1 ≤ n ≤ N) et (Zn; 1 ≤ n ≤ N)
est constitué d’opérateurs qui commutent, on peut donc calculer leur loi, qui
est, dans les trois cas, celle d’une marche de Bernoulli centrée. Ces opérateurs
vérifient les relations de commutation [Xn, Ym] = 2iZn∧m, ainsi que celles
obtenues par permutation circulaire de X,Y,Z. On constate que ces relations
de commutation entrâınent que les opérateurs Σn =

√
I + X2

n + Y 2
n + Z2

n

commutent entre eux. On peut calculer la loi du processus (Σn;n ≥ 1) et on
trouve par des calculs explicites (cf [4]) que c’est la loi de la châıne de Markov
sur N∗, de lois de transition

p(k, k + 1) =
k + 1

2k
, p(k, k − 1) =

k − 1
2k

. (3)

Autrement dit, le processus (Rn := Σn − I, n ≥ 1) a les mêmes probabilités
de transition que (1). De plus, pour tout n, les opérateurs R1, . . . , Rn et Xn
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commutent et la loi conditionnelle de Xn sachant R1, . . . , Rn est uniforme sur
{−Rn,−Rn + 2, . . . , Rn − 2, Rn}.

Plutôt que de reproduire la preuve de [4], je vais expliquer comment on
peut retrouver ce résultat par la théorie des représentations de SU(2). Les
relations de commutation entrâınent que, pour chaque n ≥ 1, les opérateurs
Xn, Yn et Zn engendrent une représentation de l’algèbre de Lie sl2(C). Rap-
pelons que cette algèbre de Lie est de dimension 3, engendrée par trois
éléments x, y, z, qui vérifient les relations

[x, y] = 2iz, [y, z] = 2ix, [z, x] = 2iy.

D’autre part, l’opérateur Σ2
n = I + X2

n + Y 2
n + Z2

n, est l’image dans cette
représentation de l’opérateur de Casimir 1 + x2 + y2 + z2, qui engendre le
centre de l’algèbre enveloppante de sl2(C). On sait que les représentations
irréductibles de sl2(C) sont indexées par les entiers l ≥ 1; pour chacun de ces
entiers il existe une unique (à isomorphisme près) représentation irréductible
de dimension l. De plus dans cette représentation l’opérateur de Casimir
est un multiple de l’identité de valeur propre l2. On peut en déduire la loi
du processus (Rk; k ≤ N). Pour cela supposons que nous avons décomposé
la représentation (C2)⊗n en composantes irréductibles. Alors pour trouver
les valeurs propres et les sous-espaces propres de Rn+1, pour chaque copie
Vk ⊂ (C2)⊗n de la représentation de dimension k, il nous faut décomposer la
représentation Vk ⊗C2. Les formules de Clebsch-Gordan donnent la réponse,
cette représentation se scinde en somme directe de deux représentations
Vk ⊗ V2 ∼ Vk−1 ⊕ Vk+1. Les probabilités de transition sont proportionnelles
aux dimensions respectives de ces représentations, ce qui redonne bien la for-
mule cherchée. La loi conditionnelle de Xn sachant la trajectoire R1, . . . , Rn
s’obtient en remarquant que dans une représentation irréductible Vk, où Rn
prend la valeur k−1, l’image de l’élement x de sl2(C) a un spectre formé des k
valeurs propres {−k+1,−k+3, . . . , k−3, k−1}, chacune ayant multiplicité 1.

Une fois ces observations faites nous allons donner une construction plus
abstraite de la marche aléatoire ci-dessus. Nous aurons besoin de la notion
de variable aléatoire à valeurs dans un espace non-commutatif. Un espace
non-commutatif est donné par une algèbre qui joue le rôle d’algèbre de fonc-
tions sur l’espace. La notion de variable aléatoire à valeurs dans un espace
est remplacée par celle de morphisme d’algèbres, à valeurs dans un espace de
probabilités non-commutatif. Le lien avec la situation classique est facile à
comprendre, une variable aléatoire ordinaire X : Ω → E donne lieu à un mor-
phisme d’algèbres X : L∞(E) → L∞(Ω) défini par la formule X (f) = f(X),
et réciproquement la donnée d’un tel morphisme détermine la valeur de la
variable aléatoire X (presque sûrement). Dans la situation non-commutative,
les points des espaces non-commutatifs n’existent plus, mais la notion de
morphisme d’algèbres garde un sens. Nous allons donc construire les processus
X,Y,Z,R ci-dessus et les considérer comme des coordonnées d’un processus
à valeurs dans un espace non-commutatif. Cet espace non-commutatif sera le
dual de SU(2) ce qui signifie que l’algèbre de « fonctions non-commutatives »
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qui le définira sera l’algèbre du groupe SU(2). Il y a plusieurs choix possibles
d’algèbres de convolution sur un groupe, on peut convoler par exemple les fonc-
tions L1, ou les mesures finies, ou encore les fonctions continues ou les fonctions
régulières si on est sur un groupe de Lie. Les subtilités liées au choix de la
topologie, et in fine de la complétion ne sont pas très utiles pour comprendre
les calculs algébriques, je renvoie à la discussion de [2] pour plus d’information,
et je me contenterai de donner une description informelle de cette algèbre.
Comme nous avons vu, il existe pour chaque entier l ≥ 1 une unique
représentation irréductible de dimension l du groupe SU(2), ce qui suggère
de prendre pour l’algèbre A(SU(2)) le produit direct des algèbres de matri-
ces Ml(C) pour l ≥ 1. Tout autre choix pourra se plonger dans cette grosse
algèbre. Dans cette algèbre se trouvent des éléments x, y, z correspondant à
la base de sl2(C), et dont les composantes sur chaque sous-algèbre Ml(C)
forment la représentation de dimension l de sl2(C). L’opérateur de Casimir
1 + x2 + y2 + z2 a pour composante dans chaque algèbre Ml(C) un opérateur
scalaire de valeur propre l2, tandis que les composantes des opérateurs x, y
et z sont diagonalisables, et leurs valeurs propres, de multiplicité 1, sont
{−l+1,−l+3, . . . , l−3, l−1}. On peut considérer ces opérateurs comme trois
coordonnées sur l’espace non-commutatifs sous-jacent. Chaque sous-algèbre
Ml(C) est une sorte de sphère non-commutative de dimension 3, de rayon l−1.

L’espace non-commutatif correspondant à A(SU(2))

À chaque direction de l’espace à trois dimensions (α, β, γ), on peut faire
correspondre l’opérateur αx+βy+γz. Dans une telle direction, la coordonnée
peut prendre des valeurs entières. On peut dans cet espace déterminer simul-
tanément le rayon de la sphère sur laquelle on se trouve et la coordonnée dans
une des directions de l’espace, auquel cas on trouve que les valeurs possibles
des coordonnées sont −r, r+ 2, . . . , r− 2, r où r est le rayon de la sphère. Par
contre on ne peut pas déterminer simultanément les coordonnées dans deux



Théorème de Pitman 69

directions de l’espace qui ne sont pas parallèles, car les opérateurs correspon-
dants ne commutent pas.

J’ai représenté de manière symbolique cet espace dans le dessin ci-dessus.
Les algèbres Ml(C) sont représentées par des sphères « floues » concentriques
(j’ai représenté celles de rayons 0 à 4). J’ai aussi montré les coordonnées que
l’on peut obtenir en faisant une mesure dans deux directions sur les sphères
de rayons 3 et 4.

Nous allons maintenant construire un processus stochastique non-commu-
tatif sur l’algèbre A(SU(2)). Pour cela il nous faut construire des morphismes
de A(SU(2)) à valeurs dans un espace de probabilités non-commutatif. On va
se servir de la structure d’algèbre de Hopf de A(SU(2)).

L’algèbre A(SU(2)) possède en effet une structure d’algèbre de Hopf
(comme toute algèbre de groupe), ce qui correspond à la donnée d’un coproduit,
qui est un morphisme ∆ : A(SU(2)) → A(SU(2)) ⊗ A(SU(2)), ainsi que
d’autres données, satisfaisant des axiomes que l’on peut trouver par exemple
dans [11]. Pour comprendre la signification de cette structure, considérons
un groupe G, et l’espace des fonctions (continues, ou essentiellement bornées,
ou polynomiales, etc...) sur G, muni de la multiplication usuelle qui en fait
une algèbre A(G) (que l’on notera C(G), L∞(G),P(G), . . . suivant l’espace de
fonctions choisi). La donnée de cet algèbre caractérise l’ensemble G en tant
qu’espace, mais ne permet pas de trouver sa structure de groupe. Pour cela il
faut considérer le produit G×G → G. Comme tout à l’heure on peut considérer
le morphisme d’algèbre ∆ : A(G) → A(G × G) induit par cette application,
donné par la formule ∆f(g, h) = f(gh). Si on identifie A(G) ⊗ A(G) avec
une algèbre de fonctions sur G×G, alors ∆ est un coproduit. Les propriétés
qui font de G un groupe (associativité, élément neutre, existence d’un in-
verse) peuvent se traduire en terme de propriétés du coproduit. Par exemple
l’associativité du produit dans le groupe est équivalente au fait que les deux
morphismes (∆ ⊗ I) ◦ ∆, (I ⊗ ∆) ◦ ∆ : A(G) → A(G) ⊗ A(G) ⊗ A(G) sont
égaux. La notion d’algèbre de Hopf est « autoduale », ce qui signifie que si
H est une algèbre de Hopf alors l’espace dual H∗ est encore une algèbre de
Hopf, il suffit de renverser les flèches dans tous les morphismes considérés
(modulo les problèmes usuels de passage au dual si la dimension est infinie).
Ainsi si G est un groupe abélien, alors il a un groupe dual Ĝ, et les algèbres de
Hopf correspondantes sont en dualité. Dans la situation que nous considérons,
le groupe SU(2) n’est pas commutatif, par conséquent l’algèbre du groupe,
dont la structure d’algèbre de Hopf est duale de celle de l’algèbre des fonc-
tions sur G, n’est pas l’algèbre des fonctions sur un espace ordinaire, mais
nous pouvons la considérer comme l’algèbre des fonctions sur un espace non-
commutatif. Nous pouvons facilement écrire des formules pour le coproduit
d’éléments de cette algèbre suffisamment simples. En fait on a

∆(αx + βy + γz) = α(x⊗I + I⊗x) + β(y⊗I + I⊗y) + γ(z⊗I + I⊗z)

(I désigne l’identité de A(SU(2))) ce qui suffit à caractériser ce coproduit.
Passons maintenant à la construction de la marche de Bernoulli quan-

tique. Soit un groupe G, muni d’une mesure de probabilités µ, nous pouvons
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construire une marche aléatoire dont la loi des accroissements est µ en con-
sidérant l’espace produit (GN , µ⊗N ) et en définissant la suite de variables
aléatoires (Xn(g1, . . . , gN ) = g1g2g3 . . . gn;n = 1, 2, . . . , N). Si nous prenons
le point de vue des algèbres, les variables Xn induisent des morphismes
Xn : A(G) → A(G)⊗N donnés au moyen du coproduit ∆ par les formules

X1(x) = x⊗ I⊗(N−1)

X2(x) = ∆(x) ⊗ I⊗(N−2)

X3(x) = ((I ⊗∆) ◦∆(x)) ⊗ I⊗(N−3)

et ainsi de suite jusqu’à

Xn(x) = ((In−2 ⊗∆) ◦ Xn−1(x)) ⊗ I⊗(N−n).

On peut faire la même construction avec n’importe quelle algèbre de Hopf H
munie d’une involution ∗, (en fait il suffit que H soit munie d’un coproduit
coassociatif, les autres propriétés ne jouant pas de rôle dans la construction), à
condition de disposer d’un état η sur l’algèbre de Hopf, c’est-à-dire une forme
linéaire positive, qui vaut 1 sur l’identité. On considère alors l’algèbre H⊗N ,
munie de l’état η⊗N et on définit les Xk : H → H⊗N par la formule ci-dessus.
La marche de Bernoulli quantique construite plus haut correspond à cette
construction pour l’algèbre A(SU(2)), lorsque l’état est la trace normalisée
sur la composante M2(C).

Dans le cas général, une telle marche aléatoire quantique satisfait la pro-
priété de Markov suivante : soit f ∈ H et ξ un élément de l’algèbre engendrée
par les (Xk(H); k ≤ n), alors on a

η⊗N [Xn(f)ξ] = η⊗N [Xn−1(P (f))ξ]

où P : H → H est défini par

Pf = (I ⊗ η) ◦∆(f).

Dans le cas d’une marche aléatoire ordinaire sur un groupe abélien, en identi-
fiant H avec l’algèbre des fonctions sur Ĝ, et η avec la mesure µ, on voit que
P est l’opérateur de convolution par la mesure µ

Pf(x) =
∫
Ĝ

f(xy)dµ(y).

Dans le cas général cet opérateur possède une propriété de positivité : si f est
positif dans l’algèbre H alors P (f) l’est également. Il est même complètement
positif, une propriété plus forte, mais nous ne nous servirons pas de cette
notion (cf [11], [15]). Nous l’appellerons l’opérateur de transition de la marche
aléatoire quantique.

Si on a construit une telle marche aléatoire quantique on peut en déduire
des processus stochastiques « classiques » à valeurs dans des espaces ordi-
naires, pour cela il suffit de trouver une sous-algèbre commutative B ⊂ H de
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l’algèbre de Hopf, telle que les images (Xn(B);n ≥ 0) commutent dans l’espace
de probabilités non-commutatif. L’algèbre B, étant commutative, s’interprète
comme une algèbre de fonctions sur un espace B̂ (son spectre), de même,
il existe un espace de probabilités Ω dont l’algèbre des variables aléatoires
bornées soit l’algèbre engendrée par les (Xn(B);n ≥ 0), et les morphismes Xn
proviennent de variables aléatoires définies sur Ω et à valeurs dans B̂.

Dans le cas qui nous intéresse, il y a deux sortes de sous-algèbres intéres-
santes, d’une part pour chaque sous-groupe commutatif de SU(2), on peut
considérer la sous-algèbre de A(SU(2)) qu’il engendre. Cette algèbre est iso-
morphe à l’algèbre des fonctions sur le dual de ce groupe commutatif, et on
obtient ainsi une marche aléatoire sur ce groupe dual. La loi des accroissements
de cette marche aléatoire est obtenue en prenant la restriction de l’état à la
sous-algèbre engendrée par le groupe. Par exemple si on considère le groupe
à un paramètre engendré par un élément v ∈ SU(2), alors on obtient une
marche aléatoire sur le groupe dual, qui est isomorphe à Z. C’est ainsi que
l’on peut interpréter les marche aléatoires de Bernoulli Xn, Yn, Zn obtenues
au début, elles correspondent aux sous-groupes à un paramètre de SU(2) de
générateurs ix, iy et iz respectivement.

Une autre sous-algèbre commutative intéressante est le centre de l’algèbre
A(SU(2)). Celui-ci est engendré par l’opérateur de Casimir, et il est isomor-
phe à l’algèbre des fonctions sur N. On peut montrer que ses images par les Xn
engendrent une algèbre commutative. Comment, dans ce contexte, calculer la
loi de ce processus ? On utilise la propriété de Markov énoncée plus haut. En
effet si une sous-algèbre B ⊂ H est stable par l’opérateur P , alors elle vérifie
la propriété de Markov avec pour opérateur de transition la restriction de P
à B. Il est facile de voir que si l’algèbre engendrée par les Xk(B) est commu-
tative et si B est stable par P , alors les restrictions des Xk à B définissent
un processus de Markov classique sur B̂ de noyau de transition donné par P .
Dans le cas du centre de l’algèbre A(SU(2)), on peut calculer ce noyau de
transition explicitement ce qui revient comme précédemment à calculer la
décomposition en composantes irréductibles de la représentation Vk ⊗ V2. Le
formalisme abstrait ci-dessus a un avantage, il nous permet de découvrir,
caché dans la marche de Bernoulli quantique, un processus de Markov non-
commutatif à valeurs dans un « vrai » espace commutatif. Considérons en
effet l’algèbre engendrée par un sous-groupe à un paramètre de SU(2) et par
le centre de A(SU(2)). Cette algèbre est évidemment commutative et on peut
vérifier qu’elle est stable par l’opérateur P . La restriction de P à cette algèbre
correspond donc à un noyau markovien sur un espace « commutatif ». Com-
mençons par déterminer quel est cet espace. Pour le trouver, diagonalisons
la composante du générateur du groupe à un paramètre dans un des espaces
Ml(C). Cet opérateur admet l valeurs propres distinctes. On voit alors que
la sous-algèbre engendrée par ce sous-groupe à un paramètre et par le cen-
tre est isomorphe au produit des sous-algèbres des matrices diagonales dans∏
l≥1Ml(C), (en particulier c’est une algèbre abélienne maximale). Il est com-

mode d’utiliser les valeurs propres du générateur du groupe à un paramètre et
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le rayon (qui vaut l−1 dans la représentation de dimension l) pour paramétrer
les points de cet ensemble. On voit donc qu’il est donné par

{(r, k) ∈ N× Z | k ∈ {−r,−r + 2, . . . , r − 2, r}} .

Calculons le noyau de transition obtenu en restreignant P à cette sous-algèbre.
Pour cela il est utile de considérer l’algèbre de Hopf duale de A(SU(2)).
L’opérateur dual de P envoie A∗(SU(2)) dans elle-même, et est donné par
u �→ χu où χ est le caractère normalisé de la représentation de dimension 2 de
SU(2), et où on a identifié A∗(SU(2)) avec l’algèbre des fonctions sur SU(2),
munie du produit ordinaire. Choisissons pour tout r une base orthonormale
(erj ; j ∈ −r,−r + 2 . . . , r − 2, r) de la représentation Vr+1 dans laquelle le
générateur du sous-groupe à un paramètre est diagonal, alors il faut compren-
dre comment les fonctions coefficients urjj(g) = 〈gerj , erj〉 sont transformées
par P ∗. La réponse est donnée par la formule classique de Clebsch-Gordan

urjju
1
−1−1 =

r − j + 2
2(r + 1)

ur+1
j−1j−1 +

r + j

2(r + 1)
ur−1
j−1j−1

urjju
1
11 =

r + j + 2
2l

ur+1
j+1j+1 +

r − j

2(r + 1)
ur−1
j+1j+1

Comme urjjχ = 1
2 (u2−1−1 + u211)urjj on en déduit les probabilités de transition

de la châıne

p((r, k), (r + 1, k + 1)) =
r + k + 2
2(r + 1)

p((r, k), (r + 1, k − 1)) =
r − k + 2
2(r + 1)

p((r, k), (r − 1, k + 1)) =
r − k

2(r + 1)

p((r, k), (r − 1, k − 1)) =
r + k

2(r + 1)
.

On a donc obtenu une sous-algèbre commutative stable par P , toutefois la
marche de Bernoulli quantique ne définit pas un processus classique associé sur
l’espace correspondant car les images de cette sous-algèbre par les morphismes
Xk; k ≥ 1 ne commutent pas entre elles, comme on peut le voir en remarquant
que Xm ne commute pas avec Rn si n > m. Le processus défini par les
restrictions des Xk à cette sous-algèbre est donc un processus de Markov non-
commutatif, à valeurs dans un espace commutatif, avec un noyau de transition
commutatif.

4 Groupes quantiques

L’algèbre de Hopf de SU(2) peut être déformée en introduisant un paramètre
réel q. Je renvoie au premier chapitre de [10] pour une présentation claire



Théorème de Pitman 73

et concise des principales propriétés de cette construction. On obtient une
algèbre de Hopf A(SUq(2)), dont la structure d’algèbre ne dépend pas de q,
mais dont le coproduit, lui, en dépend. Pour définir cette algèbre on part des
générateurs suivants de sl2(C)

e =
(

0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
vérifiant les relations de commutation

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h.

Ces dernières formules définissent l’algèbre enveloppante de sl2(C). On définit
l’algèbre enveloppante quantique de SUq(2), q étant un paramètre (dans notre
cas q ∈ ]0, 1]) au moyen de générateurs t, e, f , qui vérifient les relations

tet−1 = q2e, tft−1 = q−2f, ef − fe =
t− t−1

q − q−1

avec un coproduit donné par les formules suivantes :

∆(t) = t⊗ t, ∆(e) = e⊗ t−1 + 1 ⊗ e, ∆(f) = f ⊗ 1 + t⊗ f .

On vérifie que si l’on pose formellement t = qh et que l’on fait tendre q
vers 1 dans ces formules on retrouve les relations de commutation définissant
l’algèbre enveloppante de sl2(C), ainsi que son coproduit, par exemple la
relation [h, e] = 2e s’obtient en dérivant en ε = 0 la relation qεheq−εh = q2εe.

On montre que les représentations irréductibles de dimension finie de cette
algèbre sont des déformations de celles de sl2(C). Pour chaque entier r ≥ 0
il existe deux représentations dans des espaces V +

r+1 et V −
r+1, munis de bases

vr±k ; k ∈ {−r,−r + 2, . . . , r − 2, r}, données par les formules

tvr±j = ±qjvr±j

evr±j = ±
√[

r − j

2

]
q

[
r + j + 2

2

]
q

vr±j+2

fvr±j =

√[
r − j + 2

2

]
q

[
r + j

2

]
q

vr±j−2.

où on a posé, conformément à une tradition bien établie,

[n]q =
qn − q−n

q − q−1
.

Le coproduit permet de définir le produit tensoriel (au sens de Kronecker) de
deux représentations. On montre que ce produit tensoriel obéit aux mêmes
règles que celui des repésentations de SU(2), i.e. on a une décomposition
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V ε1r1+1 ⊗ V ε2r2+1 =
⊕

r=|r2−r1|,|r2−r1|+2,...,r1+r2

V ε1ε2r+1 .

Désormais nous ne nous intéressons qu’aux représentations du type V +
l , et

on considère l’algèbre de Hopf A+(SUq(2)) =
∏
r≥0End[V +

r+1], qui en tant
qu’algèbre est isomorphe à A(SU(2)), mais dont le coproduit est déformé par
les formules ci-dessus. Nous allons déformer la marche aléatoire quantique
considérée au paragraphe précédent, et calculer le noyau markovien associé
à ses restrictions. On considère donc l’état η = 1

2Tr sur la composante de
dimension 2 de A+(SUq(2)). On peut alors calculer les probabilités de tran-
sition obtenues en restreignant l’opérateur de transition à la sous-algèbre en-
gendrée par t et par le centre de A+(SUq(2)). Si l’on choisit une base dans
chaque représentation, formée des vecteurs propres de l’opérateur t, cette
algèbre est encore la sous-algèbre abélienne maximale de A+(SUq(2)) formée
des éléments dont toutes les composantes sont des matrices diagonales. Dans
la représentation de dimension r + 1 les valeurs propres de t sont qr, . . . , q−r.
On note alors (erjk; j, k ∈ {−r,−r + 2, . . . , r − 2, r}) la base des matrices
élémentaires correspondantes dans chaque Mr+1(C). On note aussi urjk la base
duale dans (A+(SUq(2)))∗. En utilisant encore les formules de Clebsch-Gordan
(cette fois-ci pour le cas quantique, cf. Klimyk et Vilenkin [11], formules (6)
et (9), §14.4.3, mais la normalisation n’est pas la même que celle du présent
article), qui s’écrivent

urjju
1
−1−1 = q−(r+j)/2

[
r−j+2

2

]
q

[r + 1]q
ur+1
j−1j−1 + q(r−j+2)/2

[
r+j
2

]
q

[r + 1]q
ur−1
j−1j−1

urjju
1
11 = q(r−j)/2

[
r+j+2

2

]
q

[r + 1]q
ur+1
j+1j+1 + q−(r+j+2)/2

[
r−j
2

]
q

[r + 1]q
ur−1
j+1j+1

on constate que l’algèbre engendrée par t et par le centre de A+(SUq(2) (c’est-
à-dire par les erjj) est stable par l’opérateur de transition. On en déduit les
probabilités de transition de la châıne de Markov

p((r, k), (r + 1, k + 1)) = q(r−k)/2

[
r+k+2

2

]
q

[r + 1]q
=

qr+1 − q−k−1

2(qr+1 − q−r−1)
(4)

p((r, k), (r + 1, k − 1)) = q−(r+k)/2

[
r−k+2

2

]
q

2[r + 1]q
=

q−k+1 − q−r−1

2(qr+1 − q−r−1)

p((r, k), (r − 1, k + 1)) = q−(r+k+2)/2

[
r−k
2

]
q

2[r + 1]q
=

q−k−1 − q−r−1

2(qr+1 − q−r−1)

p((r, k), (r − 1, k − 1)) = q(r−k+2)/2

[
r+k
2

]
q

2[r + 1]q
=

qr+1 − q−k+1

2(qr+1 − q−r−1)
.
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On peut vérifier sur ces probabilités de transition que la coordonnée k suit une
marche de Bernoulli, en effet p((r, k), (r+1, k+1))+p((r, k), (r−1, k+1)) = 1

2 ,
qui ne dépend pas de k, mais que la coordonnée r n’est pas markovienne (car
la probabilité p((r, k), (r+ 1, k+ 1)) + p((r, k), (r+ 1, k− 1)), de passer de r à
r+ 1 dépend de k). Par contre on voit facilement sur ces probabilités de tran-
sition, par récurrence sur n, que si la châıne part de (R0 = 0,X0 = 0), alors
la loi conditionnelle de (Xn sachant R1, . . . , Rn) est uniforme sur {−Rn,−Rn
+ 2, . . . , Rn}. On en déduit que le processus (Rn;n ≥ 1) est bien une châıne
de Markov de probabilités de transition (3).

En faisant tendre q vers 0, on constate que les probabilités de transition
(4) convergent vers (2), ce qui redonne bien le théorème de Pitman.

Pour terminer avec SUq(2), faisons une dernière remarque sur la propriété
de Markov de la châıne de Bernoulli quantique déformée. On aurait pu, à la
place de l’état η, utiliser l’état ρ, obtenu à partir du caractère de Woronowicz
[17], qui est défini par (A(2) désignant la composante de A dans M2(C))

ρ(A) =
2

[2]q
η(tA) =

1
[2]q

Tr

(
A(2)

(
q 0
0 q−1

))
.

Cet état a été utilisé par Izumi [9], qui a montré que l’opérateur associé laisse
invariant le centre de A+(SUq(2)) (voir aussi [7], [14]). Pour le vérifier il suffit
de calculer les probabilités de transition associées, on trouve

p̃((r, k), (r + 1, k + 1)) =
2q
[2]q

p((r, k), (r + 1, k + 1)) =
qr+2 − q−k

[2]q(qr+1 − q−r−1)

p̃((r, k), (r + 1, k − 1)) =
2q−1

[2]q
p((r, k), (r + 1, k − 1)) =

q−k − q−r−2

[2]q(qr+1 − q−r−1)

p̃((r, k), (r − 1, k + 1)) =
2q
[2]q

p((r, k), (r − 1, k + 1)) =
q−k − q−r

[2]q(qr+1 − q−r−1)

p̃((r, k), (r − 1, k − 1)) =
2q−1

[2]q
p((r, k), (r − 1, k − 1)) =

qr − q−k

[2]q(qr+1 − q−r−1)
.

Cela permet de voir que la restriction à l’algèbre engendrée par t donne lieu
à la marche de Bernoulli décentrée de lois d’accroissements

p(k, k + 1) =
q

[2]q
, p(k, k − 1) =

q−1

[2]q

alors que la restriction au centre donne la châıne de Markov de lois de tran-
sition

p(k, k + 1) =
q[k + 1]q
[2]q[k]q

, p(k, k − 1) =
q−1[k − 1]q

[2]q[k]q
.

La châıne de Markov sur le centre s’obtient donc par une transformation de
Doob à partir de la marche aléatoire sur le dual du groupe engendré par t. Pour
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retrouver la loi de la marche de Bernoulli quantique de tout-à-l’heure, on doit

utiliser la formule η⊗N (.) =
[2]Nq

2N
ρ⊗N (.t⊗N ). La preuve de la markovianité de

la restriction au centre peut alors se faire suivant les lignes de [3], Theorem 4.1.
Évidemment il n’y a pas besoin d’introduire autant d’objets sophistiqués

pour comprendre le théorème de Pitman, toutefois ces constructions donnent
l’idée de généralisations naturelles. Il suffit de remplacer le groupe quantique
SUq(2) par un autre groupe quantique, et de regarder comment se comporte
la restriction des marches de Bernoulli à la sous-algèbre engendrée par le
centre et par le tore maximal canonique, lorsque q → 0. On espère alors
obtenir des formules explicites, à la Pitman, qui permettent de construire le
mouvement brownien à valeurs dans la chambre de Weyl du groupe com-
pact sous-jacent, à partir d’un mouvement brownien de même dimension. En
pratique cette approche a des limites, car il est difficile de calculer les coeffi-
cients de Clebsch-Gordan dans le cas général (voir toutefois l’article [8], qui
est à l’origine des travaux de Kashiwara sur les cristaux). Néanmoins, il existe
d’autres approches plus directes qui permettent d’obtenir de telles formules,
et qui sont développées dans [5].
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16. J.W. Pitman. One-dimensional Brownian motion and the three-dimensional
Bessel process. Adv. Appl. Probab. 7 (1975) 511-526.

17. S.L. Woronowicz, Compact matrix pseudogroups. Comm. Math. Phys. 111
(1987), no. 4, 613–665.




