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Introduction :

La fonction zéta de Riemann est une fonction qui joue un role central en
arithmétique, notamment dans la théorie des nombres premiers.

Cependant, I'étude des ces nombres n’est encore qu’incompléte. En effet,
on ne connait que trés peu de choses sur les valeurs aux entiers impairs. C’est
pourquoi il a été introduit de nouveaux nombres qui permettent d’en savoir plus
conjecturalement sur 'arithmétique de la fonction zéta : ce sont les multizétas.

Ces nombres multizétas ont été introduits par Euler (dés 1775, dans le cas
de la longueur 2) , et viennent de faire leur retour en mathématiques aprés un
peu plus de deux siécles d’oubli; ils apparaissent naturellement dans un certain
nombre de questions & la frontiére de la théorie des nombres et de la physique
théorique.

L’objectif de se mémoire est de présenter un court rappel sur ce qui est
aujourd’hui connu des valeurs de la fonction zéta de Riemann aux entiers et de
mettre en évidence son lien avec les multizétas. Or, on pense qu’il n’y a pas de
relations (& coefficients rationnels) entre les valeurs de la fonction zéta. C’est
pourquoi cette conjecture motive la question suivante : Y a-t-il des relations
entres multizétas (& coefficients rationnels) ? Si oui quelles sont elles ?

Pour cela, nous étudierons d’abord la fonction zéta aux entiers naturels,
puis nous introduirons les multizétas afin d’étudier leurs principales propriétés
et enfin évoquer les principales conjectures les concernant.

Page 3/46



1 Autour des valeurs aux entiers de la fonction
zéta et applications aux calculs de certaines
somines.

Définition. On appelle fonction zéta de Riemann la fonction notée ¢ et définie
sur |1, +oo[ et & valeurs dans R vérifiant :

1
ﬁ .

V€)1, +o0[ ,((z) = Z

1.1 Valeur aux entiers pairs de la fonction zéta.

Dans cette partie, on se propose d’établir une formule permettant de
calculer la valeur des ((2k) pour tout entier k¥ > 1 . Pour cela, on introduit les
polynomes et nombres de Bernouilli. R[X] désigne la R-algébre des polyndmes
a coefficients réels. On identifie un polynoéme et sa fonction polynomiale associée.

1.1.1 Définition des nombres de Bernouilli.

Définition. Les polynémes de Bernouilli sont définis comme 'unique suite de
polyndmes vérifiant :

By=1.
1

Vn € N*, Bl =nB,_1 et / B,(t)dt=0.
0

On appelle n-iéme nombre de Bernouilli le nombre b,, = B, (0) .
Remarques. e Pour tout n > 2, on a par définition :
1 1
B, (1) — B,(0) :/0 Bl (t)dt = n/o By,_1(t)dt =0 .
Pour n = 1, on calcule By :
Bi1~BO1.DoncB1X+CoﬁC€R.Or/01(tC)dt0.

1 1
Dot : 3 +C=0et B1(X)=X— 3 Il vient alors By(1) — B1(0) =1 .

e De plus, on remarque que la suite U, (X) = (-1)"B,(1 — X)
vérifie aussi les trois propriétés de la définition des polynémes de Bernouilli. Par
unicité d’une telle suite, on a B, (X) = (—1)"B,(1 — X) (formule de symétrie).

1.1.2 Calcul des nombres de Bernouilli.

Cependant, le calcul des nombres de Bernouilli définis par b, = B, (0) est
assez lourd car il faut calculer récursivement les polynémes de Bernouilli B, et
prendre leur valeur en 0 .
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On opte plus souvent pour une autre source de calcul récursif : on applique
la formule de Taylor au polynéme B,, de degré n :

n

B (X) = Z Br(Lk)(O)Xk .

(k) B (0) n
Or, By, (X) =n(n—-1)...(n—k4+1)B,_;(X) , ce qui donne : = < )bn;C .

Dot : Bu(X) = (Z) b_r X .

k=0
Le but est de pouvoir établir une relation pour calculer plus facilement les
b, pour n assez grand. On évalue en 1 :

by = B (0) = Bu(1) = Zn: (Z) Do -

k=0
On suppose n > 2 . De la formule précédente, on tire que :

k=2

Et finalement, la suite (b,,) est définie par :
bp=1.

n+1
—1 n+1
VYn>1.b, = g b k.
= "0n n+1k_2(k>"+1k

Remarques. On calcule ainsi les premiers nombres de Bernouilli :

e On applique la formule de symétrie en X = 0, il vient alors :
Vn > 1, bgn+1 =0.

Avec la formule précédente, on obtient alors :

1 1 1 5
30 42 30 66

b, 1 —

N =
S| =

e ]l existe une deuxiéme définition des nombres de bernouilli : ce sont les

k
T T T
coefficients du développement en série de x +— tels que = E bp— .
pp et —1 W1 = MR

Cette définition coincide bien avec celle donnée précédemment.
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1.1.3 Calcul de ((2k) pour k € N* .

On considére maintenant la fonction g 2m-périodique définie de R dans R
par :

gr(z) = Bag (; ) pour tout z € [0,27] .
On remarque que gy, est continue sur R car g5 (27) = Bax(1) = B2 (0) = gx(0) .

On va développer cette fonction en série de Fourier. En effet, gi est
27-périodique et C! par morceaux. Donc, par le théoréme de Dirichlet, on a :

Ve eR, gr(x) ) cos(nz) + by, (k) sin(nx) .

Soit « € [0,7] , gr(—x) = Bag <x> = By, (1 + QE) par la formule de
™ s

2
symétrie. Donc gi(—z) = Bag ( Tt x) = gr(z + 27) = g (), i.e gi est paire.
™
Alors :

Il vient donc :

Ve e R, gr(z) —|—Zan cos(nzx) .

Calculons maintenant les coefficients de Fourier restants. On effectue deux
intégrations par parties successives.

Soitn>1letk>1:

1 27 x
i By (-2
an (k) 7T/0 gk(QW)COS(mc)dm
1 r sin(nz)]*" 1 x . sin(nx
B [sz“ : )} [ 5 Bal) (2) 4y
Q 2m n 0 0o 27 2 n
=0
—k 27
= o2 2k—1(5—) sin(nx)dx
= =k ([ gy (&2 ostna) 2”+2’f—1/2”3 () cos(na)d
= 2 2k—1 o n o o o 2k—2 o S(nNT)ax
-k /-1 o2k —1 [27 -
= <n(sz—1(1)BQk—1(0))> =+ 9 /o ng_g(%)cos(n:z:)d:c)
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k (2k)(2k — 1) 1

an(k) = W(B%_l(l) — Bai—1(0)) — e 7T/0 ﬂBz(k,l)(%) cos(nx)dx
_ (nfr)Q (Bak—1 (1) — By (0)) — %an(k —).

1
Sikzl,onavuqueBl(X):Xfi.DoncBl(l)fBl(()):l.

2 1
e plus, a,(0) - /0 cos(nz)dx =0 . Donc : a,(1) ()2
2k)(2k — 1
Sik > 2, Bog_1(1)—Bak—1(0) = 0 et donc: a, (k) = _(()Q(mr)Q)a”(k -1).
—1)F= (2k)!
Par une récurrence immeédiate, il vient a, (k) = (2(n7r))2(k1) ( 2) an(1) .

(—1)"1 (2h)!

Donc a, (k) = 722’“—1(7177)2’“ .

Remarque. Cette formule est aussi vraie pour k=1 .
27

1
De plus, pour tout k € N*, ag(k) = — ng(;)da? =0.
s 0 Y5

On remplace maintenant ’expression des coefficients dans le développement
en série de Fourier :

T (D) 12E)! X1
ﬂ) T T 92k—1,2k Zﬁcos(nx) '
n=1

vz € R ) gk(l') = BQk(

—DF 2R S 1
(-1) ()Z

., o _ )
En évaluant en 0 , il vient by, = 92F 1,2k % - D’ou :

n=1

(_1)k71(27r)2kb2k

C(2k) = 2(2k)!

Ainsi, on retrouve facilement les premiéres valeurs de la fonction zéta aux
entiers pairs :

k 1 2 3 4 5
7T2 7.‘_4 7T6 7.(.8 7T10
o) | = | =] 2
)| G 90 | 945 | 9450 | 93555

1.1.4 Deuxiéme preuve.

La preuve que nous venons de voir est la preuve "classique". C’est Euler qui
a été le premier & trouver cette valeur, mais avec une démonstration différente :
il est parti de deux développements différents de mz cot(7z) .
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+
= ( 7-‘-)anQn 2n

Vz2e D(0;1), mzcot(mz) =1+ Z(—l) Wz
n=1 !
+o00 2

V2eC—-7, 7rzcot(7rz):1—22%.
—z

Or, pour z € D(0;1), on a :

400 400 n + o0
7z cot(mz —1—222(k2) :1—224(2n)z2",par Fubini.
k=1n=1 n=1

Par unicité du développement en série entiére, il vient donc :

(=1)" "1 (2m)*"ban
2(2n)!

((2n) =

1.2 Calculs de sommes.

Fonction zéta alternée de Riemann.

<
Soit s > 0 . On se propose de calculer les sommes Z -

n=1

On introduit la fonction zéta alternée de Riemann définie par :

+o0 n—
vseRY, F(s)=Y U
se i, (8)_2 ns
n=1

On remarque que F' est bien définie sur R par le critére spécial des séries
alternées.

On sépare maintenant les termes pairs et les termes impairs de F' pour s > 1:

= = 1 1 = 1

F(‘S):_;(zn)s +;(2n+1)5 :_§C(8)+;m'
De méme, on a ¢(s) +Z 2n+1

11 vient donc F(s) :727(( )**C( ) +C(s) -
)

D’oﬂ:V5>1,F(s):<1—2sl_1)C(s .

R e | T
Par exemple, on a donc : F'(2) = Z ——==-((2)=—.
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+00 1

Calcul de S = Z —.
— (2n+1)

Euler s’est posé la question de la valeur de cette série, il la relie d’abord

3
a ((2) en séparant les termes pairs et impairs. Il obtient alors S = ZC (2) . Le

probléme devient alors équivalent a retrouver la valeur de ¢(2) .

Avec ce que nous avons fait dans la sous partie précédente, on peut dors et
2

™
déja affirmer que S = 3 Nous allons approcher cette valeur par la méthode

qu’Euler avait utilisée en donnant les 6 premiéres décimales de ((2) .

On définit le triangle T = {(z,y) e R* |z < 1L,y < 1L,z +y>1} .

FIGURE 1 —

-

1 1 1
“n(1 —
OnnoteI:// dudy ,desorteque[:/ @/ le :/ Mdy
T TY oYy 1—y xT 0 Yy

En développant —In(1 — y) en série entiére et intervertissant les signes [ et
> par le théoréme de Beppo Levi, on obtient :

1 1
y"  dy 1/ 1
I = . 2 = — " dy = ((2) .
EZI/O vy 321” YTy ¢(2)

On décompose maintenant T en un carré et deux triangles de la fagon suivante :

FIGURE 2 —

-
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Par symétrie, les deux triangles ont un role similaire, que ’on peut évaluer
1
2 —In(l—y) 1
par : / —dy = E .
0 Yy w1 2nn?

1 1
d d
Le carré contribue pour / . / 9 _ (In(2))? . Do :
1 y
2

1
2

+oo
1
I=2%" st (In(2))? .
n=1

14

1
En tronquant la série a Z

g et en utilisant la valeur approchée de In(2)
dont Fuler connaissait leb 25 premiéres décimales !, il a obtenu :

2
€(2) ~1,644934 ~ 5

Remarque. Il existe une démonstration directe de la valeur exacte de S par
une intégrale similaire. On pose :

/ / dxdy
1 — 222
On a successivement :

[ [ g5 ([ ) ([ 0)- St

n>0 n>0

. sinu sinv

D’un autre coté, on effectue le changement de variable x = =
) b)

CoS v cos U

qui transforme :
dxdy

1 — 2292

e le domaine {(z,y)|(z,y) € [0,1]?} en {(u,v) € R?|(u,v) € [0; %}2 ,utv < 2}

jusy T _u 2
S:J:/2/2 1~dudv:£.
o Jo 8

en dudv ,

Il vient alors :

1)
1. In(2) = Z (=1) est une série convergeant trés lentement ; il n’est donc pas réaliste
n>1
de D'utiliser pour obtenir une valeur approchée de In(2) .

2 1 1
Néanmoins, on a : In(2) = —In (§) —In (7) = Z ( + ) . Cela permet d’évaluer
4 n>1 n

3 4nn 3n

In(2) numériquement & haute précision en tronquant la série, car la convergence est alors
géométrique. En ne calculant que les 49 premiers termes, on obtient alors In(2) avec 25
décimales correctes.

Page 10/46



1.3 Interprétation et extension.

En 1882, Ferdinand von Lindemann a démontré la transcendance de 7 . On
en déduit alors que pour k € N*| ((2k) est transcendant.

Si I’étude de ((2k),k € N* se fait assez facilement, on ne sait encore que
trés peu de choses sur la nature des ((2k + 1), k € N*. En effet, tout le monde
pense qu’ils sont irrationnels et méme transcendants, mais aucune preuve (ou
presque...) n'existe! En effet, Roger Apéry fut le premier a montrer
lirrationnalité de ¢(3) en 1977.

L’avancée majeure de la derniére décénie est due & Tanguy Rivoal qui prouva
en 2000 qu’une infinité des ((2k + 1) sont irrationnels. Depuis, aucune avancée

significative sur des questions d’irrationnalité n’a eu lieu.

De nombreuses questions autour de ce sujet sont toujours ouvertes et
proviennent de la conjecture suivante :

Conjecture 1. ((2), ¢(3), ¢(5), ¢(7), ..., C(2k+1) ... sont algébriquement
indépendants.

Le but de ce mémoire est de d’introduire des nouveaux nombres qui
pourraient permettre d’en savoir plus sur les ((2k + 1) , d’'un point de vue
arithmétique et d’étudier cette conjecture. Il s’agit des multizétas.

En effet, de nombreuses raisons laissent penser aujourd’hui que l'étude des
relations algébriques entre ces nombres pourrait permettre d’obtenir de
nouveaux résultats arithmétiques sur les valeurs de ((2k + 1),k € N* . Clest
pourquoi I’étude de ces nombres subit un regain d’interét de la part des
mathématiciens.

2 Définition et convergence des multizétas.

Définition. Soit » € N* et s = (s1;...;8,) un r-uplet de réels vérifiant
Vie{2;...r}, s, >1. . .
{ boosiz A une telle séquence, on associe le multizéta :
s1>1.
ZeS = ZeSlrSr — Z 1
nit .onen

1<n,<...<ni
Remarque. On retrouve bien la fonction Zéta de Riemann lorsque r =1 .

Théoréme 1. La série définissant les multizétas converge? si et seulement si
s1>1.

[e%e) ni—1 Np_1—1 1
Démonstration. 1. On écrit Ze®1» % = E E E o -
ni ... ny'
n1=r no=r—1 n,=1
2. La démonstration de la convergence de la série reste vraie pour (s1;...; s,-) € C” vérifiant
o . 1
Re(s1) > 1 en utilisant le fait que 5| = R
1

i
La divergence de la série pour Re(s1) = 1 ne sera pas ici étudiée.
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Soit 7 € {2;...;7}. On remarque que 1 <r+1—-4i<n;_1 —1<n; .Dou:

ni—1—1 1 ni 1 ni
E T < g er < — ,cars; >1
ni=r+1—i ? n;=1 1 ni=1""¢

1
La fonction ¢ +— — étant décroissante sur les réels positifs, on effectue une

comparaison série-intégrale. On a alors :

N1 " dt
n;=1 i n1_2 1

Finalement, on obtient une majoration des r — 1 sommes intérieures par
1+ 1n(ny). Donc :

> 1+ln( 1))t
Zé],.“.éy<

(1+1In(n !
Or Z +—1 < 400 si et seulement si s; > 1 par le critére de

ni=r

Bertrand.
Donc, si s1 > 2, on a Ze1 % < 400 .

2. Supposons maintenant s; = 1 . Montrons que Ze!*2>% diverge.

[e%s} ni—1 n,e—1
Ona: 261’82"“’5’" = Z < IZ Z T) ni .
nyr 1

ni=r \ng=r—1 nr—l
On minore les séries positives intermédiaires par leur premier terme. Il vient

alors :

1 1 1 1
z 1,89,...,8n > _— > —_— .
¢ Z (r—1)= ... 25115 ng = (r—1)=... 25115 24 g
ny=r ny=r
Donc Zel%2: % diverge. O

A partir de maintenant, on se restreindra uniquement au cas des entiers
naturels, on suppose donc que pour tout i € {1;..;r},s; € N*. On désigne
par S* 'ensemble de ces séquences et on notera S, ’ensemble des séquences s
vérifiant s; > 2 et pour tout ¢ € {2;..;7}, s; > 1.

3 Les tables de multiplications entre multizétas.

Le but de ce mémoire est de dégager certaines relations entre
multizétas. Dans cette section, nous allons présenter trois familles de
relations entre multizétas qui semblent produire toutes les relations entre
multizétas. Nous allons voir qu’il est possible d’exprimer le produit de deux
multizétas comme une combinaison linéaire de multizétas. Ce qui est
remarquable, c’est que nous allons mettre en évidence deux tables de
multiplications différentes permettant d’effectuer un tel produit de multizétas.
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3.1 Quelques définitions sur...
3.1.1 ... les polynémes non commutatifs.

On considére un alphabet X = {zp;x1} . On définit par X* ’ensemble des
mots formés a partir de X , c’est-a-dire des suites finies de xy et de xy écrits
les uns a cotés des autres. On écrira plus simplement a™ le mot consitué de la
lettre a répété n fois. On notera e le mot vide et Q(X) désignera 'ensemble des
polynémes non commutatifs en xy et 1 a coefficients dans Q , c’est-a-dire des
@Q-combinaisons linéaires de mots formés & partir de X .

A tout s € N*, on associe le mot ys = xfflxl , ce qui nous permet de
considérer l'alphabet Y = {(y;)i>1} -

A toute séquence s = (s1;...;5,) € S* , on associe le mot y; = ys,...ys, de
l’alphabet Y .

Définition. La profondeur d’'un mot y, , s = (s1;...;5,) € S* , est le nombre
d’apparition de la lettre z; dans ce mot. Ainsi, la profondeur du mot ys est 7 .

Définition. On appelle poids du mot ys , s € S* , le nombre ||s|| = s1+...+ 5, .

Remarque. Pout tout w € X*x1, c’est-a-dire un mot w se terminant par x;, on
peut lui associer une unique séquence s € S* telle que w = y5. Réciproquement,
tout r-uplet est associé & un unique mot ys = ys, ...Yys, . Ainsi, X"z, est en
bijection avec S* .

Définitions. e On appelle mot convergent tout mot w € xgX *x1, c’est-a-dire
un mot commengant par g et se terminant par x; . On remarquera également
que S, est en bijection avec xoX*x; .

e On appelle polyndome non commutatif convergent ’ensemble
Qv (X) constitué des Q-combinaisons linéaires de mots convergents.

Par exemple, zox? est un mot (convergent) tandis que xoz? + 3z2x; est un
polynéme non commutatif.

Pour tout w € x¢oX*z1, on peut donc définir sans ambiguité I’application :
¢: zoX*z; — C , et étendu par linéarité a Q.,(X) .
w=ys +r— Ze
Remarque. L’utilisation des polynémes non commutatifs nous sera utile, mais

ne sera qu'un outil. En effet, nous allons définir les mémes notions sur les
séquences a la section 3.1.3.

3.1.2 ... le produit de mélange et de mélange contractant.

On introduit le produit de mélange pour l'alphabet X défini récursivement
par :
ellw=wllle=w,
(zju) W (xpv) = z;(u W (zgv)) + 25 ((zju) Wo) ,

ot w € (X*), (w;v) € (X*)2, (z;;25) € X2 .
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De plus, on définit par Sha(u;v) lensemble des mots apparaissant dans
wllv .

On introduit maintenant le produit de mélange contractant noté *. Cette loi
est associative et commutative sur l'ensemble X*x; et est définie
récursivement par :

wrxe=e*xw=w,
(ysw) * (rw’) = ys(w * yew') + Yo (ysw + W) + Yspe(wx w')
ot (w;w') € (X*x1)? et (s;t) € N*? .
On notera She(u;v) 'ensemble des mots apparaissant dans u * v .

3.1.3 ... les séquences.

On définit Popération linéaire de concaténation & droite, notée - , définie de
la maniére suivante :

@'n:n7
51;...387) - n=(81;...58:;1) ,

ouneN*et(s1;...;58,)=s€ 5.

On peut donc définir récursivement le mélange de deux séquences de la fagon
suivante :

Sha(s; ) = Sha(0;s) = {s} ,
Sha(s! - s1;8% - s9) = (Sha(31;52 - 8g) - s1> U (Sha(s1 - s1,8%) - 52> ,
ot (s;8%;5%) € (5*)3, (s1;82) € (N*)? et U désigne I'union disjointe.

On procéde de méme pour le produit de mélange contractant :

She(s; 0) = She(B; s) = {s} ,
She(s! - 51382 - 59) = <5h6(81;82 - 852) S1> U (She(sl;SQ) (51 + 32))

U(She(sl - 51,82%) '52> ,

Enfin, on rappelle que pour toute séquence s = (s1;. . .; s;), on désignera par

>2 ( <r-—1

s=2 (resp. s="71) la séquence (s2;...;8,) (resp. (S15...580—1)) -
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3.2 Une table de multiplication liée aux séries.
Voici la premiére table de multiplication vérifiée par les multizétas.
Théoréme 2. Soit (u;v) € (S5,)% . Alors :
Ze"Zet = Y Ze. (1)
we She(u;v)

Remarque. Cette table de multiplication peut s’énoncer de maniére
équivalente par :

V(w;v) € S5, 5 C(Wu)C(Yo) = C(Yu * Yo) -

On donnera dans cette partie deux démonstrations de la premiére table de
multiplication, toutes deux basées sur les mémes idées, mais mettant en oeuvre
des outils différents : la premiére repose sur une écriture en terme de séquence
tandis que la seconde utilisera la notation syntaxique (c’est-a-dire utilisera les
polynomes non commutatifs) .

3.2.1 Premiére démonstration : version somme.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur [(u) +I(v) =n .

Si I'un des mots est le mot vide, la relation est immédiate. On suppose dé-
sormais que les mots sont différents du mot vide e .

n=2:

On a alors I(u) =l(v) =1 . Donc u=ys et v =ys avec s > 2 et s > 2.

FIGURE 3 —

=T

=T

B B

En décomposant N? en trois domaines, une droite et deux triangles (cf.
Figure 3), on obtient :

/ 1 1 1 1 1
ZeSZeSZZE'ZW: Z er Z W"" Z nsts’

n>1 m>1 m>n>1 n>m>1 n=m>1

_ s',s s,s/ s-‘rs'
= Ze® 4 Ze®® 4 Ze .
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Or She(s;s') ={(s,¢");(¢',8); (s + )} . Donc :
Ze*Zet = Z ZeV .
weShe(s;s)
n—-n+1l:
Supposons la propriété vraie pour tout couple de séquences ( ,v% (S2,)?

tel que I(u) + I(v) < n . Montrons-la pour un couple (u;v) € (S%, Verlﬁant
l(u)+lv)=n+1.

On suppose l(u) =r et l(w) =savecr+s=n+1.

1
Pour des raisons pratiques, on pose Zej " = E O TE———
N<np,<..<np L m

1 <m—
pour s € S, et N € N. Ainsi, Ze? = Z Zef:n "

Sm
Ny >1

m

En reprenant la méme technique que celle mise en oeuvre pour n = 2 , ce
qui justifie la présence de cette étape & priori inutile dans la récursion, on a

successivement :

1 T— 1 5—
ZetZel = (Z Z’e%S 1) (Z ZegS 1)
pur qvs

1 r—1 <s—1 1 <r—1 <s—1
= E et Zel + E et Zel
puTqvg P q purqvg P q
p>q>0 p=q>0
<r—1 <s—1
M Ay
+ Z Uy 'Us‘ P Zeq
q>p>0p q

= Z ((Z ]%Zeﬁsrfl) qil;s Z@ZS31> i Z nuT]_+US Ze%grflzeﬁgsfl

q>0 p>q n>0
<s—1 1 <s—1
Ay U=
X (D ez
p>0 q>p
Ugs—lz “ 1 =z UST_IZ <s—1
Z ’Us eq eq+znu7~+vs €n €n
q>0 n>0
<r—1 v
+ E —Zef Zeg
p>0
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ZetZel = Z Z qis Ze;f” + Z Z nur1+vs Zey

>0 \weShe(u;p=s—1) n>0 \weShe(u<r—tp<s—1)

1
+ Z Z e Zey | , d’apres hypothése de récurrence.
>0 \weShe(usr—1v)

- Y (Sre) T (S

weShe(upss—1) \¢>0 weShe(uSr—1;p<s—1) \n>0

+ Z (Z L Zei,“) , car : V(s,s') € (S7,)% 4She(s; s") < +o0 .

pUr
weShe(u<r—1v) \p>0

= Z Zet + Z Zet

weShe(u;p<s—1)-v, weShe(usr—LwSs—1).(up+us)

+ Z Ze¥

weShe(uST"1v) u,

= Z Ze¥ | par définition récursive de 'ensemble She(u;v) .
weShe(w;v)

D’ou la propriété au rang n + 1 .
Le principe de récurrence permet donc d’affirmer que :

ZelZel = Z Ze¥ .
weShe(u;v)

3.2.2 Deuxiéme démonstration : version fonctionnelle.

Définition. On définit les multizétas de Hurwitz He par :

1
Vs € §*,Vt € RT, Hei(t) = .
1Sn§.<n1 (t+mn)* o (E4nq)o =1 (4 n,)%
Remarque. On vérifie que la convergence des multizétas de Hurwitz est
identique a celle des multizétas "usuels" et que He2(0) = Zef .

L’idée de la seconde démonstration est de suivre le méme raisonnement que
la premiére, mais & ’aide des polynémes non commutatifs.

On considére désormais l'opérateur de différence D défini pour tout

f e FR;C) par :
VEER, Df(t) = f(t— 1)~ f(t)
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On vérifie que, pour tout A € R , pour toutes (f; f1; f2) € F(R;C)3
Dfifa=Dfi-fo+ fi-Dfs+Dfi-Dfs .
D(\f) = ADf .

On introduit également l'opérateur I , qui s’apparente & un opérateur
d’intégration défini pour toute fonction g € F(R;C) par :

VteR , Ig(t) Zg +mn) siIg(t) < 4oo .

n=1

Remarques. e On vérifie aisément que pour tout couple de fonctions
(f1; f2) € F(R; C)? vérifiant I f1(t) < +oo et If(t) < 400, on a :

I(fi + f2) = I(fr) + I(f2) -

e De plus, on a :

+oo
th+n71 Z (t+n) thJrn Zg(tJrn):g(t).
n=1 n=1

e Si g € F(R;C) est telle que . lir+n g(t) existe, alors :
—+00

VtG]R,IDg(t):Z(g(tflJrn)fg(tJrn)):g(t)f lim g(u) .

u——+o0
n>1

Autrement dit, D et I sont "presque" des opérateurs inverses.

1
Lemme 1. Vt ¢ R+,V§ = (517 <y S ) € S:v ’ Heﬁ(t) =1 (tS’Hesl""’srl(t))
Démonstration. Par définition, pour tout ¢ > 0 ,
1
He(t) =
15”7;-<’ﬂ1 (t + n1)81 (t + n’r—l)sr_l (t + nT)ST

=S g 2 j
=\ (t+n)s (t+n+n)5r..(t+n,_1+n)s—1

1<n,_i1<...<n1

1
o t+n)" . (Et 1)

1<n,_ 1< <ni
= ( FHeS1r 5= 1(t)> )

On pourra remarquer ici I'analogie forte de ce résultat avec la formule
1 <r—1
s — E s=TT0)
Zef = v Ze;

n>1

O

De fagon identique & ¢ , on définit 'application h: zoX*z; — F(RT;C)
w=y, +— He?
que 'on prolonge par linéarité a Q. (X) .
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Corollaire 1. Le lemme précédent nous donne alors :

Yu € zo Xz ,Vj € N* |Vt >0, Dh(uy;)(t) = DI(%h(u)(t)) = t—Jh(u)(t) .

Lemme 2. Vs € S}, , lim He*(t)=0.
t—+4oo

Démonstration. En reprenant les inégalités montrant la convergence de Ze#

lorsque s € S}, mais en remplagant n; par n; +t , on trouve :

(L+m(n+1)" _ 3 (1+In(n+1))"

Vi>0, ()S’Heﬁ(t)gz (n—l—t)sl

n>1

nst ’
n>FE(t)

ou F désigne la fonction partie entiére.
Puisque s; > 1, on observe que le terme de droite de I'inégalité est le reste

d’une série convergente par le critére de Bertrand. Donc, ce terme tend vers 0
quand t tend vers 400 .

Par encadrement de He, on obtient alors le résultat annoncé. [
On peut donc ainsi formuler une nouvelle version du théoréme 2 :

Théoréme 2 bis. L’application h est un homomorphisme de (xoX*x1,*) dans
FRT;R) .

Démonstration. Soit (wy;ws) € ToX* 1 .
11 suffit de montrer que h(wi*ws) = h(wi) - h(ws) .

On raisonne par récurrence sur [(wq) + l(ws) .

Si l(wl) =0 ) alors W1*W2 = Wy et h(wl*wg) = h(U)Q) .
h(e) - h(ws) = 1+ h(ws) = h(wyxws) .
La relation est aussi vérifiée si [(wz) =0 .

Supposons maintenant [(w;) > 0 et {(wz) > 0, on écrit alors wy = uy, et
W = VY-

D(h(w1) - h(w2)) = D(h(uy;) - h(vyk))
= Dh(uy;) - h(vyx) + h(uy;) - Dh(vyy) + Dh(uy;) - Dh(vyx)

= h(w)  how) + gehugs) (o)
1
_|_

Wh(u) - h(v) , d’apres le corollaire 1 . (2)

1 1
= Eh(u*vyk) + ﬁh(uyj*v)

+ h(uxv) , par hypothése de récurrence.

titk
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D(h(wy) - h(wg)) = D(h((u*vyk)yj) + h((uy*v)yr) + h((u*v)yj+k))

= h((u*vyk)yj + (uy;*v)yr + (u*v)yj+k>
= Dh(uy;*vy)

= Dh(w1 *wg) .

On applique maintenant 'opérateur I & gauche.

Donc, 3 C € C , h(w1) - h(wa) = h(wixws) + C .

Par le lemme précédent , il vient C' =0 .

D’ou la conclusion par récurrence. O

Ainsi, on retrouve bien que ¢ est un homomorphisme de xqX*x; dans R en
évaluant en ¢t = 0 les égalités fonctionnelles que nous venons d’obtenir, ce qui
redémontre la premiére table de multiplication.

3.3 Une table de multiplication liée aux intégrales.
Voici la seconde table de multiplication vérifiée par les multizétas.
Théoréme 3. Soit (u;v) € Sk, . Alors :
ZetZet = Z Ze¥ . (3)
weSha(u;v)

Remarque. Cette table de multiplication peut s’énoncer de maniére
équivalente par :

V(wv) € Sey s C(Wu)C(Yn) = C(yu W) -

De méme, nous donnerons deux démonstrations différentes basées sur les
mémes idées.

3.3.1 Premiére démonstration : version intégrale.

On introduit la fonction Wa définie sur [0; 1] par :

dty...dt
Wacs ) = (1) | L Gae o],
0<t, <...<ti<a (01 = t1)..(ar — 1y)
Wal(z) =1,
ou ) est la séquence vide, («;); une suite d’entiers positifs ou nuls et I le nombre
de «; vérifiant a; =0 .

Proposition 1. Pour toute séquence s = (s1;...;8,) € Sk, on a :

lsr—1].q.glsr—1—-1.9. .gls1—1].
ZeSliSr — WaO ;1;0 ;15...50 ,1(1) .
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Démonstration. On traitera le cas d’une séquence a un élément. Le lecteur
pourra vérifier que la méthode s’adapte sans difficulté pour tout r-uplet.

Soit donc s > 2,z € [0;1] . On a:

- dty...dt
WaO[ 1]’1(58) :/ 1 s
0<ts<..<t1<zw ls—1... tl(l - ts)

o0 tn
5 dty...dts , en développant

= / E -5 en série entiére.
0<ts<..<t1<z 5,0 b1 ts—1 1+t

T t7l
- Z/ ——>——dty ...dt, , par le théoréme de Beppo Levi.
o0/ 0<ts<...<ti1<z t1...ts_1
“+o0 s U ”
- Z/ </ t?dt8> .- Gbs1
n=070<ts_1<-<t1<z \JO t1 ... ts—1
+
-y oty
n=0 n+ 1 0<ts_1<--<t1<x 3 tl - ts_2

+o00 1
= _ tdtq
7;) (n + 1)8_1 /U<t1<x !

+o0 $n+1

= (n+1)°

En faisant z = 1 , on trouve Wa®" " i1(1) = Ze® . O

On démontre maintenant une propriété fondamentale :

Théoréme 3 bis. Soit © € [0;1] . Pour toutes séquences a, 8 d’éléments de
{0;1}, on a :
Wa®(x)Wal(z) = Y Wa(a) .

y€Sha(a;B)

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n = [(a) + I(8) .

n=0:

On a alors I(a) = 0 et I(8) = 0 . L’égalité est donc vérifiée par définition de
Wa® .
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n—n+1:

Supposons la formule vraie pour I(a)+1(8) = n . Montrons-la au rang n+1 .
On considére donc que I(a) +1(8) =n+1 . On a alors : En décomposant [0; 1]

FIGURE 4 —

U=V

u=wv

=
-l

en trois domaines, une droite et deux triangles (cf. Figure 4), on obtient :

Wag(x)waﬁ(x) _ (_1)17a1+17ﬁ1 ( ¢ Vvaazz(u)du> ( x Waﬁ22 (U) d'[})
0

0o Q1—u B1—w
a=? 322
_ (<1 / Wa2™" (u)Wa (U)dud’lj
O<u<v<z (041 - u)(ﬂl - ’U)

e Wae™ (u)Wal™ (v)
(1) / (@~ 0B —v)

( Lli (w) du> Wab™* (v)

z 0 al u

= (—1)2_‘3“_51/ du
0 fr—v

. ( “Wﬁa@; f}v)dv> Wa722(u)
e [ B
0

a; —Uu

dv

(s [T,

@ 8 a=?
+(—1)2*arﬁ1/ Wa(v)Wa (v) 4,
0 a1 — v
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Or l(a) + l(ﬁzz) =n . On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence :

Wae(z)Wab(z) = (-1)>~ =% /OI 3 Wa(v) 3 Wa?(v)

a1 — U

B1—v

~yESha(a;B22) yE€Sha(az2;3)

= Z Wa T(x) + Z Wa®2(x)

y€Sha(a;822) y€Sha(a>?;8)

= Z Wa?(x) + Z Wa*(x)

~y€B1-Sha(e;822) yEai-Sha(a2?;8)

= ) Wd(z).

y€Sha(a;B)

La propriété est donc vérifiée au rang n + 1 .
D’ou la conclusion par récurrence. O

On peut maintenant en déduire la table de multiplication liée aux intégrales :

Corollaire 2. Pour tout (s;s') € (S%,)%, on a la deuzieme table de
multiplication :
ZesZet = Z Zel .
v€Sha(sis))

Démonstration. C’est une conséquence des deux derniers résultats appliqués en
r=1. O

3.3.2 Deuxiéme démonstration : version syntaxique.

On se place sur 'ensemble X*x1, c’est-a-dire I'ensemble des mots formés
avec T et x1 se terminant par x;. A tout mot de X*x1, on lui associe le r-uplet
s correspondant comme dans le paragraphe 3.1.1.

Définition. On introduit alors la fonction polylogarithme définie par :

Ve D01) = {2€C; |s| <1}, Lig(z)= 3 e

1<n,<...<ni

nit... np"

On fait ici le lien avec la preuve de la proposition 1 . En effet, on a prouvé :
+oo n+1
a1l x
Vs > 2 ,Va € [0;1] ,Wao[ 1]’1(90) = Z CESEE Cette formule se généralise
n
n=0
sans peine en ... la fonction polylogarithme !

On introduit la fonction li : Qc, (X) — H(D(0 ;1)) définie par linéarité et :
Vs € S5, ,liy, = Li, .

Par convention, on pose : li, = 1 . Ainsi, pour tout w € xoX*z1 tel que
w=ys,ona:li (1) =((w) .
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Proposition 2. Soit w € X*x1 un mot commencant par la lettre x; (iew = x;u
tel que u € X*x1). Alors :

d . d .. .
Elzw(z) = ilzwju(z) = wj(2)liu(2) ,

ot wj est la forme différentielle définie par :

1 .

= six;=ux .
UJ](Z) :w:pJ(Z) = Zl . ! o
Eslxj—l'l.

Démonstration. Soit x5 la séquence associée & w. On a alors :

d d d 2"
— iy (2) = —lig(z) = — E _
dz (2) dz s(2) dz nit... ny"
1<n,.<...<ni1
an—l
= g — T s - €n dérivant terme a terme.
nyt TNy’ "

1<n,<...<nq

1°" cas : 51 > 2, c’est-a-dire x; = xo :

d . 1 z™ 1. 1.
75 lwou(2) = - Y e = Jlisi—1s0,s,(2) = Zliu(2) -

z 82 I3
1<n,<...<nq iy N Tir

2°¢ cas : 51 = 1, c’est-a-dire x; = x; :

d zm—l 1 =
*llx1u(z) = E S2 Sr E S2 ) E an_l
dz No’... Ny ny’... m
1<n,<...<ni 1<n,.<...<na ni=nz+1
_ 1 o 1
ny?.. ny” 11—z
1<n,<...<n
1 Z"2 .
= 1— Z ne2 e = 1_ Zl7/527---75r(z)
1<n,.<...<n2 2 r
1
= liy (2
i (2)
D’ou la conclusion suivant les cas. O

Remarque. Cette propriété n’est autre que la version différentielle de 1’égalité
U Wa2™ (u)

du = Wa*(v) vu dans la démonstration du théoréme 4!
0 011 — U

Théoréme 3 bis. L’application w — li,,(z) est un homomorphisme de (X*; L)
dans C(]0,1[,R) .
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Démonstration. Soit (wy,ws) € (X*)?2, il suffit de prouver la relation :
Uiy iy (2) = lig, (2)lig, (2) .
On raisonne par récurrence sur le nombre n = ||w]|| + ||ws]] :

n=0:

Si wy; = e et wy = e, la relation devient 1 = 1 x 1 qui est vraie par définition
de li,.

n—n+1:

Supposons maintenant la relation vérifite pour tout (wq,ws) € (X*)?2
vérifiant n = |Jwy]|| + [|w2]| .

Soit maintenant wy = xju et wy = zxv tels que ||wi|| + ||wa|] =n+1 . Par
le lemme précédent, on a :

d . . d (. .
Q(lzwllzwg) = <lzz_julzmkv)

d . . . d .
= (dzllw"u) Ligyw + ligu- (dzllzkv>

= wj (Z)llullzkv + wklizjuliv

= Wjliywiz,v + Wiliz;uuw , par hypothése de récurrence.

d .. .
= % (llzj(uuﬂ;kv) + lzl'k(l'juu—w)

d d

= dzliwquJmkv = dzliwlmwg .

Donc : 3C e R, liy, liy, = liw, umw, +C .
On fait alors z — 0 pour obtenir C' =0 .
D’ou la conclusion par récurrence. O

On peut maintenant établir une nouvelle fois la seconde table de
multiplication :

Corollaire 3. L’application ¢ est un homomorphisme de (xoX*x1;11) dans R .
C’est-a-dire :

V(wy,w2) € (w0 X 1), ¢(w1 Wwa) = C(wy)¢(wa) -

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme précédent appliqué
enz=1. [
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3.4 Lien entre Ze et les deux tables de multiplications.

Dans cette partie, nous allons montrer que pour tout w € xoX*z; ,
¢(x1 W w —x; *xw) = 0. Pour cela, nous allons avoir besoin du résultat suivant :

Proposition 3. Pour toute séquence s = (s1;...;8,) € S%, , on a :

T I
E ZeSlooSk—1:8kt 1,8kt 15080 — E ZeS18k—1,8k—1,J+1,8k41,0,8r

k=1 k=1
sp>2

Démonstration. La démonstration étant trés lourde, nous nous limiterons qu’aux
multizétas de longueur 2 . Mais le lecteur courrageux pourra vérifier que la
méthode s’adapte pour toutes les longueurs et comparer & V. V. Zudilin.

Soit k € {1;2} . On prends ici kK = 1 et on pourra adapter pour &k = 2 . On

1 1
Z s1+1 + Z nStmns? = Z nStmns2
n 1 2 1 2

ny>na>1 "1 n2 ny>m>ng>1 ny>m>ng>1

ny 1
Z Z mnins?

ni>ns>1m=na+1

Plus généralement, on a :

1 1

Z nsk+1nék+1 nsr + Z nskmnsk+1

nE>->n.>1 "'k k+1 c 0 00r nE>m>ngy>o->n.>1 0 K k+1
Nk 1

= E § s Sy
mn* ... .ny

nE>->np>1 m=ngy1+1

1 SN
On obtient ainsi : Ze®1 152 4 Zes1:ls2 — Z — Z — .
m

ny>ng>1
Donc :

ni

2681+1’82+2681’1’82: § S1 = § _
ny’ =

ni>ng>1 it

S S i 1
my2 (m1+m2 m

mi,mo>1

1 1
Z MSQM Z (mr+1 _Mr+1> ’

mi1,ma>1 Mytp12>1

ol M =mq+---+my .

On utilise ensuite le développement :

s1—1
1
Y(u;v) ER* | Vs e N* | —— =
u(u +v)*

= VIt (U 4 v)s—7 v)
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On pose ici u = mg, v = Ms et s = s1 . On remarquera que le membre de droite
de I’équation est alors une progression géométrique.

On obtient al 1 1 1 812_:2 L + 1
n obtient alors : ——— _— = — = -
M231 ms M; = Mg+1M§’1fk m3M§1

On obtient alors :

ZesiTlse 4+ Zestbis2 +Zeslqs2+1 +Z€Sl’82’1
s1—2
1 ot S
1 —q S S
M2 M M M;2mz M

mi,mz,mz>1

Jj=0 mi,ma,mz>1

s1—2 1

_ s1—J,j+1,s2

=D 2e > MPma M5
7=0 miy,ma,mz>1 1 3

En utilisant le développement précédent avec u = myg1
v =My, = Mg41 — mg41 et s = s3_x , on en déduit que :

1 o2 1 1
— = - — + .
Mims ; MM maMs?

Il vient alors :

1 s2—1 1 + 1
Y L ¥ : — D oA
mi,ma,msz>1 MfzmQlel 7=0 mq,ma,mz>1 Mf_HM;Q ]M:fl T, 21 m2M282M§1
sa—1 o 1
=~ e s >1 149 3

Ainsi, on peut établir la formule annoncée :

Zesl+1’52 +Ze$171782 _,’_36817524-1 +Z€Sl’82’1

3172 8271
— E Zest—hitls2 E ZeS1:52— 511,82
Jj=0 J=0

1
D SR Vi v

mi,ma,ms3>1

2 Sk—2
— E § ZeStroSk=18k =l skt 82 Zos1,hs2 |z oS82l
k=1 j=0
2 2
Do la formule : § ZeS1oSk—1:8kt 1,8kt 1,082 — § ZeSto8k—1,8k =]+ 1,8k41,...,82
k=1 k=1

sp>2
On vérifie ensuite que la démonstration s’adapte pour toutes les longueurs. [
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Nous allons donner une présentation syntaxique de cette proposition, de
maniére & ce qu’il soit plus simple de se rappeler de ce résultat. Pour cela, nous
allons introduire les dérivations.

Définition. On appelle dérivation sur I’algébre Q(X) , une application linéaire
§: Q(X) — Q(X) vérifiant :

Y(u,v) € (Q(X)?, d(uv) = d(u)v +ud(v) .
Introduisons maintenant les dérivations suivantes :

oy: X* — X* et d.: Xty — X*1,
w o — Tw-—z Ww w — W — Y1 kW

Remarque. On vérifie aisément que d,, et J, sont des dérivations et qu’elles
vérifient :

2 2
dwTo = —xo%1 , Oux1 = —27, 6o =0, 021 = —27 — 2021 -

Définition. On définit I'anti-automorphisme 7 sur Q(xo, 1) qui transpose xg
et z1 . Par exemple, 7(23z17071) = mor12027 . On remarque que T est une
involution qui préserve le poids.

~ Pour toute dérivation 0 , on introduit sa dérivation duale 5 définie par :
0 =70T .
On introduit également la dérivation notée D vérifiant :
Dzxog=0et Dxy = xp21 .
Ainsi, D vérifie : Vs € N*, Dy, = ys41 -
Corollaire 4. Pour tout w € xgX*x1 , on a :
C(Dw) = ¢(Dw) .

Démonstration. Soit w € xoX*z1 . Il existe alors s = (s1;...;5,) € S&, telle
que w =1ys =Ys, ---Ys, - On a:

T
Dw = D(ys1 S ysT) = Zys1 s Ysi1Ysp+1Yspqq - - Ys, -
k=1
D’autre part, on a :

Y sp—1 Sp—1—1 s1—1
Dw=r71D (xoxl’ o] .. ToxY )

r Sp—2

—1 s —1 j s —7—1 Sp_1—1 —1
:7-( E E zoxy" . xoxtT T mordxoxt YT ot Lm0t )

k=1 =0
sp>2 J

r  Sp—2

s1—1 Sp—1—1 —j—1 i s —1 s —1
= E E ) T Xy xy T ) T ey Ty g
k=1 =0
Sp>2 J

On applique alors ¢ a I’égalité ci-dessus et par la proposition 3 , il vient :

¢(Dw) = ¢(Dw) .
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On introduit la dérivation D qui agit sur les générateurs de 'alphabet X de
la maniére suivante :

DZ():O, DQE1:$0I1 5 D(EO:.T()Zl 5 DCE1:O
Lemme 3. D — D =6, — 8., sur Q(Y) .
Démonstration. Soit s > 1 .

S
On calcule : (0, — 0u))(ys) = 21 Wys — a1 * ys = Zykys+1—k — Ys+1 -
k=2
En effet, on montre par récurrence que :

n—1 n
Vi1, ya Wy =200t + > Yilnrii = Ynli + D Yint1i -
i=1 =1

n=1

On a: y; Wy = 2y1y; - D’ou la propriété au rang 1 .

n—n+1: Soit n > 1 tel que la propriété soit vraie au rang n. On a alors
successivement :

Ynt1 WY1 = 20(Yn W Y1) + Y1Ynt1
n—1
= 20(2yny1 + Z YilYn+1—i) + Y1Ynt1 par hypothése de récurrence.
i=1
n—1

=211 + D Yit1Untii + Y1Unt
i=1

n
= 2yn i1yt + D YiYinto—i T Y1¥ni1
i—2
n
= 2ny1y1 + Z YilYynt2—i -
=1

D’ou la conclusion d’aprés le principe de récurrence.

On a donc bien : (d. — 0u)(ys) = Zykys+1_k — Yst1 -

k=2
s—2 s—1
D’autre part, (D - D)(ys) = Zys—jyj-l-l —Ys+1 = Zys-i-l—kyk — Ys+1 -
=0 k=1

On remarque alors que &, — 6, = D — D sur les générateurs de I'alphabet

Y (la relation est aussi vérifiée pour y;). Donc 6, — 0y, = D — D sur Q(Y) . O

Théoréme 4. Pour tout w € o X*z1 , on a (1 Ww —x1 xw) € xoX*x71 et :

Clryww—x1%xw) =0 . (4)
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Démonstration. Soit w € zoX*r1 C Qy(Y) . D’aprés la démonstration du
corrolaire précédent, on a Dw et Dw € Q.,(Y) .

On peut donc appliquer la proposition précédente :
C(zy Ww —zqy xw) = (0 — dw)w) = ¢ ((D = D)w) = {(Dw) — {(Dw) =0 .

O

3.5 Exemples de manipulation des tables.
Premier Exemple : une relation au poids 3.
Euler avait démontré que Ze?! = Ze3 . Nous allons la retrouver grace aux

tables de multiplications.

On choisit donc les mots yo = xzgx1 et y1 = 1 . On calcule les produits de
mélanges :

Yoxyr = Y21 +Y1Y2 + Y3 .
yaoWyr =  (xox1) Way = xo(wy W) + 21 (zox1 We)
= Ip (xl(e W)+ z(xg W e)) + 21071 = 27022 + T120T1

= 2y + 1192 -

Dong, il vient : yo LUy — Y2 * Y1 = Yay1 — Y3 -
Or par (3), y2 Wy1 —y2 * 41 € ker ¢ . Donc ((y2y1) — C(y3) =0 .

Ainsi, on retrouve bien Ze?! = Ze3 .

+oo H +oo 1
Cela se traduit par la relation non triviale — " = — ou H,
i 2oty g O
désigne la somme partielle au rang n de la série harmonique car :
+o00 ni—1 400 400
1 1 1 H,_1 H,
zoie ¥ oS LY S S
2 2 2 2
1<ns<ng nn2 ni=2 n no=1 k n=2 n n=1 (TL + 1)
+oo 1
3 _
Ze = Z E .
n=1

Deuxiéme exemple : une relation au poids 4.

On choisit yo = zoz7 .
On obtient alors yo * Yo = 2y35 + Y4 et y2 W yo = 2y3 + 4yzy; -

On a alors (262)2 =2Ze?? + Zet = 2Ze?? + 4Ze31 par (1) et (2) .
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Il vient Ze* = 4Ze*! . Or, on connait Ze* puisque 'on sait calculer la valeur
4
en tout les nombres pairs de la fonction ¢ : Ze* = 79LO , dott Ze?! = ;ﬁ .

Ze?)? — Zet 7

D 1 i Z 2,2 = (7 = — .

e plus, on a aussi Ze 5 130
Enfin, y1 Wyay1 — y1 * y2y1 = y2¥1y1 — Y2y2 — Ysy1 -

Donc, par (3) , il vient : Ze*b! = Ze22 + Zeb! |

Remarque. Plus généralement, il apparait une formule pour les Ze?%2% | En

2k,2k _ (Zezk)Q — Zet®

effet, yor * yor = 2y3, +yax - Bt il vient Ze , formule que

lon sait calculer car elle ne fait intervenir que les valeurs paires de la fonction
Zéta.

En procédant par récurrence sur 7 € N* | on voit alors que Zef € 72¢7Q
lorsque s = (2k;...;2k) .
—_———

r fois
Troisiéme exemple : une relation au poids 5.
On choisit maintenant les mots yo = xox1 et y3 = m%xl .
yaxys = ya(exys) +ys(yz*e) +ys(exe) =yoys + ysya + s
Yo Wys = xor1 Wadz; = zo(z1 Wadzy) + xo(zors W xem)
= I (:Elx%xl + xo(zy W xoxl)) + o (mo(xl W xoz1) + xo(zox1 LW xl))
= xoxlmgxl + x% (xlxoxl + xo(z7 W xl))
+a3 (mlxoxl + 2zo(z1 W) + xlxoxl)
= xozlx%xl + 3x(2)1:1x0:c1 + 29:81% + 4x§z%
= Y2y3 + 3ysy2 + 6yays .
Par théorémes sur les tables de multiplications, il vient :

Ze2Zed = Ze23 4 Ze2 4 Zeb ot Ze2Zed = Ze23 4 3232 4 6Zeb! .

En soustrayant, on obtient une nouvelle relation Ze® = 2Z2e3? 4 6Zeb! .

Théoréme d’Euler.

On choisit y,, = x871x1 pour n € N* et y1 =21 .
Pour tout n € N* [ on a: y, *y1 = Yn¥1 + Y1Yn + Yn+t1 -

On a déja montré lors de la démonstration du théoréme 8 que :
n—1 n

vn > 1 , Yn Wy = 2yny1 + Z YiYn+1—i = YnY1 + Zyiyn-i-l—i .
=1 =1
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n
Il vient alors : y,4+1 — Zyiynﬂ,i € ker ¢ . Cette relation est "connue" sous

i=2
le nom de théoréme d’Euler. Elle se réecrit en :

n—1
Vn >3, Ze™ = Z ZetmTh
i=2

4 D’autres relations algébriques entre multizé-
tas.

4.1 Un théoréme de dualité.

Par la proposition 2 , on peut écrire les polylogarythmes d’une nouvelle
maniére pour tout mot w = z, ...z, ot (¢); € {0,1}* :

t t1 tp—1
Vi €]0;1], liw(t) :/ wﬁl(tl)dtl/ We, (t2)dts / we, (tg)dty
0 0 0

Pour les mots convergent, c’est-a-dire ¢ = 0 ou =, # z1 , 'intégrale converge
sur 0 <t <1 . Donc:

C(w) = / wer(B1) - con (b) by - dy |
0<tp<...<ty

On réintroduit ’anti-automorphisme 7 définie dans la partie 3.4.
Théoréme 5. Pour tout w € xoX*z1, ((w) = ((7(w)) .

Démonstration. Soit w € xgX *x1 . On a vu que :

C(w) = / Wey (1)« cwe, () dity ... dty .
0<tp<...<t1<1

On fait le changement de variable t) =1 —tp, th=1—tp_1, ..., 1, =1—t1 .
On a:

0 t}, ty
C(w) = / e, (1—t})(—dt}) / e (I—ty_)(—dlthy_y) ... / e (11 (—dt})

Or, on remarque que pour tout 0 <t <1, ona:wy(l —%) =w;(t) . Donc :
C(w) :/ Wi, (8) -+ wi—e, () dt) ... dt), .
o<ty <..<t)<1
On reconnait alors ¢(7(w)) , ce qui prouve bien que : ((w) = {(7(w)) . O
Exemple 1 : On choisit w = ypi2 = l‘g+1l‘1 )
On a alors : 7(w) = 2oz}t = oy} .

. (]
On obtient alors le résultat : Vn € N*, Ze" 2 = 221",
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Exemple 2 : Soit (m,n) € N2

Considérons w = Yoy} = o T att .

—1 1 +1, m+1

Alors, 7(2f 2™ = ot al ™t =y, 0y .
N R, (n] [m]
Donc, par le théoréme de dualité, il vient : Zem 21" = Zent+2,17,

On remarque que lorsque m = 0 ou n = 0, on retrouve la relation précédente.
Donc en particulier la relation d’Euler.

4.2 Théoréme de la Somme.

Nous allons ici énoncer une nouvelle relation connue sous le nom de théoréme
de la somme. Celle-ci généralise le théoréme d’Euler.

Proposition 4. Pour tous entiers naturels s > 2 etr>1, on a :

g Zeflrotr = Zef |

§1>2,892>1,..., sp>1
s1+-dsp=s

Démonstration. Posons S(s,r) = g ZeStrosr
Nécéssairement, ona:s>r+1.

/ dty...dts
0<ts<---<t1<1 (1 - tS)tsfl s tsfanrl s (1 - t81+1)t51 ot

S(s,r)
Si+-tsp=s

- 3 / (—1)H=0% gty ... dt,
Octoccticl (L —=ts) (o1 —ts—1) ... (a2 —t2)t1

(ag,...,o5_1)€{051}572
aot.ag_q=r—1

On permutte les signes > et [ puis on isole le terme a :

Z S(s,r) X!

/ (—1)H>=0} . g, .. dt, .
= > X
Octoc.<ti<1 (L= ts)(as—1 —ts—1) ... (a2 —t2)ty

r=1 (as,..., ag_1)€{0;1}s5—2
ag+t...ag_1=r—1

_ Z / (—1)He=0t . dt, .. . dt,
Octoc.cti<1 (L —ts)(os—1 —ts—1) ... (a2 —t2)tq

(az,..;a5-1)€{0;1}572

Xozttas—

/ > i
 Joctaccti<t (1 —ts)(as—1 —ts—1)... (a3 —t3)ts

(az,...,as—1)€{0;1}5~2

1 X
2 dty .. dt.
X<t2+1—t2> 1

st s
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On réitére ensuite 'opération pour obtenir :

Z S(s,r) X"t

_/ 1<1+X) <1+X>1dt U
O<toc..<ti<l L—ts \ts—1  1—1s51 ty 1—ty)ty T

1 X 1 X
o<ticti<1 \Jto<to_y<..<ty \ls—1 1 —1ts1 to 1 —1to

L dudt,
(1—ty)t

Lot (o (e ) (e oo
- T ANy - R I 2 PP s
o<tocti<1 (8= 20" \ Sty ts ety \tsm1 1 —ts 1 ta  1—1t

y dtidts
(1—ts)ty

s—2
_/ 1 /tl (}+ X )dt dtydt
o<toctict (=2 Sy, \t 01—t ti(1—ts)

5—2
:/ 1 hl(ti)_Xln(l—tl) dtdt,
o<t,<t;<1 (5 —=2)! ts 1—1tg t1(1—ts)

s—1 1 ¢ s—r—1 1 ; r—1
:Z/ ln(—l) —Xln( _1)
r=1 O<ts<t1<1 (T - ]‘)!(S - 1 - r)! tS 1 — tk
dtidts .
X t(llit) , par le bindéme de Newton.
1 — s

Il vient alors :

=L ) )

dtidts
X
(1 —t5)t1
. . tl 1- ts .
On effectue ensuite le changement de variable x =1n — et y = In T qui
< _
ev —1 e*(e¥ — 1) erTY(e® —1)(e¥ — 1)
transforme ts en m y tl en W et dtldtg en (ew+y — 1)3 .
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On obtient :

1 msfrflyrfl
S = G 1! </<> +_1>

_ 1 srlrlf(er)
_(r—l)(s—r—l/ Zf” T | dedy

oDt 'ZU o) ([ vt

en appliquant le théoréme de Beppo Levi

1 1
N (r—=Dl(s—r—-1) 'Z P T?F(S—T)F(r)

p>1
I(s—r)T
(r=1)! s—r—l‘zi

= Ze® .

O

Cependant, il existe une nouvelle relation permettant de généraliser le
théoréme de la somme : la relation de Ohno. Sa démontration s’inspire de celle
que l'on vient d’achever. Nous redémontrerons ensuite le théoréme de la somme
comme conséquence de la relation de Ohno.

4.3 Relation de Ohno.

On définit deux nouvelles séquences s et s’ liée par dualité telles que pour
tout k£ > 1 et pour tout aq,bq,a2,bo,...ar,bx > 1, 0n a :

s={1,...,1,bi+1,1,....,1,by+1,...,1,...,1, by + 1} .
—— N—— ——
a1—1 az—1 ap—1
S ={1,....La,+1,1,.... Lag1+1,...,1,.... a1 +1} .
—— —— N——
br—1 bp_1—1 b1—1

Clest-a-dire : 7(ys) =y, -

On peut maintenant établir la relation de Ohno :

Proposition 5. Pour toutes séquences s et s' définies comme précédemment,
pour toutl € N, on a :

’ ’ ’
§ : Zesiter,satea,.spter E : Zesiten,satez,.ster
c1tcottep=l c1teo+tep=l
€1,y >0 Clyeens cr>0

Remarque. Pour [ = 0, on retrouve le théoréme de dualité.
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Démonstration. On a, par la formule de conversion :
bl qlag] glbg—1] qlag—1] [61] qlaq]
Zef = Wqa® F10 o1 e ORI

Pour toute séquence s = {s1,..., s, } € S%,, pour tout entier [ > 0, on définit

, . . N )
lappliquation Z sur S}, par :
E 2681+01782+027---,8r+0r .

c1tegttep=l
c1,...,ep 20

Z(s;1) = Z(s1,892,...,8:31) =

Pour des entiers [; > 0 (i = 1,..., k) satisfaisant Iy +- - -+ = [ et pour 1 des
entiers d; satisfaisant 1 < d; < a;+1;, (i =1, ..., k), on définit de plus le nombre
S, par :

[bl]-,el,a1+l1*""Elv2’1(1) .

E Wao[bk]15k,ak+lk1~»-»€k,2a1-,-~~70

€i,2t teg g, 41, =di—1
Vie; 25 €i,a;+1; €10,1}

So(diy cory dii Lty ooy ) =

Ainsi, Z(s;1) = Z Ss(ar, .oy a3 l, o li)

I+ g =l
Vi,l; >0

On introduit la fonction génératrice de S :

k
d;i—1
> Se(dy, oy disla, o ) [T X5
Vi,1<d; <a;+l; j=1

En considérant que ta;4+1 = 1, on applique une méthode similaire au calcul
fait lors de la démonstration du théoréme de la somme pour obtenir :

—1

k
Sy(ar, ap;ly, . lp) = <H(li!(ai — )b — 1)!))

i=1

k l; a;—1
125 ) ’ < 11—ty 1\ " toit1
X log log——— log——
/0<t1<...<tzk<1 1_[1 (( tai-1 L=t tai

% dtpdts . . . dtog
(1 —t)ta(1 —t3).. . tog

Il vient alors :

k —1 k l
o
Z(§§l) = (“ H((ai - 1)!(bi — 1)!)> / (log <H ; 2 ))
i=1 0<t1 <. .. <tar <1 i=1 2i—1
k a;—1 b, —1
1- t21‘—1> ’ < t2i+1> ’ dty ... dtay
X log———— log—"~ .
2-1;[ <( g 1_t2i g t2i (1_t1)t2<1—t3)...t2k
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Pour i € {1,...,k}, on effectue le changement de variables® suivant :

1 —tg;— to;
21—1 et Lo = lOg 2141
1-— tgi t2i

dty ...dtog
@) 1 : =dx,...d .
n a alors (1 —tl)tg(l —t3)...t2k X1 T2k

2k J 2k k b
On pose f(z1, ..., Tox) = Z (—1)exp Z Ty + Z T, - (H 2
— A ]

Jj=

T2;—1 = log

Il vient alors :

k
Z(s,1) = <l! T — 1o — 1>!>>

k
ERY’ a1 b
X /mpo’ N (log(f(z1, s w2r) ™)) (H(:z:%ll:cgl 1)) dzy...dxoy .

flxy, .., wgp)>0 =1

-1

On remarque que f(x1,...,22r) = f(Z2k,...,21). On effectue alors, pour
i € {1,...,2k} , le changement de variable u; = zax41—; . On reconnait alors
Pexpression de Z(s';1) .

On conclut donc que Z(s;1) = Z(s;1) . O

Nous avons appliqué, dans la démonstration précédente, une étape similaire
au coeur de la démonstration du théoréme de la somme. Voyons maintenant en
quoi les relations d’Ohno contiennent en particulier les relations données par le
théoréme de la somme.

On choisit pour cela la séquence & un terme s =r+1 . Ainsi, k=1, a; =1
et by = r avec les notations précédentes. On a alors s’ = {1,...,1,2} . Soit I > 1.
——

r—1 fois

Par définition, on a : Z(s;1) = Z(r+1;1) =C(r+1+1) .

Par ailleurs, Z(s';1) = Z(1,...,1,2;1)
——
r—1 fois

—_ § Ze2+cl71+627"‘51+c7‘

e+ tep=l
Clyeyer>0

_ § Z eSS

§1>2,89>1,..., sp>1
s1+- o tsp=r+1+1

Ainsi, la relation de Ohno s’écrit :
> Zettsr = ((r+141) .
51>2,50>1,...,5p>1

S14-Fsp=r+1+1

Cette équation est bien la relation du théoréme de la somme.

3. Ce changement de variables généralise celui effectué lors de la démonstration du
théoréme de la somme.
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5 Trois conjectures importantes.

Cette partie consistera a évoquer les trois principales conjectures sur les
multizétas. En effet, il reste beaucoup de propriétés a découvrir sur ces nombres.

5.1 Conjecture diophantienne.

Toutes les relations connues entre multizétas semble provenir des relations
(1),(2) et (3). Ainsi, la conjecture suivante semble plausible :

Conjecture 2. Toutes les relations algébriques sur Q entre multizétas sont
engendrés par les relations (1), (2) et (3). C’est-a-dire, de maniére équivalente :

ker (={uwv—u*xv|ue Xz, vexXa}.

5.2 Dimensions conjecturales de sous-espace vectoriels de
I’espace des multizétas.
On définit par Z; le Q-espace vectoriel engendré par les multizétas

convergents de poids k. On note dj, sa dimension. Zagier a enongé la conjecture
suivante :

Conjecture 3. La suite (di)ken vérifie la relation de récurrence :

do=1,d1=0,dy=1,
Vk >3, dp =dp_2+dp_3 .
Un argument important en faveur de cette conjecture est lié au théoréme
trés récent suivant :
Théoréme *. Tout multizéta convergeant s’exprime comme une Q-combinaison
linéaire de multizétas ne contenant que des 2 et des 3.

Ce théoréme est un premier résultat important pour la conjecture 3 . En
effet, le nombre de multizétas de poids k ne contenant que des 2 et des 3 vérifie
la récurence de la conjecture de Zagier.

Nous allons vérifier cette conjecture pour les "petits" poids. Pour cela, nous

supposons que la conjecture 2 est vraie, ce qui nous permet de ne considérer
que quelques relations pour un poids donné!

Poids O :
Par convention, on pose Z; = Q . On a donc bien dyg =1 .
Poids 1 :

Comme il n’existe pas de multizétas convergent de poids 1, on pose Z; = {0} .
On adoncd; =0.

4. Ce théoréme, démontré par Francis Brown date de 2011, mais les outils invoqués dans
sa démonstration relévent de la géométrie algébrique et dépassent largement le cadre de ce
mémoire qui se veut élémentaire.
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Poids 2 :

2
Le seul multizéta convergent de poids 2 est Ze? . Comme Ze? = % #0,

onady=1.
Poids 3 :

Les multizétas convergents de poids 3 sont Ze? et Ze*!' . Mais ces deux
multizétas ne sont pas indépendants, puisqu’il a été vu que Ze?! = Ze3 £0 .
Doncds =1.

Ceci est cohérent avec la relation de récurrence : d3 =dy +dg =1 .

Poids 4 :

On répertorie les multizétas convergents de poids 4 : Ze*, Ze?!, Ze?2, Ze2 b1
et (Ze?)? .

e On calcule les deux produits de mélange suivants :

Yo * Y2 =23 + ys -
Y2 W Yo = 2y3 + 4ysys .

Il vient donc : )
2Ze22 4 Zet = (262) .
2Ze22 4 4231 = (262)2 .
e On calcule aussi :
y1 Wys = y1ys + y3 + 2ysy1 -
Y1* Y3 = Y1ys + Y3y + Y4 .

Donc : g1 Wys — Y1 * Yz = Y5 + YY1 — Ya -
Dot : ((y3 + y3y1 — y4) = 0 par la relation (3) .

Il vient donc : Ze* = Ze?? + Zed! |

e On calcule y1 LW yay1 — Y1 * Y2y1 = Y2yi — Y5 — Ysy1 -
Dongc, il vient : Ze?tl = Ze?2 4 Ze! |

Bilan : On a trouvé les quatre relations :

2Ze22 4 Zet = (262)2 .
2222 4 4Ze3! = (Ze2)° .
Zet — Ze22 _ Ze3l =) .

Ze?ll _ 222 _ ze3l = |
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1 0 2 0 -1

2 4 0 0 -1

1 -1 -1 0 0

0 -1 -1 1 0

On vérifie qu’elle est de rang 4. On peut donc résoudre le systéme en choisissant
un paramétre. Les relations trouvées précédemment sont donc indépendantes.

La matrice associée & ce systéme est

Donc dy =1 . C’est bien cohérent avec dy = di +do =1 .

Poids 5 :
On répertorie les multizétas convergents de poids 5 :

-
Zea,264’1,263’2,26371’1,Z€2’3,262’2’1,262’1’2,26271’1’1,262263 .

e On avait déja trouvé dans le paragraphe "Exemples de manipulation des
tables" que : Ze® = 2232 + 6Zeb !

e En calculant, on obtient : y1 W ys — Y1 * Y4 = Yay1 + Yoys + Y3y2 — Y5 -
Donc, par (3), il vient : Zet! + Ze23 + Ze32 — Zed =0 .

e De méme, y; LU Z/g — Y1 * y% = Y2l1y2 + y§y1 — Y2Y3 — Ysyz2 -

Donc, par (3), il vient : Ze?12 4 Ze221 — Ze23 — Ze32 =0 .

e De méme, y1 LU y3y1 — y1 * Y3y1 = y%yl + ygy% — Y3Y2 — Yay1 .

Donc, par (3), il vient : Ze?%! + Zedlbl — Ze32 — Zebl =0 .

e De méme, y1 LU yoyf — y1 * Y2U3 = y2y$ — yay1y2 — Y3y1 — y3yi .

Donc, par (3), il vient : Ze2bht — Ze21.2 _ Ze221 _ Ze3bl =,

e On avait vu comme application du théoréme de dualité la relation :

[n]
Vn € N*, Ze't? = Ze2!

On fait n = 3 et il vient : Ze® = Ze2 b1 |
e Bilan : On récapitule les relations déja trouvées :

Zed —2Ze32 —6Zet1 =0

Zebl 4 Ze23 4 Ze32 — Ze5 =0 .

282’1’2 + 262’2’1 _ Z€2’3 _ 263’2 =0
262’2’1 +Z€3’1’1 _ 263’2 _ 264’1 =0
262’1’1’1 _ 262’1’2 _ Ze2,2,1 _ 263’1’1 =0.
Zeb — Ze2bLl =
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1 -6 -2 0 0
-1 1 1 0 1 0
0 -1 0 -1 1
-1 -1 1 0 1
0 0o -1 0 -1 -1
0 0 0 0 0 0 -1

On vérifie avec maple qu’elle est de rang 6. Donc les relations trouvées sont
deux & deux indépendantes, ce qui permet de conclure que ds < 2 .

o= O O

La matrice associée a ce systeme est

_— o O O
_ o O O O

n choisit maintenant deux multizétas comme paramétres, disons Ze° e
On choisit t t d ltizét tres, d Zed et
Ze?3 | pour exprimer tout les multizétas de poids 5 en fonction de ces
parameétres.
n exprime ensuite Ze“* en fonction de Ze“Ze® et Ze” . On a alors :
@) P te Ze23 fonct de Ze?Zed et Ze® . O 1

Zeb
2 si—2Y _¢0.
22,3
dim Z5 = d5 = Ze 2:6
1 si & c Q
Ze2Ze3 ’
On caleule —25— 3 cision de 500 décimal
n calcule ———— & une précision de écimales :
We Zorges 2MHOP
Zed
Ze2zZe8 = 0.524414845386580689246453287237208140463738333302763850423266

98565149156791143627992160300501235299988584247654114061693620
65200594347320142503170554444687521615274223768308564800666 724
35233357499198883285373189800603907461938424034532254949519448
20048340169123186157644564388729521451840859772072876061735211
20015392158833689119958666283336297133470054333366938695252474
77326745824693126251383177108223615513716280585884503284378321
88312246026508202457604356550022069584052057709919955533093363
797463.

Cette précision nous permet de remarquer que & priori, il n’existe pas de
période dans les décimales. En effet, ce phénoméne semble se produire aussi loin
que l'on porte le développement décimale, ce qui voudrait dire que la période
éventuelle, si elle existe, serait gigantesqgl)le. Bien que cette question soit toujours

e
ouverte, on peut donc penser que ———— .
,onp P que —5—5 £ Q
On en déduit que ds = 2 a priori. Ce qui est conforme & la relation de
récurrence.
Poids 6 :

Il existe 16 multizétas de poids 6 : Zeb, ZeP1, Zeb2, 233, Ze2t Zebll Zed21,
ZeB12 Ze213 Ze2dl Ze222 ZedLLL Ze2211 Ze2 121 22112 721111

On ne considérera pas ici les produits de multizétas de poids 6.
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e On calcule les différents produits liés aux relations (1) et (2) . On a :

ya Wyo = 4yays + 8ysy1 + 2y5 + yays .
Yg * Y2 = YaY2 + Y2ys + Ys -

On en déduit : Zeb = 3Ze*2 4 8ZeP1 4+ 2233 .

De méme :

Y3 *ys = 2y3 + Yo -
On en déduit : Zeb = 6Ze*2 + 12251 .

{93 W ys = 2y3 + 6yay2 + 12y5y1 -

D’autre part :

(ysy1) W y2 = ysyry2 + sy2u1 + ayi + y2ysur -
(Y3y1) * Y2 = Y31y + YsY2y1 + Y3 + Yoysy1 + Ysyi -
On en déduit : 3Ze321 4 9Zebbl — Ze33 — Zeb1 =,
De plus :

(y2) W y2 = 3y3 + 4y2ysy1 + 4ysy2y1 + 4Ysy1ys -
(Y3) * y2 = 3Y3y3 + Yoya + yayo -

On en déduit : 42231 4 42321 4 42312 — Ze24 _ Zet2 = .

On a aussi :

(y2y) Wy = yoyiys + 2y2y1y211 + 4y3y7 + 8ysys
(y2y3) * y2 = Y2uiya + Yoyryeyr + Y2u1ys + 2037 + yoysyr + yays -

On en déduit : 2Ze?211 4 8Ze3 L1 . Ze2 13 _ Ze231 _ Zehll —
Enfin :

(y2y1) W (y2y1) = 2y2y1y291 + 6y5Y5 + 129347
(y2u1) * (y2y1) = 292119291 + 4Y3Y7 + 2u3 + 2y2y3y1 + 2yayi + yays -

On en déduit : 2Ze222 4 2231 4 Zebll 4 Zed2 _ 197 LL1

e On calcule maintenant les produits liés a la relation (3) .

On a:

Ys WY1 — Ys * Y1 = YsY1 +y4yz+y§+y2y4—y6 .
Donc : ZePl 4 Zet2 4 Ze33 4 Ze24 — 25 =0 .

De méme :
(yay1) Wyr — (yay1) * y1 = yayi + ysy2y1 + Y2ysyr — Yay2 — Ysy1 -

Page 42/46



Donc : Zetbl 4 2321 4 2231 _ Zeh2 _ 751 — (),

De méme :
(ysy2) Wyr — (ysy2) * y1 = ysyay1 + Ysy1y2 + Y5 — Y3 — Yaya -

Donc : Ze®2! 4 Zed 12 4 2222 _ 2633 _ Zet2 — (),

De méme :
(yoys) W y1 — (y2ys) * Y1 = YoYsy1 + Y5 + Yoy1ys — Yola — Y3 .

Donc : Ze23 1 4 2222 4 Ze213 _ Ze24 _ 733 — (),

De méme :
(y397) Wyr — (Ysyi) * y1 = Ysyi + ¥3y7 — Ysy1y2 — Y3y2u1 — Yauy -
Donc : Zedbb1l 4 Ze2201 _ Zed12 _ Ze3.21 _ zehLl — (|

De méme :
(Y3y1) Wyr — (Y3y1) * Y1 = Y3YT + Y2121 — Ys — Y2ysy1 — YsY2y1 -

Donc : Ze22b1 4 Ze212,1 _ 7222 _ ze2.31 _ 7321 —

De méme :
(y2v1y2) Wy — (Y2y1y2) * Y1 = Yol Y2y1 + yzy%yz — Y2Y1Ys — y%’ — Yay1y2 -

Donc : Ze21:21 4 Ze2 11,2 _ 72,18 _ 202,22 _ 7312 —

Enfin :
(y2u?) Wyr — (Y2u}) * y1 = Y2yt — Y2yTv2 — Y2yry2y1 — Y3Y5 — Ysyi -

Donc : Ze2LLL1 _ Ze2 112 202121 2,221,012 3111 _

e Bilan On a trouvé 14 relations a 'aide des relations (1) , (2) et (3) .
Comme précédemment, on écrit la matrice associée de taille 14x16 . Maple
nous indique que cette matrice est de rang 14 . Donc les relations trouvées sont
deux & deux indépendantes. Donc dg < 2.

De maniére analogue au poids précédent, on choisit les paramétre (Ze?)3 et
(Ze3)? . On peut donc résoudre le systéme en fonction de ces deux paramétres.
Or:

z 3)2
(Z¢”) = 3.08031713202843209254630462490648200415505404239994878293762

(Ze2)s
0523954225192591213394790402199638487310676648987898035254918
72309825720306719489575072448 .

(Ze*)?
(Ze7)

On conjecture de méme que : ¢ Q . Ce qui nous permettrait d’en

déduire, & priori, que dg = 2 .
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5.3 Absence de (QQ-relations linéaires entre multizétas de
poids différents

Le lecteur aura pu remarquer que les différentes relations entre multizétas
évoquées dans ce mémoire ne font intervenir que des multizétas de méme poids.
C’est pourquoi la conjecture suivante semble vérifiée :

Conjecture 4. Il n’existe aucune relation linéaire ( dans Q ) entre multizétas
de poids différents.

C’est-a-dire que, en notant MZV = Vect (Ze§)§€5* ,ona:MZV = @ Zy .
keN
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Conclusion :

Apreés avoir calculé la valeur de la fonction zéta aux entiers pairs, nous nous
sommes intéressé au cas des entiers impairs. Des interrogations sur la nature de
ces nombres ont donc motivé I'introduction des multizétas. Mais peu de choses
reste encore connu sur ces nombres.

Nous avons mis en évidence trois relations fondamentales sur les multizétas :
les deux tables de multiplication et la relation de renormalisation. En effet, ces
relations semblent engendrer toutes les relations entre multizétas.

Avec plus de temps, nous aurions pu aussi calculer numériquement les
multizétas a haute précision en utilisant des algorithmes de détection de
relations entiéres pour (re)trouver ou (re)découvrir d’éventuelles relations
linéaires entre ces nombres. Ce qui permettrait de pouvoir & nouveau
argumenter sur la véracité des conjectures citées précédemment qui, une fois
démontrées, résoudraient un grand nombre de problémes des mathématiques
modernes.

Page 45/46



Références.

e O. Bouillot, Invariants analytiques des difféomorphismes et multizétas,
theése de doctorat, Université Paris-Sud 11, 2011, 290p.

e P. Cartier, Fonctions polylogarithmes, nombres polyzétas et groupes
pro-unipotents, 2001.

e Y. Ohno, A Generalisation of the Duality and Sum Formulas on the
Multiple Zeta Values, Journal of Number Theory, 74, 1999, pp. 39-43.

e M. Waldschmidt, Valeurs zéta multiples. Une Introduction, Journal de
Théorie des Nombres de Bordeaux, 12, 2000, pp. 581-592.

e V. V. Zudilin, Algebraic Relations for Multiple Zeta Values, Russian
Mathematical Surveys, 58, 2003, pp. 1-29.

Page 46/46



