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Présentation du probleme.

Soit 7= {f € {x} ; f(x) =Ax+ O(x*) , ol A € C*}

But :  Décrire les classes de conjugaison de T .

m Cas hyperbolique : |A] # 1.
f € T est holomorphiquement conjugué a x — Ax . (Koenig)

m Cas elliptique : [\ =1let A=¢e*"? ¢ Q.
Il existe une condition diophantienne, optimale, diie a Bryuno, qui garantit
la linéarisation analytique de tous les f commengant par \ .
(Siegel pour une condition non optimale, Bryuno pour I'optimalité et la
suffisance, Riissman, Yoccoz pour I'optimalité et la nécessité, Perez-Marco)

m Cas parabolique : [A\| =1et A = e

f € T n'est pas conjugué a x — Ax (sauf si f est d’ordre fini) .



Difféomorphisme tangent a I'identité.

m A l'infini, tout difffomorphisme tangent a I'identité est formellement
conjuguéa : z—z+ 2P —pz'7%* oupeNetpeC.

p et p sont les deux invariants formels.

m On s'intéresse a la classe type : (p;p) = (1;0) , i.e.

f(z):z+1+0(%> .

On pose aussi | : z+—>z+1.



Définition des invariants de f.

laf*€Z+C|:|:1:|:| ,ffof=1lof".
z
* 1 * *
E|f€z+C[[;]:| L fo*f="fol.

m 7 = f o*f_ commute avec / et est invariante par conjugaison.

Définition :

Les invariants de f, notés (A}, _(f))ncz+, sont les coefficients de Fourier de
T .

m —idc .

2in
Comprendre comment sont construits ces invariants .

Problématique : Calculer numériquement les A} _(f) pour n € Z* .



Rappel sur la trasformée de Borel.

La transformation B de “Borel formelle” est une opération agissant sur

1(C[[l}] a valeurs dans C[(] :
z |z

B lcﬂéﬂ — [

z

S
Zzn+1 )

n>0 n>0

Notation : ¢ = B(p) .

. Lo 1 117
Propriétés :  Soit (3;v) € (*C[{fﬂ) :

z

Alors :

B(9:2)(¢) = —¢@(¢) -
B(@oN(¢)=e @), oul:C—C, I(z)=z+1.

B@-9)(0) = (8+9) ()



Procédé de sommation de Borel.

Définition
. . ~ 1 {1
Etant donné 6 € R, nous dirons que @ € —C|| = || est Borel-sommable dans la
z ||z
direction 6, et nous noterons & € Si g, lorsque les conditions suivantes sont
vérifiées :
» = B(®) se prolonge analytiquement sur un voisinage Q2 de R, .
3C>0,3r>0,¥eQ, |p(¢) < Celel .
Dans ce cas, la somme de Borel correspondante, notée S%(), est définie par :

i6

$°(3)(2) = £° (B@)) (2) = / " B@) e de

Une telle somme est alors automatiquement analytique sur le demi-plan
{z€C; Re (e2) > 71} .
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Procédé de sommation de Borel (suite) .

. Rt _ (_1)n 0/~ 1
Exemple :  Si w(Z)—"Z:O St Alors S(@)(2) = -
Ainsic1—141—T4- ==+

2
Ce procédé sommatoire est satisfaisant, au sens ou :
Sipge (C{%} est définie sur un voisinage €2 de l'infini, alors les sommes
de Borel S(%) coincident avec & sur Q, pour toute direction § € R .
s%: S — C {%} est un homomorphisme d'algebres injectif qui

commute avec la dérivation.

Si @ € S, alors S?($) admet G comme développement asymptotique 3
I"infini.



Diagramme résumé.

#(2)

_E Cn GIC|[1]IHS

= - - B,6
1 ,

nnz" z Lz

(série formelle sommable au sens
de Borel dans la direction 6) .

+oo n
Q)= —¢"

n=0

(fonction se prolongeant analytiquement

au voisinage de e’@]RJr et a croissance
exponentiellement contrdlée) .

Développement
asymptotique a l'infini.

r

0, ~ 0~ e¥ o0 ~ —<¢z
@) =2 = [© 7 aoe<ac
(fonction analytique définie sur le demi-plan

{zeC; Re (e92) > 0}).




Resommation sectorielle.

On dit qu'une série formelle @ est uniformément Borel-sommable dans
I'intervalle de direction [01; 62] lorsque les conditions suivantes sont réalisées :
@ se prolonge analytiquement sur un voisinage de
Q={zeC; 0 <argz< b} .
3(Cir) € (R, VC € Q, 15(0)] < CeTl4l .
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Passage dans le plan de Borel.

Pourquoi travailler dans le plan de Borel 7

Dans le plan multiplicatif, il est nécessaire de faire de I'analyse de Fourier.

Dans le plan de Borel, les invariants seront localisés en un point.

Le passage au plan de Borel permet de traiter divers sur-groupe de T (a
croissance Gevrey 27 par exemple), qui n'ont plus aucune interprétation
dans le plan multiplicatif mais qui possedent néanmoins des classes de
conjugaisons non-triviales et des invariants en tout point analogues a ceux
des difféomorphismes analytiques.

Le passage au plan de Borel nous fournira deux des quatre méthodes de
calcul numérique que nous allons exposer.



Rappels sur la résurgence.

m Singularités simples.
Soit », holomorphe sur un disque ouvert D.

@ posseéde une singularité simple en un point w adhérent a D lorsque :

C 1

o 3=y T2 @) lo(C — ) +reB(C — ).

@(¢)

On notera cette égalité sous la forme :

sing,p = Co+ ® € Co & C{C} .



Rappels sur la résurgence (suite) .
m Prolongement sans fin.

Un germe ¢ de fonction holomorphe en 0 se prolonge sans fin sur C
lorsque, pour toute ligne brisée finie L, il existe un ensemble fini Q; C L
de singularités tel que ¢ se prolonge analytiquement le long de tous
les chemins possibles obtenus en suivant L et en contournant chaque point
de €, soit a gauche, soit a droite.




Rappels sur la résurgence (fin) .

= Fonctions résurgentes dans le modele convolutif.

Les fonctions résurgentes sont les germes en 0 de fonctions holomorphes
se prolongeant sans fin sur C et a singularités simples.

= Fonctions résurgentes dans le modéle formel.

Dans le modele formel, les fonctions résurgentes sont les séries formelles

1 |1 ) . ‘
de ,C[[,]] dont la transformée de Borel est une fonction résurgente dans
z |z

le modeéle convolutif.

Notation :  On note RES I'ensemble des fonctions résurgentes dans |'un ou
I'autre des modéles.

Exemples : f* est *f sont résurgentes : leurs transformées de Borel sont
définies uniformes sur C — 27iZ .



Rappels sur les dérivées étrangeres.

Pour tout w € 2inZ*, on définit une dérivation, par rapport a la convolution,
“mesurant” les singularités au voisinage de w :

A, :RES — RES |,

| |
v € 207 Bu(P) = Z %singw(contﬂa)@) .
E:(Eil;"'?Eﬂ:(m—1))€{+1;—1}|"’\—1

Plus simplement, on définit A}, : RES — RES en ne considérant que
des contournements par la droite : ce n'est plus une dérivation.

Rappel :  Les invariants de f, notés (AJ,, (f))acz+, sont les coefficients de
Fourier de 7/ — idc .

Propriété :  Vw € 2inZ* , AL(*f) = AL(F) 0.*F + O(92)*F .



Une équation aux différences simples.

. . 1 1 e
Fixons-nous un germe de fonction holomorphe a € —2((3{7} et étudions
z z

I'équation aux différences dont I'inconnue est la série formelle & :

Flz+1) - 3(2) = a(z) .

La résolution de cette équation va produire des fonctions S-résurgentes,
qui seront particulierement simples

La méthode mise en oeuvre, convenablement itérée, nous sera a nouveau
utile pour calculer les invariants holomorphes.



Les solutions sont résurgentes.

Par passage a la transformation de Borel, en notant @ = B(p) :

eSB(0) ~ B(0) = 3() . dor () = 2

@ définit une fonction méromorphe sur C dont les pdles ne peuvent étre
situés qu'en 2jwZ*, puisque 3 est une fonction entiére s'annulant a
I'origine et de type exponentiel dans toutes les directions.

L'équation ¢(z + 1) — ¢(z) = a(z) posseéde donc une unique solution dans

o

Celle-ci est donc S-résurgente, et vérifie : A,p = —a(w) = (1 — e™“)p(w) ,
pour w € 2itZ* .

Ainsi, ¢ “resurgit” en la singularité w.



Resommation sectorielle des solutions.

¢ est sommable au sens de Borel dans les directions 0 € } —g; g {U} g; 37” { .

Le principe de resommation sectorielle donne deux solutions analytiques, ¢* et
@, définies par :

¢+:£9<%) 96] gg{ et ¢*:£9<%>,06}g;3§[.
=C-{zeC; d(z;R)

définies sur
D~ =C—-{ze€C; d(z:Ry)

d(z;R) <t d(z;R) <1

Domaine d'holomorphie
dez—>d @)

Domaine d'helomorphie

sez—F ®)»)

Domaine d'holomorphie de Domaine d'holomorphie de
la resommée sectorielle o™ . la resommée sectorielle ™



Que vaut o —p_ ?

Calculons la différence ¢ — ¢~ dans chacune des deux composantes connexes
de D' ND.

Le théoreme des résidus fournit alors, si y est le chemin d'intégration ci-contre :

0y

P N, Qe ™ . T
/ap({)e d¢ = ZQIWRes (z e 2ikm timx y
Rl k=1 sin
= =) 2ira(2ikr)e ¥ :
k=1
Dou:VzeC, Smz< -1, ¢o(2)—¢p (2) =— Z 2ima(w)e” " .
we2iTN*
Deméme:VzeC, Smz>71, o' (z) —p (2)=— Z 2ima(w)e”¥* .

wE—2iTN*



Liens avec les séries d’'Eisenstein.

+o0o

PR =Y alz k).
k=0
On peut aussi remarquer que
+00
v (z)= Za(z — k).
k=1

. 1 e .
Alors, si a(z) = ~, Pour p > 2, on retrouve une séries d'Eisenstein et son
z
développement en série de Fourier :

> i = ¢ @@

keZ

VzeD'ND™, Tef(2)

( 2177) Z |1 g2iknz

, SiSmz>T.

(217?)| Z KPle 2T G qmz < -



Rappel du contexte.

On s'intéresse aux difféomorphismes tangents a I'identité :
f _ 1
(z)=z+1+0 =)
Onposeaussi | :z—>z+1.
m IfF ez—&—(C[[%]] Jffof=1lof".
* 1 * *
Ffez4+C||=| ,fo*f="fol.
z
m " et *f sont résurgentes.

m 77 = f o*f_ commute avec / et est invariante par conjugaison.

m les coefficients de Fourier de m* — idc sont les invariants Af, () .

Problématique :  Calculer numériquement les A}, _(f) pour n € Z* .

2inm

Comprendre comment sont construits ces invariants.



les différentes méthodes de calcul.

m Méthode 0 : Analyse de Fourier dans le plan multitplicatif.

Afr(F) = lim (I°(_p) o FORP) o PP (2) — z) e 2" dz

P40 Jiz:241]

Numériquement, c'est trés mauvais.
m Méthode 1 : Asymptotique des coefficients.

m Méthode 2 : Analyse résurgente dans le plan de Borel et transformation
conforme.

m Méthode 3 : Méthode universelle.



Méthode 1 : Asymptotique des coefficients.

Soit @ un germe de fonction holomorphe en 0, prolongeable sur un disque de
rayon r = |w| , oll w est une singularité de @ supposée unique.

Exprimons @ sous la forme :

PO =>_J(n)¢".

n>0

Supposons que les coefficients J(n) admettent le développement asymptotique :

J(n) = e " Jyy(n) + 0(e”"Jyy(n)) ol Jy(n) € (C[H]] )

20 =1 <Iog <1 + é)) .

Alors :



Méthode 1 : Asymptotique des coefficients (fin) .

m Application :

Cela permet de calculer la premiére paire d'invariants holomorphes avec
une excellente précision.

m Exemple :

1
Pour f(z) =z+1+ 1052 * On trouve :

AL~ —14.91351103557842215407015963733918802397 - - -
—7.429352270694850476346650109888076885387 - - - i .

On obtient environ 60 décimales en 20 minutes de calculs, avec Maple.



Méthode 2 : Analyse résurgente dans le plan de Borel et transformation

conforme.

m Les itérateurs direct et reciproque f*(z) et *f(z) ont des transformées de
Borel £*({) et *f(¢) qui sont définies uniformes sur la surface de Riemann

—_—

R=C-2niZ.
m L’application remarquablement explicite :

w = —log(l—A(w)) =16 Z u, €71 avec

nimpair>1

1 1
A = fonction modulaire ; uj ::Zg = EZd
d|n din

envoie conformément le demi-plan de Poincaré P = {Sm (w) > 0} sur R .



Méthode 2 : Analyse résurgente dans le plan de Borel et transformation

conforme (suite) .

m Sur P les dérivations étrangéres A, d'indice w € 27iZ" revétent une
forme trés simple:

Yo Ay = Z @ o hyj (somme finie)
J
avec des homographies entieres h,,; € Sl2(Z) .

= Inconvénient : Si w est grand, inf; 3 (ho,j(w)) est petit, ce qui force 3
approcher la frontiere de P, ou les calculs sont cofiteux.

m Précision a escompter :

n || nombre de coeff de f*ou™f || précision de Atorin
1 200 | 80 décimales

2 400 | 70 décimales

3

| 600 | 65 décimales



Méthode 3 : Notations.

m Notons Ny = {n € N;n> k}, pour k e N .

seq(E) désigne I'ensemble des séquences finies dont les éléments sont dans
I'ensemble E .

m La séquence vide est notée () .

an
zn—1 -

m Notons f sous la forme f(z) =z + 1+ Z

n>3
m A, défini sur seq(N3) par : A = a5, -+ - as

.

A, défini sur seq(seq(N3) — {0}) par : As = Aq -+~ Asr .



Méthode 3 : Définitions des multizétas et des multitangentes.

Onnote: S; ={s€seq(N*); s1 >2}.

Sir={s€seq(N*); ss >2ets >2}.

Définition des multizétas.

Soits € S .
On pose : Ze* = Z !

nist - --nSr
1<n,<---<np<+oo

Définition des multitangentes.

Soit s c S;f .
On pose : Vze C—Z, Te¥(z) =

—oco<n, < - <m<+oo

1
(m+z)---(n + 2)>

MZV = Vecty(Ze*)sesy -
On note alors :
MTGF = Vecty(Te*)ses:, -



Méthode 3 : Méthode universelle.

On développe chaque Aj;, (f) comme fonction entiere de f, i.e. de I'infinité

des coefficients de Taylor de f :

Théoreme : Soit f un difffomorphisme tangent a l'identité, convergent,
‘exprimant 2 'infini sous la forme f(z) =z + 1+ Y —
s'exprimant a l'infini sous la forme f(z) =z + 1+ sl

n>3
Alors :

Il existe des coefficients 7°, explicites, définis sur
seq(seq(N3) — {@}), a valeurs dans I'algebre M TGF tels
que :

nf = Z ™ As .
Seseq(sea(iVa)— {0})

Pour tout n € Z*, il existe des coefficients 7, , explicites,
définis sur seq(seq(N3) — {0}) a valeurs dans I'algebre
MZV tels que :

Ve, Al = Y. s
Seseq(seq(N3)—{0})



Eléments de démonstration.

m On vérifie que I'on peut écrire 71/ (z) — z = Z U'Th-z,o0l:
nEseq(Z)

U 1 ,sinn<n_1<---<n.
0 , sinon.

rple) = Y EEED =2 )

k>1

rE: r,,,O---Orn1
m On calcule Iy - z

m On évalue les coefficients de Fourier de 7r;r — id, en utilisant la

convergence normale de E ut [n -z, sur tout compact d'un
neseq(Z)
demi-plan supérieur ou inférieur.

m On en déduit les expressions précédentes de mf — id et des invariants
AF(F) .



Remarque : réduction en monotangentes.

On a utilisé un lemme trés important :

Remarque : Une monotangente est une multitangente de longueur 1 , c'est
une série d'Eisenstein.

Rappelons que :  MZV = Vectg (Zei)gesg .

m(s) = max(s1;---;sr), pour tout s € seq(N*) .

Propriété : Réduction en monotangentes des multitangentes convergentes.

(s)
Vs €Sk, Hzi e+ izme) € MZVTOT! | Tet =" 2, Te .
=1

Elémemts de preuves :

1
(n1 _|_X)S1 ~~(n, +X)5r '

1. Décomposition en éléments simple de

2. En utilisant un argument analytique :
2 sj+-tsp—r—1
s
Vze C—R, |Te¥(z)| < 4r <m)

e—7r|%rn z|

1 — e7ISmz| *



Remarque : réduction en monotangentes (suite) .

Tt = ST - 23T + (T

Te*? = 2¢(2)Te” . T = _153 (227 .

Teh? = g C(2)Te? + 2¢(3)Te* + C(2)Te* .

Te*? = —3(¢(3)Te* +¢(2)Te . Te?22 = 24(2)2%2 .
T = 3T+ QTS | T =~ 2(2PTE + ()T
7—62,1,2 =0. Te3,1,2 — _§C(2)2Te2 _ C(S)Tes )

Te>l12 — g§(2)27'e2 .



Méthode 3 : Exemple de calculs d'invariants.

m Choix d'une fonction d'épreuve a un parameétre : f = /o g , ou :

(z) = z+1.
g(z) = (exp(az2d;)) z=z(1+3az %3,
« -3
Alors : f(z):z—i—l—i—;—i—(’)(z )

m Posant o : z — —z, on voit qu’ici o o f o o est conjugué a 1.
Donc mf — idc est paire, i.e. mf s'exprimera en fonction des seules
monotangentes paires :

1 .
Te (z) = Z Grnm avec s pair.

nez



Méthode 3 : Exemple de calculs d'invariants.

m 7/ en fonction des multitangentes :

7 = +a-Ta°
—a? - (272*?)
+a® - (47?4 6T7a*>?)
—at (8Ta3’3’3’2 + 12733422 4 12734232 4 04 Ta%322 1 247'35’2’2’2)
+0(a®)



Méthode 3 : Exemple de calculs d'invariants (suite) .

m 7/ en fonction des monotangentes et des multizétas non réduits :

nf = +a-Tée +a’Te® - (—6¢(3))

+a’ - Te - (+26¢(6) +2((4,2) — 16¢(2,4) +36((3,3))

b T (4 0(8) - 2¢2.2) 4 o* - T (-5 ¢(2))

+a* - Te* - (—86¢(9) +52((5,4) + 68((7,2) — 34((4,5)
— 156 ¢(3,6) +224¢(2,7) — 246 ((6,3) — 16 ((4,3,2)
+56¢(5,2,2) — 216 ¢(3,3,3) + 96 ((3,2,4) — 12((4,2,3)
+64((2,3,4) —12((3,4,2) + 64((2,5,2) + 96 ((2, 4,3))

+a* - Te* - (+2¢(7) +34¢(2,5) + 30¢(5,2) — 10¢(3,4) — 18((4,3)
+12¢(2,2,3) +16{(2,3,2) +20((3,2,2))

+at - Tel- (+1—33 C(5) +4¢(2,3) + 13—4 ¢(3, 2))

+0(c®)



Méthode 3 : Exemple de calculs d'invariants (suite) .

m 77 en fonction des monotangentes et des multizétas réduits :

= +a- T +a® - Te* - (—6¢(3))
+a? - Te? % (2)* +36¢(3) )+a3-Te4- <—%C(2)2)
+a? - Teb —%q(z)z)
576

¢(3)¢(2)* — 216¢(3)* — 210 c(9))
+aot - Tt (14¢(7) + %8«3)4(2)2)

+at - Teb-

(-
(
+at - Te? - (
(
(

6C(2)C(3) - —C(S))

+0O(a®)



Méthode 3 : Exemple de calculs d'invariants (fin) .

m Les invariants Aio-i(f) comme fonctions entiéres du paramétre « :

Asori(f) = Z cna" est une fonction entiére de |'unique paramétre o, de
neN*
type exponentiel en al/?.

Ses 12 premiers coefficients, de signes alternés, valent :

a = —39.4784176043574344753...

o = +284.7318264428106410205...
g = —788.4456763395103611766...
ca = +1183.670897479215553310...
s = —1124.013101882737214516...
6 = +1738.577609773162031453...

¢ = —356.388791016996809...

g = +131.76870562724...

c = —38.5440209553...

clo = 1+9.1457604...

C11 = —1.796...

Cl2 = +0.3...



Comparaison des méthodes.

Calcul de AJ;, (f) | Dépendance en f. | Dépendance en n. | Paramétres ?
Méthode 0 0 0 0
Méthode 1 + - -
Méthode 2 + - -
Méthode 3 — + +

Calcul de A, _(f) | p
Méthode 0
Méthode 1
Méthode 2
Méthode 3

L]+ sV

+ |+ [+ s




Pourquoi étudier les relations entre multitangentes ?

m Les multitangentes (resp. multizétas) sont |'unique ingrédient transcendant
entrant dans la construction des invariants holomorphes 77 (resp. A, (f)).
Il s'agit donc de comprendre quelles sont précisément les propriétés des
multitangentes et multizétas qui sont responsables de cette invariance.

m |l existe des analogies manifestes entre multitangentes et multizétas, qui
sont définis par des sommes analogues et vérifient une méme table de
multiplication.



Multizétas dynamiques.

Appelons multizétas dynamiques toute famille de nombres qui, substitués aux
‘vrais’ multizétas, préservent l'invariance des A, (f).

Appelons multizétas dimorphiques toute famille de nombres satisfaisant aux
deux classiques familles de “relations quadratiques” qui sont vérifiées par les
‘vrais' multizétas et qui, de |'avis général, paraissent épuiser la totalité de leur
arithmétique.

Il se trouve:

que les propriétés des multizétas dynamiques sont plus faibles que celles
des multizétas dimorphiques.

que les dites propriétés des multizétas dynamiques sont précisément celles
qui se déduisent de leurs analogues chez les multitangentes.

que les multizétas dynamiques et les multizétas dimorphiques consti-
tuent deux Q-anneaux engendrés chacun par une famille dénombrable
d'irréductibles, mais avec des irréductibles dynamiques plus ‘nombreux’ (car
sujets & moins de contraintes) et plus faciles a décrire que les irréductibles
dimorphiques.



Conclusion.

m Les invariants holomorphes sont certes couteux mais parfaitement
calculables.

m lIs suggerent d'intéressantes questions arithmétiques, tant sur les
multitangentes et sur les multizétas que sur les relations des pre-
miers aux seconds.
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