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Résumé / Abstract

Ce travail comprends deux parties indépendantes, mais intimement liées.

La premiere partie concerne le calcul et 1’évaluation numérique des invariants
holomorphes des difféomorphismes tangents a l'identité, dans le cas-type. On y expose
notamment trois méthodes de calculs numériques, dont I'une est basée sur une formule
explicite des invariants. Celle-ci résulte de 1’évaluation de I’application de cornes 7", dont
les ingrédients de base sont des rationnels, des coefficients de Taylor du difféomorphisme
étudié et des multitangentes.

La seconde partie concerne I'étude des multitangentes et des relations les liant entre
elles. Il s’agit de fonctions 1-périodiques, généralisant les séries d’Eisenstein, et définissant
un moule symétrel. D’autres relations existent, tels la réduction en monotangentes
qui indique un lien profond entre les multitangentes et les multizétas. Des propriétés
et conjectures de nature purement algébrique, arithmétique ou analytique sont ensuite
exposées.

Mots clés :

invariants holomorphes, invariants analytiques, difféomorphisme tangent a l’identité,
cas-type, application de corne, résurgence, dérivées étrangeres, itérateur direct, itérateur
réciproque, resommation de Borel, multitangentes, multizétas, calcul moulien, séries
d’Eisenstein, réduction en monotangentes, nettoyage des 1, caractere exponentiellement
plat.

This work contains two independent parts, which are closely related.

The first part deals with the calculation and the numerical evaluation of the holomor-
phic invariants of tangent-to-identity diffeomorphisms, in the type-case. In particular, we
display here three methods of numerical computation, the last one being based on an ex-
plicit formula of invariants. This method results of calculation of the horn map 7, whose
basics components are some rationnals, some Taylor coefficients of the diffeomorphism
which is studied and multitangents.

The second part deals with a general study of multitangents and relations between
them. They are 1-periodic functions generalizing Eisenstein series and defining a symetrel
mould. There are others relations, such as the reduction into monotangents which point
out to a profound link between multitangents and multizetas values. Properties and conjec-
tures of purely algebraic, arithmetical or analytical kinds are then explained.

Keys words :

holomorphic invariants, analytic invariants, tangent to identity difféomorphism,
type-case, horn map, resurgence, alien derivation, direct iterator, inverse iterator, Bo-
rel sommability, multitangents, multizétas, mould calculus, Eisenstein series, reduction
into monotangents, cleansing of the 1, exponentially flat charater.
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Introduction

Le texte présenté ici comporte deux parties a la fois distinctes et indépendantes, mais
qui sont aussi étroitement liées. La premiere, de nature analytique, concerne le calcul
effectif en séries de multizétas des invariants holomorphes d'un difféomorphisme local f
de C dans le cas-type, ayant 'origine pour point fixe. La seconde partie, de nature plus
algébrique, traite des fonctions multitangentes.

Ce travail, dans son ensemble, comprend a la fois de l’analyse complexe (théorie
de la résurgence, dynamique holomorphe et théorie des singularités) et de la théorie
des nombres (recherche de relations algébriques liant des nombres entre eux). La méthode
employée, dans les deux parties, releve du calcul moulien.

L’objectif de la premiere partie de ce travail est de convaincre que les invariants
holomorphes sont des objets calculables a haute précision, mais aussi que ’on connait leur
structure interne (a savoir des rationnels, des multizétas et des coefficients
de Taylor). Alors que les invariants holomorphes ont la réputation d’étre treés compliqués
a calculer, voir méme incalculables, on se propose de montrer la possibilité de leur calcul
par différentes méthodes. Précisément, dans cette partie, on exposera une formule explicite
a la base d’un des algorithmes de calcul.

Cette étude des invariants nous a amené a considérer la classe des multitangentes
dont I’étude fait 'objet de la seconde partie de cette these : on y trouvera des propriétés
générales des multitangentes, mais aussi un certain nombre de conjectures. Notamment,
on y verra un lien profond entre multitangentes et multizétas.

Un certain nombres d’idées et méthodes seront utilisées dans l'une ou l'autre
des parties, voir les deux. Dans cette introduction, nous allons motiver ces idées dans
des contextes simples et introduire les objets nécessaires a la lecture des deux parties.

Avant d’introduire la notion d’invariants, nous présenterons brievement les rudiments
techniques nécessaires a leur calcul (section [1) . Ensuite, nous introduirons deux objets
apparentés (section : les multizétas (qui sont des nombres) et les multitangentes
(qui sont des fonctions) . Il s’agit des deux types de briques élémentaires des invariants
holomorphes : les multitangentes interviennent naturellement dans leur calcul, alors que
les multizétas permettent leur calcul.

Viendra alors notre premiere problématique : le calcul des invariants holomorphes.
A travers I’étude d’une équation aux différences (section , nous expliquerons comment
le procédé de sommation de Borel permet d’arriver au prototype des résultats que 1'on
obtiendra. Nous introduirons ensuite la notion d’invariants et expliquerons leur complexité
(sections [3.2] & :

Enfin, nous pourrons décrire davantage le projet initial (section , son devenir ainsi
que les liens entre les deux parties (section [£.2)), la démarche utilisée (section [4.3)) puis
les résultats obtenus (section 5)) .
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1 Quelques rappels sur la sommation de Borel et la
théorie de la résurgence.

1.1 Sommation de Borel.

Transformation de Borel formelle.

La transformation B de “Borel formelle” est une opération agissant sur —(C[[—]],
z |z

a valeurs dans C[(]. Essentiellement, 'application de cette transformation affecte
le n'*me coefficient dans une division par n! :

B EC[H] s C[]

z Z

Cn, Cn op
Do 2t
n>0 n>0

Pour ce qui est des notations, nous signalerons le caractere formel d’une série par
un tilda (7) surmontant le nom de cette série, tandis que sa transformation formelle
de Borel aura un nom possédant un accent circonflexe (7).

Ainsi, nous simplifierons les notations en écrivant : @ = B(p) .

Appliquer cette transformation sera une étape-clé dans le procédé de resommation
des séries divergentes di a Borel. Celui-ci permettra d’associer une somme satisfaisante
a certaines séries divergentes. Nous dirons donc que la division par le facteur n! “rétablit”
la convergence de certaines séries formelles.

Nous pouvons aussi appliquer cette transformation a une série convergente.

~ 1 1 ~
Il est alors clair que si ¢(z) € —C{—}(i. e. si ¢ a un rayon de Convergence R non nul),
z |z

alors = B(p) définit une fonction entiére de type exponentiel dans chaque direction :
Vr>R™,3C>0, VCeC, |3 < Celdl .

Enfin, nous disposons de plusieurs propriétés calculatoires simples :

2
Propriétés :  Soit (g; {/;) € (E(C[[l]]) .
—_— z

z

Alos: 1. B(0.3)(C) = —CB(C)
2. Sil:C — C est la translation unité (i.e. I(z) = z + 1),

alors li(@o NH(¢) = i_C@(C) :
3. B3-9)(0) = (#+9) (©).

: ‘o . .~ a 1
Par analogie avec les séries entiéres en 0, si p(z) = — € (C{}7 nous appelons rayon
z

n>0
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Ici, o, - et 0, désignent respectivement la composition, la multiplication et la dérivation
par rapport a z . Il s’agit d’opérations formelles.

La convolution formelle x de deux séries formelles mérite plus de détails. Elle est définie
par I’égalité :

— n o — bn n — 1 . n+1
2 A ) = 2 G (2t )
n= n= n= p=0

De plus, si A et B définissent des séries entieres, alors cette convolution formelle

¢
coincide avec la convolution intégrale : (A x B)(() = / A(2)B(¢ — z) dz .
0

Transformation de Laplace.

La transformation (formelle) de Borel possede un inverse (formel a ce stade) : en effet,
+oo n
st d¢ =

pour tout z € C tel que Re (z) > 0, / 11 s’agit de la transformation

0 n! on+l '

de Laplace £%, qui est un opérateur linéaire, défini sur I’ensemble des fonctions ¢ vérifiant
les conditions suivantes :

¢ — p(C) est analytique sur un ouvert de C contenant {( € C ; arg ( =6} . (1)
AC>0,3Ir>0, Vr>0, |p(re’)| < Ce™ . (2)

L’expression analytique de cette transformation est donnée par I'égalité :

£(0)(2) = / e de

+oo +oo
En effet, si ¢(z) = Z ;:rl alors ¢(¢) = Z %C”. On obtient alors formellement :
n=0 n=0
+oo eoo +oo i(n+1)0 p+oo ,
AN Cn n_—z Cp€ n_—efz
ﬁW(z)ZZ(;/O <e<d<) :Z(T/O (e <d<)
n=0 ' n=0 ’

+oo i(n+1)0

= szezm:@(z).

n=0
Si la fonction @ provient de la transformation de Borel d’une série convergente,
~ .o~ 1 1
c’est-a~dire si ¢ = B(p) ou ¢ € -C {—} est de rayon de convergence R > 0, alors
z z
on constate aisément que l'intégration terme a terme est justifiée dans le demi-plan
{zeC; Re () >R7'}.
Par ailleurs, le théoreme d’holomorphie sous le signe intégral montre que si ¢ vérifie

les conditions et (ce qui définit une constante 7), alors £?() est holomorphe dans
le demi-plan {z € C; Re (¢"z) > 7}

~1
de convergence de ¢ le nombre R €]0; +00] défini par R = <lim sup |an|i> .

n—-+oo

.. _ Qnp
Ainsi, lorsque |z| > R71, g —- converge absolument.
n>0
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Procédé de sommation de Borel.

Les propriétés des transformations de Borel et de Laplace montrent que si ¢ est
convergente et de rayon de convergence R > 0, alors ¢ = B(p) vérifie les conditions et
. On retrouve alors @ en appliquant la transformée de Laplace a @ sur
le demi-plan {z eC; Re (eioz) > 7'} (cf. la figure , page , pour une illustration) .

C’est aussi le cas pour une série ¢ divergente dont la transformée @ se prolonge
analytiquement au voisinage de la demi-droite ¢”R, . Notons alors © I’ensemble
des § €] —m; | pour lesquels un tel prolongement analytique de @ est possible. On obtient
alors :

VocO,VzeC, Re (2) >R, @(2) =LY (B()) (2) .

Nous avons donc obtenu un prolongement analytique de ¢ a un demi-plan de C,
en lui appliquant la transformation de Borel formelle, puis la transformation de Laplace.
Le procédé est général et s’appelle procédé de sommation de Borel :

~ 1 |I1
Définition : Etant donné # € R, nous dirons que ¢ € —C[{—ﬂ est Borel-sommable
z ||z

dans la direction 6, et nous noterons ¢ € Sgy, lorsque les conditions
suivantes sont vérifiées :

1. ¢ = B(®) se prolonge analytiquement sur un voisinage € de R .
2.3C>0,3r>0,¥CeQ,|pQ)] < Cerlél.

Dans ce cas, la somme de Borel correspondante, notée S?(), est définie
par :

(@) = L7 (B(9)) -
Une telle somme est alors automatiquement analytique sur le demi-plan

{z€C; Re (e¥2) > 1} .

Remarquons que ce procédé sommatoire est satisfaisant, au sens ou :

- 1
1. SipeC {—} est définie sur un voisinage {2 de l'infini, alors les sommes de Borel
z

S?(p) coincident avec @ sur €2, pour toute direction § € R .

1
2. 8%: 8y — C {—} est un homomorphisme d’algebres injectif qui commute avec
z
la dérivation.

3. Si ¢ € Sy alors SY(P) admet ¢ comme développement asymptotique a I'infini.

En résumé, on obtient le diagramme de la figure [2] (cf. page [17]) .

Resommation sectorielle.

On dit qu'une série formelle ¢ est uniformément Borel-sommable dans l'intervalle
de direction [f1; 5] lorsque les conditions suivantes sont réalisées :

1. ¢ se prolonge analytiquement sur un voisinage de Q = {2z € C; 6; < arg z < 6y} .

2. 3(C;7) € (R})?, V¢ €Q, [2(¢)] < Celdl .
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Domaine
d'analycité

de & Domaine
L d'analycité
0
\‘ de dd

N

Figure 1 : Devenir du domaine d’analycité, apres transformation de Laplace.

<2 1 1 L
~ Cp, B ~ — n n
H)=) e ;CH;H N S PO =3

n=0 n=

(fonction se prolongeant analytiquement
(série formelle sommable au sens au voisinage de R et & croissance
de Borel dans la direction ) . exponentiellement controlée) .
Développement o

asymptotique a l’infini.

S(3)(2) = L93(z) = / B0

(fonction analytique définie sur le demi-plan

{z€C; Re (e2) > 0}) .

Figure 2 : Procédé de sommation de Borel dans la direction 6 .
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T

Domaine 2

Domaine d'analycité de
d'analycité

de

Figure 3 : Resommation sectorielle.

Pour une telle série formelle, il est possible de faire varier la direction de sommation
entre 0, et 0, dans 'application du procédé de Borel. Il est alors naturel de se demander
quels liens existent entre les sommes de Borel correspondantes. Le théoreme des résidus
permet de répondre : elles se prolongent analytiquement 1'une et 'autre.f]

Ainsi, en recollant les différentes sommes de Borel obtenues en faisant varier 6 entre
6, et 6y, on définit une somme de Borel, notée S?1:%! définie sur le secteur angulaire

{z eC; —6y— g <arg z < —0; + g} . On obtient la ﬁgure (cf. page .

Ceci vaut tant que @ ne possede pas de singularité sur le secteur angulaire 2. Sinon,
le théoreme des résidus montre que la différence entre £2(3) et £ () n’est jamais nulle.
En fait, les sommes de Borel avant et apres la traversée d’une singularité ne coincident
plus : c’est 'apparition du phénomene de Stokes.

1.2 Rappels sur la résurgence.

Nous venons de voir que comparer les resommées sectorielles d'une série divergente
¢ uniformément Borel-sommable (dans un intervalle) nécessite d’avoir une connaissance
précise des singularités de ¢ = B(p) .

De maniere générale, I'une des idées phare de la théorie de la résurgence est de dire
que les séries divergentes provenant de problémes naturels (i.e. issues de I’étude d’équations
aux différences, d’équations différentielles, de dynamique holomorphe, ---) possedent
des transformées de Borel dont les singularités sont “analysables” et apparentées. Pour
mieux comprendre ces singularités, Jean Ecalle a alors développé, a la fin des années 1970,
un calcul différentiel sur une certaine classe de fonctions : le calcul différentiel étranger
agissant sur l'algebre des fonctions résurgentes.

Puisque dans tout le travail qui suit, nous n’aurons affaire qu’a des fonctions résurgentes
simples, nos rappels se limiteront a ce cas. Pour un exposé plus complet, nous renvoyons
le lecteur aux textes de Jean Ecalle (les trois volumes de [I5]), ou aux textes introductifs
[44] et [10].

2

Notons que ce ne serait plus le cas en ’absence de majoration exponentielle uniforme de @ .
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Singularités simples.

Nous dirons qu’'une fonction @, définie et holomorphe sur un disque ouvert D, possede
une singularité simple en un point w adhérent a D lorsque ¢ se représente au voisinage
de w € C sous la forme de la somme d’une singularité logarithmique en w, d'un pole
simple en w et d’une partie réguliere. Il existe donc C € C, ainsi que deux germes de
fonctions holomorphes ® et reg tels qu’au voisinage de w, 1’égalité suivante soit vérifée :

C 1 ~
S 2nC—w) gim 2\~ W) logl —w) Freg(¢ —w)

2(¢)
Nous noterons cette égalité plus simplement sous la forme :
sing,p = Co+® € C5 & C{¢} .

Ici, I'opérateur sing, désigne la prise de développement asymptotique au voisinage
du point w, tandis que § désigne un Dirac qui joue le role d’unité abstraite de ’algebre
de convolution.

Fonctions S-résurgentes, dans le modele convolutif.

Nous dirons qu’un germe ¢ de fonction holomorphe en 0 se prolonge sans fin sur C
lorsque, pour toute ligne brisée finie L, il existe un ensemble fini 2}, C L de singularités
tel que ¢ se prolonge analytiquement le long de tous les chemins possibles obtenus en
suivant L et en contournant chaque point de €21, soit a gauche, soit a droite.

Dans le modele convolutif, les fonctions S-résurgentes sont alors les germes en 0
de fonctions holomorphes se prolongeant sans fin sur C et a singularités simples.

1
Dans le modele formel, les fonctions S—résurgentes sont les séries formelles de —C[{—ﬂ
z ||z

dont la transformée de Borel est une fonction S-résurgente dans le modele convolutif.

—— simple —— simple . , .
Nous noterons RES et RES les ensembles de fonctions résurgentes simples

dans les modeles formel et convolutif.

pl

Dérivées étrangeres.
Nous nous plagons désormais dans le cas particulier ou Q = 2iwZ* .

e Pour tout w € 2, nous allons définir un opérateur linéaire “mesurant” les singularités
ple —— simple

au voisinage de 2 : A, : PTE\SSim — RES

Pour expliciter cela, fixons-nous w = 2imm € €1 .

3 Les fonctions S-résurgentes, dans le modele formel, sont nécessairement des séries 1-Gevrey :

—+o0

2(¢) = Z zs% est dite 1-Gevrey lorsque : 3(Co; Cy) € (R%)? , Vn € N, || < CoClin! .

n=0
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Pour ¢ = (415 ;€4(m-1)) € {+1;—1}™~1  définissons
le chemin () qui suit le segment |0;w| en contournant

les singularités intermédiaires 2ikm, +k € [1; |m| — 1], par 2i(m -
des demi-cercles centrés en ces singularités, le k-ieme disque
étant orienté sur le coté gauche de I'axe des ordonnées lorsque y
er = —1, et orienté sur le coté droit lorsque g, = +1 . B
—— simpl
L’action de la dérivée étrangere A, sur ¢ € RES 7 est alors .
- 6
définie par la formule :
(©)L4(e) -
R p(e)lq(e)! . R
A,(p) = Z 781ngw(con‘c7(a)gp) :
: 2in

e=(ex15 584 (m—1)) E{+1;—1}ImI~1

Ici, p(e) et g(e) désignent respectivement le nombre de signes

+ et — dans ¢ . De plus, cont,) désigne le prolongement

analytique de @ le long du chemin 7(g).

Remarquons que cette définition est cohérente au sens suivant : la valeur de A, (9)
n’est pas modifiée si I'on introduit de “fausses” singularités a contourner (nécessairement
en nombre fini). En effet, si y(¢) est un chemin ne contenant que les vraies singularités
de @ et si y(€) est identique a y(¢) mais contenant en plus une “fausse” singularité, alors
les prolongements analytiques de @ le long des chemins ~y(g) et (€) coincident. Il en est

alors de méme de leur développement asymptotique au voisinage de w.

e Dans le modele formel, nous définissons aussi 'opérateur linéaire A, (avec la méme
notation, le contexte permettant simplement de distinguer les deux opérateurs) par
le diagramme commutatif suivant :

—— simple —— simple

RES 2. RES

| g

—— simple —— simple

RES™ ° 2~ RES

e La définition précise de la dérivée étrangere A, est, certes, compliquée, mais il est
clair qu’elle agit trivialement sur une fonction réguliere en w. L’autre point important est
qu’il s’agit bien d’une dérivation relativement au produit de convolution (si I'on est dans
le modele convolutif), ou relativement au produit des séries formelles (si 'on est dans
le modele formel) .

2 Multizétas et multitangentes.

2.1 Les multizétas.

Les multizétas sont les nombres définis, pour les séquences (s1;---;s,) € (N*)", r € N*
vérifiant s; > 2, par les sommes suivantes :

zerror = Y 1
nlsl e anT

1<n,<---<ny
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Lorsque r = 1, ces nombres sont simplement les valeurs de la fonction ( de Riemann
appliquée aux entiers. Leur premiere introduction remonte a ’année 1775 lorsqu’Euler
étudia le cas des multizétas de longueur 2, dans son article désormais célebre [25]. Dans
ce travail, il a notamment démontré plusieurs relations remarquables entre ces nombres,
comme Ze*! = Ze3 ou plus généralement :

p—1
Vp € N* | ZZGP+1_k’k = ZePtl Zeptl
k=1

Bien qu’apparaissant ensuite de maniere sporadique dans la littérature, aussi bien en
mathématiques qu’en physique, nous pouvons dire que ces nombres sont tombés dans
I'oubli au XIX®™® siecle, ainsi que dans la majeure partie du XX siecle. Vers la fin
des années 1970, ils ont notamment été réintroduits a propos de I’étude des invariants
holomorphes par Jean Ecalle. Ces coefficients lui servaient d’auxiliaires pour construire
des objets géométriques et analytiques, des solutions d’équations différentielles, avec
des propriétés dynamiques. Puis, a la fin des années 1980, les multizétas sont apparus
dans plusieurs contextes mathématiques différents : ils furent 'objet d’un énorme regain
d’intéret, qui fut massif et décisif. Ces nombres commencerent alors a étre étudié pour
eux-memes.

Aujourd’hui, les multizétas interviennent dans des branches des mathématiques aussi
variées que :

1. La théorie des nombres (recherche de relations entre les multizétas, pour étudier
I'indépendance algébrique des valeurs de la fonction ¢ de Riemann appliquée
aux entiers ; dimorphie arithmétique) : cf. [I8], [49], [54] par exemple.

2. Les groupes quantiques, la théorie des noeuds ou la physique mathématique
(a travers l'associateur de Drinfeld, dont les coefficients sont les multizétas) :
cf. [5], [6], [29] ou [31].

3. La théorie de la résurgence et des invariants holomorphes (dans beaucoup de cas,
les invariants s’expriment sous forme de séries de multizétas) : cf. la premiere partie
de ce travail.

4. L’étude des diagrammes de Feynman : cf. [5], [6] ou [31].

5. L’étude de P! — {0; 1; 00} (& travers le programme de Grothendieck-Thara) : cf. [2§],
[30], [37] par exemple.
6. L’étude du “groupe de Galois absolu” : cf. [29] par exemple.

Actuellement, 'une des questions importantes est la compréhension des relations entre
ces nombres. Il en existe de nombreuses, issues notamment de leur écritureﬂ Les plus
importantes sont les relations de symétralité et de symétrélité (provenant respectivement

dt
4 Etant données les 1-formes différentielles wg = n et wp = T—¢ I'intégrale itérée

1

Wastor = / Way ** - Wa, est correctement définie lorsque (av;-- -5, ) € {0;1}" vérifie
0<t; < <t,<1

a; =1 et o, =0 . Cela permet de définir un moule symétral.

Les moules Ze® et Wa® sont alors liés par la relation :

sr=1] .. 1,001 -1

Vre N* | V(si;---;8,) € (NF)" | 59 >2, Ze® = Wal?'
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de la symétr(_zlitéﬂ du moule Wa?* et de la symétrg’litéﬂ du moule Ze®). Ces deux types
de relations permettent d’écrire (de manieéres différentes) le produit de deux multizétas
sous la forme d'une Q-combinaison linéaire de multizétas. On conjecture qu’elles
engendrent algébriquement toutes les autres relations liant les multizétas entre eux
(cf. [49] ou [54]). Cette conjecture, hors de portée aujourd’hui, permettrait notamment de
montrer I’absence de relation entre multizétas de poids différents, et donc la transcendance
de chacun des ((s), s > 2.

Bien que pouvant donner I'impression d’étre du domaine du folklore mathématique,
I’étude des relations entre multizétas est donc un probleme important.

2.2 Les multitangentes.

Les multitangentes sont les fonctions définies, pour z € C — Z, par les sommes :

Teror(z)= 30 !

—oco< N, < -<n1 <400 (nl + Z)Sl e (nr + Z)Sv- :

Ici, (s1;--+;8,) €S*={s€ (N*)"; s, >2et s, >2}.

Les multitangentes sont, en fait, une généralisation a plusieurs variables des séries
d’Einsenstein (tout comme les multizétas en sont une pour la fonction ¢ de Riemann),
définies par :

Ek(z)—zm keN—{0:1}, zeC—2Z.
nez
Les multitangentes semblent étre apparues en théorie de la résurgence pour la premiere
fois dans un texte de J. Ecalle. A notre connaissance, elles n’avaient jusque la jamais été
étudiées systématiquement pour elles-mémes, alors qu’il s’agit d’un objet mathématique
intéressant et tout a fait naturel.

Il nous a donc semblé utile de revenir sur cette étude, a la fois d’'un point de vue
analytique (pour appliquer les résultats obtenus au calcul des invariants), mais aussi avec
un regard algébrique. Il y a deux raisons a cela :

Un moule M®, défini sur un alphabet Q*, est dit symétral lorsque ;
Vg B) € ()7, MaME = N Mx.
y€sha(a;B)

Ici, sha(a;B) désigne le produit de battage des séquences a et S .

Un moule M®, défini sur un alphabet Q* possédant une structure de semi-groupe, est dit symétrel
lorsque :

Vi B) € ()7, MaMB = Y M.
Y€Eshe(a;B)

Ici, she(a; B) désigne le produit de battage contractant des séquences a et 8 .
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1. Ces fonctions apparaissent naturellement dans la premiere partie de ce travail. Nous
avions besoin de leur développement en séries de Fourier pour calculer les invariants,
mais aussi de les majorer, d’out une partie de I’étude analytique.

2. Ces fonctions sont intimement liées aux multizétas, comme nous allons le voir. Il était
donc naturel d’entreprendre, comme pour les multizétas, une recherche systématique
des relations liant les multitangentes entre elles.

2.3 Multizétas et multitangentes colorés.

Classiquement, on associ aux multizétas précédemment définis des “multizétas
colorés”, définis pour toute bi-séquence <§> € (Q/Z x N*)" de longueur r € N*, par :

S

ni Ny

6 2igpm
, avec e = e ke l;r].

(2707 .
Zelows) = 30 A G

nlsl .. .fn/Tsr
I<n,<---<ny

Cela sert a rigidifier la situation, tout en permettant aux structures de flexions de
jouer pleinement leur role a travers I’algebre de Lie ARI, et son groupe GARI (cf. [18],
[19], [49] par exemple) .

Nous ferons de méme avec les multitangentes pour définir les multitangentes colorées.

Pour toute bi-séquence (i) € (Q/Z x N*)" de longueur r € N*| celles-ci sont définies
parff :

€1, &r

Te(sl""’s’“)(z) — Z €1

(n+2)" (e +2)"

ni Ny
RN
T

—oo<n,<---<ny<+00

On pose ici, comme toujours : e = €™ ke [1;7r] .

3 Autour du calcul des invariants holomorphes d’un
germe de difféomorphisme de C tangent a I’identité.

3.1 Etude d’une équation aux différences.

1 1
Dans tout ce paragraphe, fixons-nous un germe de fonction holomorphe a € —C {—}
z z
et étudions I’équation aux différences dont I'inconnue est la série formelle ¢ :

Pz +1) —@(2) = a(z) . (3)

La résolution de cette équation va produire des fonctions S-résurgentes, qui seront
particulierement simples. Qui plus est, la méthode mise en oeuvre dans cet exemple,
convenablement itérée, nous sera a nouveau utile pour calculer les invariants holomorphes
des difféomorphismes tangents a l'identité et établira un premier lien entre ce calcul et

7 Plus précisément, 'expression est valable lorsque (€15 s1) # (0; 1) ; dans le cas contraire, on régularise

la série divergente par 0.
Plus précisément, I’expression est valable lorsque (1;s1) # (0;1) et (e,;8,) # (0;1) ; dans le cas
contraire, on régularise la série divergente en utilisant le théoreme 4 énoncé page

8
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d(z;R) <+t d(z;R) <1

Domaine d'eholomorphie Domaine d'holomorphie

(]
dez—4 ®)@) dez—L B
Domaine d’holomorphie de Domaine d’holomorphie de
la resommée sectorielle o™ . la resommeée sectorielle = .

Figure 4 : Illustration des complémentaires de D~ et D*.
les multitangentes.

e Une solution de vérifiera naturellement, en notant @ = B(¢) :

L e73(¢) = @(¢) = a(() , d'ott §(¢) =

2. { définit une fonction méromorphe sur C dont les poles ne peuvent étre situés qu’en
2imZ*, puisque @ est une fonction entiere s’annulant a I'origine et de type exponentiel
dans toutes les directions.

P . . . . T 1) - L al)

Ainsi, I'équation possede une unique solution dans ;C[[;ﬂ o =B (eC——1> .

Celle-ci est donc S-résurgente, et vérifie : A, = —a(w) = (1—e ¥)p(w) , pour w € 2iwZ* .
Ainsi, ¢ “resurgit” en la singularité w.

~ . . T T T 37
e De plus, ¢ est sommable au sens de Borel dans les directions 6 € } 3y [ U } 55 [ )
Le principe de resommation sectorielle donne donc deux fonctions analytiques, o™ et ¢,
solutions de et définies par :

a(Q) T _ a(Q) m™ 3T
g0+:£0<6_<_1>,0€:|—§,§|: et (2 —£9(6_<_1>,9€:|§,?|:.

En tenant compte des propriétés de la transformation de Laplace, et en notant d(z; ()
la distance de z € C a I’ensemble €2, on obtient deux solutions de 1’équation , toujours
notées o™ et ¢~ . Il existe alors une constante 7 > 0 telle que celles-ci soient analytiques
sur les domaines DT et D~ (cf. figure 4)) définis par DT =C —{z € C; d(z;R_) < 7} et
D =C—{ze€C; d(zRy)<T7}.

o

Mais, puisque DTND~ possede deux composantes connexes,
asavoir {z € C; Sm z > 7}et {z € C; Sm 2z < —7},
nous pouvons calculer la différence o™ —¢~ dans chacune de ces din
deux composantes connexes. Le théoreme des résidus fournit
alors, si 7y est le chemin d’intégration ci-contre :
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/@(OG_ZC d¢ = Z 2imRes (Z — % ; Qikﬂ') _ Z 2i7r/d(2ik7r)e_2ik” .

e 1
v k=1 k=1

Par ailleurs, il n’est pas difficile de constater que 'intégrale sur I’arc de cercle converge

—2ikmz

vers 0 lorsque R tend vers +o00. La convergence de la série Z 2ima(2ikm)e est aussi

k
acquise si Sm z < —7 . Ainsi, lorsque R tend vers 400, on obtient :

VzeC,Qmz<—7, ¢ (2)—¢p (2)=— Z 2ira(w)e % .

En procédant de fagon identique, mais avec un chemin d’intégration symétrique par
rapport a l’axe des abscisses, on obtient :

VzeC,SQSmz>7, ¢ (2) —¢p (2) = — Z 2ima(w)e ™ .
we—21mN*
+oo +o00
e Enfin, on peut remarquer que p*(z) = —Za(z +k)et o (2) = Za(z —k) .
k=0 k=1

1
Alors, si a(z) = —, bour p > 2, on retrouve une monotangente et son développement
z

en série de Fourier :

/ . +o0
— 9P ;
_% E kPt si Qmoz > T
p—1L1) k=1
(22'7.‘_)1? = —1_—2iknz ;
FEETD L mEsT
p —_— H
L k=1

3.2 Notion d’itérateur direct et d’itérateur réciproque.

On sait que tout difféomorphisme local f de C, ayant l'origine pour point fixe, est
formellement conjugué a un difféomorphisme du type f,, = exp(X,,,) - Id . Apres avoir
effectué pour des raisons techniques le changement de variable z = =1 envoyant 1'origine
a l'infini, le champ de vecteurs X,, , devient (en notant toujours 0, la dérivée ordinaire
par rapport a la variable z) :

1 z7F

=——20, .
bp pl+ pz—P

On vérifie facilement que 1'équation de conjugaison f ou = wo f,,, d’inconnue wu,
1 1

admet alors une unique solution formelle du type u(z) = z + ¢(z), ou ¢ € —C [[—ﬂ .
z z

Celle-ci s’appelle itérateur réciproque de f, elle est notée *f et vérifie par construction :

fo*f:*fofp,p- (4)

De méme, appelons aussi itérateur direct de f, et notons f*, 'inverse de *f . Il s’agit
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1 1
donc de l'unique série formelle du type v(z) = 2z + ¥(z), ou ¢ € —C H—ﬂ, vérifiant
z |z

vof=fy,0v.

Les itérateursﬂ “f et f* tirent leur nom d’un fait simple. L’itérée d’ordre w € C, notée

f*, est I'unique série formelle solution de I'équation f o f* = f* o f s’écrivant sous
1

1
la forme f*(z) = z4+w+u(z),ouu € —C [{—ﬂ . Celle-ci vérifie en fait : f* = *fol%o f*,
z z
ou I"(z) = z+ w . Autrement dit, U'itérateur direct de f conjugue la translation [*
a l'itérée d’ordre w, ce qui justifie la terminologie.

Le cas-type correspond au cas ol le champ de vecteur X,, , est le plus simple possible :
c’est obtenu lorsque (p; p) = (1;0). Dans ce cas, f,, devient alors : f, ,(2) = z+1=1(2) .
Son nom provient du fait qu’il est représentatif de ce qui se passe pour les autres classes
de conjugaison formelle. Dorénavant, nous nous placerons dans ce cas.

L’équation se réécrit alors sous la forme :

Pz +1) —@(2) =a(z+¢(2), ona(z) = f(z) = (z+1) . ()

On est alors dans une situation similaire a celle de 1’équation aux différences .
En effet, en développant a, le second membre de s’interprete comme une perturbation
du second membre de . De méme que précédemment, on peut appliquer le processus
de sommation de Borel & ¢. On montre l'itérateur direct et I'itérateur réciproque (qui sont
génériquement des séries divergentes) sont des fonctions S-résurgentes dans le modele
formel. Le calcul différentiel étranger permet alors d’analyser leurs singularités.

3.3 L’équation du pont, porteuse des invariants analytiques.

out comme dans le cas de I’équation on observe encore l'existence d’une relation
Tout dans 1 de I’ t 3), b I’exist d’ lat
simple entre la fonction S-résurgente *f et ses dérivées étrangeres. Il s’agit de 1’“équation
du pont”, qui s’écrit :

dans le modele formel : AL f(2) = A*f(2) , pour tout w € 2imZ* .

-~ ~

A, (5 - C*f(z)) , pour tout w € 2inZ* .

dans le modele convolutif : A, *f(2)

Ici, pour tout w € 2inZ*, A, est un opérateur différentiel d’ordre 1, de la forme
A, = A,0. ou A, € C ; § désigne toujours un Dirac jouant le role d’unité abstraite
de l'algebre de convolution.

Une telle relation exprime qu’'une fonction résurgente réapparait, légerement modifiée,
en chacune des singularités de son prolongement analytique. C’est un phénomene tres
générique qui justifie, apres coup, le terme “résurgent”.

Cette équation crée un pont entre le calcul différentiel ordinaire et le calcul différentiel
étranger, mais aussi entre l'aspect “phénomene de Stokes” (qui fait obstacle & une

9 Puisque les itérateurs sont des séries formelles dont on utilisera leur transformé de Borel, nous

devrions & priori les noter * f et f* respectivement. Exceptionnelement, nous transgresserons la regle
que l'on s’était imposée, a savoir indiquer le caractere formel par un tilda. Nous noterons donc
I'itérateur direct et I'itérateur réciproque par : f* et *f .
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resommation globale et oblige a se contenter d’une resommation sectorielle, du fait de
singularité(s) des transformées de Borel) et 'aspect “résurgence” (a travers les dérivations
étrangeres et I'analyse des singularités) .

L’importante suite scalaire des (A,),e2ixz+ est une suite d’invariants. Par invariance,
on entend conjugaison du difféomorphisme local f par un autre difféomorphisme local™].

De plus, cette suite forme un systeme complet d’invariants. Cela signifie qu’elle permet
d’énoncer une condition nécessaire et suffisante pour que deux difféomorphismes soient
analytiquement conjugués : deux difféomorphismes de C tangents a 'identité, d’invariants
(Ai)we%wz* et (Az})wGZin* respectivement, sont analytiquement conjugués si et seulement
s'il existe ¢ € C tel que pour tout w € 2iwZ*, on ait : A2 = e Al .

Enfin, cette suite forme un systéme libre d’invariants : la suite (A, )we2irzs cesse d’étre
un syteme complet des qu’on lui retire un élément quelconque.

S’agissant de fonctions, les qualificatifs “holomorphe” et “analytique” sont presque
synonymes. S’agissant d’invariants, on va leur donner une qualification bien distinctes :

1. Un invariant sera dit analytique (par opposition a formel) s’il est invariant
relativement aux changements de cartes, ou conjugaison analytique (par opposition
a la conjugaison formelle) .

2. Un invariant sera dit holomorphe s’il est fonction holomorphe du difféomorphisme
f, c’est-a-dire de l'infinité des coefficients de Tayloi'1].

Par exemple, lorsque le multiplicateur f’(0) vaut 1 ou une racine de I'unité (ce qui est
presque la méme chose), f possede des systémes complet et libre d’invariants analytiques
et holomorphes. C’est donc le cas des invariants (A, ),e2ixz+ - L’analycité est acquise
par un simple calcul de dérivée étrangere (cf. [15] par exemple), tandis que le caractere
holomorphe des invariants était déja essentiellement connu de Fatou et Julia.

Au contraire, lorsque le multiplicateur est e*™ avec  liouvillien, f possede bien
des invariants analytiques nombreux et non triviaux, mais aucun qui soit holomorphe.

Pour résumer la situation, la suite (A, )we2irz+ est une suite d’invariants analytiques
et holomorphes, générant un systeme complet et libre.

3.4 Des objets complexes, mais explicitement calculables.

Au regard de la propriété précédente, de nombreux dynamiciens posent régulierement
la question : «Peux t-on calculer ces invariants 7> Ils ont idée que cela n’est pas possible,
mais ils y attachent beaucoup d’importance et seraient tres heureux d’étre capables de
les calculer. En effet, ces nombres codent completement la dynamique du difféomorphisme.
Pouvoir les calculer numériquement, avec autant de décimales que 1’on veut, permettrait
alors de faire avancer beaucoup plus vite certaines questions.

Malheureusement, ces invariants holomorphes ont la réputation infondée d’étre pour
certains incalculables, pour d’autres tres difficiles a calculer. Une premiere explication
tient aux différentes causes de divergence en dynamique holomorphe. Il y en a trois :

10
11

Dont la valuation est strictemnent plus grande que celle de f, pour étre précis.
A Texclusion du premier coefficient non nul.
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la présence de petits diviseurs liouvilliens, la présence de petits diviseurs mécaniques ou
encore notre contexte. Dans les deux premieres classes, la situation est sans espoir. Dans
la troisieme classe, la situation est toute autre : le calcul explicite est possible, mais cotiteux
(a 'exception des deux premiers invariants) . Une autre explication de cette réputation est
liée aux méthodes géométriques que les dynamiciens utilisent, pourtant tres performantes,
mais assez mal adaptées dans ce contexte.

Bien entendu, méme si dans notre cadre, ces nombres sont calculables, ils n’en sont pas
moins tres compliqués. Il ne peut en étre autrement puisque les objets auxquels ils sont
liés (les ensembles de Julia ou de Mandelbrot), ainsi que leurs ingrédients, les multizétas,
sont tous tres complexes. Mais, par définition méme, ils sont parfaitement calculables.
La réalisation explicite de ce calcul est l'objet central de toute la premiere partie de
ce travail.

4 Meéthodologie.

4.1 Projet initial.

Le projet initial de cette these était le suivant :

1. Calculer les invariants holomorphes d’un difféomorphisme tangent a l'identité dans
le cas-type.

2. Produire un algorithme de calcul effectif avec évaluation du cotit de la n-ieme
décimale.

3. Etudier ce qui se passe lorsqu’on passe du cas-type aux autres cas, c’est-a-dire
lorsqu’on passe de la classe (p; p) = (1;0) a la classe de conjugaison générale (p;p) .

4. Ebaucher une étude de 'asymptotique des invariants holomorphes, ol les invariants
seront percus comme des fonctions autarqueﬁ des coefficients de Taylor du
difféomorphisme de base.

Finalement, le projet initial n’a pas été suivi intégralement. En effet, on s’est
rapidement rendu compte que les multitangentes possédaient des propriétés similaires
a celles que vérifient les multizetas. Il était alors intéressant d’étudier cette classe de

12 Les fonctions autarques sont, grosso modo, des fonctions entieres ¢(z)

(i) présentant des comportements asymptotiques simples a 'infini sur leur divers secteurs fondamen-
taux S;, e.g. ©(2) ~ €% ;(2), pi(2) € C[[z71]]

(ii) avec des séries asymptotiques p;(z) généralement divergentes mais résurgentes et resommables
et dont les dérivées étrangeres A, ¢; engendrent, collectivement, une algebre de résurgence finie.

Cette derniere propriété de cloture ou d’autarcie confere aux fonctions autarques comme un parfum
algébrique. Bien que transcendantes, elles ne présentent aucun aspect chaotique et se prétent a
une formalisation sans faille. Leur prototype est la fonction 1/T'(z). Inversement, le prototype des
fonctions non autarques est la fonction zeta de Riemann, dont le comportement dans la bande critique
semble défier toute tentative de formalisation.

Notons enfin que si I'on renoncgait a imposer aux fonctions autarques d’étre entiéres, en autorisant
poOles, ramifications etc, la notion engloberait la plupart des fonctions spéciales usuelles. Etendue au
cas de plusieurs variables, la notion couvre aussi toutes les constantes de Stokes des systemes lineaires
finis (envisagées comme fonctions des coefficients de Taylor) ainsi probablement que les invariants
holomorphes A, (f) des difféomorphismes tangents & I'identité, méme si, pour ces derniers, la chose
reste & prouver.
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fonctions pour deux raisons : pour leurs liens avec les multizétas et pour leur apparition
naturelle dans le calcul des invariants holomorphes.

Cela produit a donc abouti a deux parties indépendantes, une premiere qui ne couvre
que la premiere moitié du projet initial et une seconde qui le dépasse.

4.2 Liens entre les deux parties.

Bien que la premicre partie soit plutot de la dynamique holomorphe alors que
la seconde plutot de I'agebre (voir de 'arithmétique) , elles sont malgré tout intimement
liées. Précisons cela :

Tout d’abord, les deux parties utilisent les mémes outils : esentiellement le calcul
moulien pour les notations et ’analyse résurgente pour la substance.

Ensuite, le calcul effectif des invariants holomorphes d'un difféomorphisme tangent
a l'identité, fait intervenir des résultats analytiques importants sur les multitangentes :
caractere exponentiellement plat a l'infini, majoration géométrique sur C — R, emploi
du développement en série de Fourier des fonctions 1-périodiques Te®* " *. Précisément,
le moule des multitangentes définit quasiment le moule intervenant dans I'importante
contraction moule-comoule donnant l’expression des applications de corne. Cela fait
des multitangentes l'ingrédient de base des invariants analytiques. Avec ce regard,
la seconde partie de ce travail apparait donc comme une longue annexe de la premiere
partie.

D’un autre point de vue, I'arithmétique des multizétas a livré plusieurs de ses secrets au
début des années 2000, notamment dans certains travaux de Jean Ecalle. Ces avancées ont
été réalisées grace a des techniques issues de la théorie de la résurgence : 1'algebre de Lie
ARI et son groupe associé GARI y avaient déja été introduit, ainsi que les structures
de flexions. En ce qui concerne le calcul effectif des invariants, ces derniers outils
étaient inévitablement présents en trame de fond. Comme nous venons de le voir, I’étude
des invariants a nécessité I’étude des multitangentes sous des aspects analytiques ; il était
donc tout a fait naturel de faire une étude arithmétique des multitangentes, cette fois
vues comme objets algébriques.

Enfin, les invariants se lisent, dans le plan de Borel, au dessus de 2iwZ, et peuvent étre
calculés par déformation de contour intégral, car ce sont essentiellement les singularités
de l'itérateur réciproque du difféomorphisme de base. Cette idée induit des propriétés
(fonctionnelles) sur les multizétas. Par ailleurs, 'arithmétique des multizétas se traduit
simplement sur les multitangentes ; a 'inverse, de maniere nouvelle mais ne permettant
d’apprendre rien de nouveau sur les multizétas, I’arithmétique des multitangentes entraine,
elle aussi, une partie de 'arithmétique des multizétas. Des que 1'on s’est rendu compte
de ce dernier point, il était évident qu’il fallait explorer cette approche systématiquement
afin d’élucider si les relations quadratiques entre multizétas étaient retrouvées par 1’étude
des relations entre multitangentes.

C’est donc a travers 'origine historique de certains outils utilisés et de leur utilisation
en arithmétique, mais aussi par 'application des résultats d’une partie dans 'autre, ou
encore par des motivations, des outils et méthodes communes, que les deux parties de
ce travail trouvent leur unité.
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4.3 Démarche.

Les résultats obtenus dans les deux parties utilisent, de pres ou de loin, le calcul
moulien. Il s’agit d’un outil de calcul développé par Jean Ecalle au début des années
1980, pour les besoins de sa théorie de la résurgence. Un moule est “une fonction a
un nombre variable de variables”, ou si I’on préfere une fonction définie sur un monoide.
Le calcul moulien consiste en un systeme de notations commodes, muni d'un catalogue
d’opérations/phénomenes de stabilité de propriétés que I'on pourrait qualifier de “mode
d’emploi des moules”.

Le prototype des résultats démontrés a ’aide de cet outil est ce que 'on appelle
une “contraction moule-comoule” ou encore un “développement moulien” : il s’agit d’écrire
une certaine quantité F sous la forme d’une somme sur tous les éléments d’un monoide

libre : .
F=>" > M,

r=0 w=(wi;;wr)€Q"

Dans cette somme, notée plus simplement F = Z M“I',, ou méme F = ZMT. ,
weN* °
M?® et I'y désignent des fonctions définies sur un méme monoide libre €2*. Celles-ci seront
a valeurs dans une C-algébre commutative A et une A-algebre, potentiellement non
commutative. Cette derniere sera souvent L(A).

Le calcul moulien est un outil extremement commode. Nous pouvons voir a cela au
moins trois raisons. Tout d’abord, il permet de poursuivre les calculs la ou ¢’est impossible
avec les notations habituelles. Ensuite, il permet aussi d’obtenir des expressions explicites,
sous forme de développements mouliens. Celles-ci sont souvent inattendues et d’écriture
resserrée. Enfin, le calcul moulien permet de travailler dans des contextes hautement
non-commutatifs de maniere tout a fait similaire a un contexte commutatif.

En plus d’obtenir des expressions condensées, souvent difficiles voire impossibles a
obtenir autrement, le calcul moulien permet aussi de mieux comprendre la structure
interne des objets étudiés : il permet d’identifier naturellement leurs briques élémentaires,
les apparie les unes aux autres et isole les difficultés (les causes de divergence, par
exemple) .

5 Les résultats obtenus.

5.1 Reésultats obtenus autour du calcul des invariants holomorphes
d’un difféomorphisme local de C fixant ’origine.

De méeme que dans le cas de I’équation , I'itérateurs direct et l'itérateur réciproque
sont Borel-sommables et a chacun d’eux correspondent une vraie fonction. Cela permet
de contruire les applications de corne 7% et 7, définies pour z € {¢ € C;|Sm (| > C},
ou C € R* . Celles-ci sont 1-périodiques et leurs coefficients de Fourier sont tres simple-
ment liés aux invariants holomorphes.

Notre travail a consisté, non seulement a calculer, dans le cas particulier du cas-type,
les invariants holomorphes grace au lien évoqué avec les applications de corne, mais aussi
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a donner un algorithme de calcul numérique effectif du n-iéme invariant a la précision
voulue, ou encore a étudier la dépendance des invariants par rapport aux coefficients
de Taylor du difféomorphisme f. L’approche utilisée ici repose évidemment sur 'outil
moulien qui a permis d’obtenir un développement moulien des applications de corne et
donc d’en déduire I'expression explicite des invariants a travers le théoreme suivant :

Théoreme 1 :  Soit f un difféomorphisme tangent a l'identité, s’exprimant a l'infini
sous la forme a
n
f(Z) :Z+1+Zzn71 '

Donnons nous (Cp; Cy) € (R%)? tel que : Vn >3 | |a,| < CoCy™ .
Notons aussi : N3 ={n € N;n > 3} .
A, défini sur seq(N3) par :
Vs = (s15-++;8,) E N*, Ay =ag, - ag
A, défini sur seq(seq(N3) — {@}) par :
VS = (sh--;8") € O, As = Agr--- Ay .

ot

Alors :

1. II existe un moule 7°, completement explicite, défini sur
seq(seq(N3) — {0}), a valeurs dans lalgebre MTGF =
Vectg(Te2)ses+ tel que :

7T+: ZT§A§.

Seq*

2. Pour tout n € Z* il existe un moule 77 , explicite, défini

sur seq(seq(N3) — {0}) a valeurs dans l'algebre MZV =
VectQ(Qm)(Zeﬁ)&g; tel que :

VnezZ, Ap= ) ToAs.
SeQr—{0}

Rappelons que 8* = {s € (N*)" ; s >2et s, > 2} et St ={s€ (N*)"; s; > 2} .

Cette expression des invariants holomorphes est a 'origine d’un algorithme de calcul
numeérique des invariants holomorphes d’un difféomorphisme tangent a l'identité. Celui-ci
consistue notre principal résultat.

5.2 Résultats obtenus autour de I’étude analytique et algébrique
des multitangentes.

La premiere des propriétés prouvées concernant les multitangentes est élémentaire,
mais essentielle. Il s’agit de vérifier que MTGF = Vectg(Te2)ses+ est bien une algebre et
de donner les relations les plus naturelles liant entre elles les multitangentes :
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Propriété 1 : 1. La fonction Te? est correctement définie pour toute séquence
s € §* et est holomorphe sur C — Z ; elle converge uniformément

sur tout compact de C — Z et vérifie, pour tout (s1;---;s,) € S*
et tout z€ C—-7%2:

oTes &) PP T

T2 () = = Y siTenmmmsettonsmaia ().

i=1
2. VzeC—1Z,VseS, Tei(—z) = (—1)&Tes(z) .
3. Pour tout z G C-17, Te (2) est un moule symétrel, ie :
VzeC—Z V(a;B) € (892 ,Te*(2)Tel () = > Tel(2)
yeshe(a,B)
L’autre type de relation entre multitangentes est la relation de réduction. Elle permet

d’écrire toute multitangente comme Q-combinaison linéaire de produits de multizétas et
de monotangentes (i.e. de multitangentes de longueurs 1) :

Théoréme 2 :  Pour toute séquence s = (s1;---;5,) € (N*)*, il existe une famille
M1
(% )kefo;M] € <Vect@(ZeQ)gegi> explicite, avec M = IﬁlaX]]Sz,
- i€[1l;r
telle que :

max(s1;-;Sr)
VeeC—Z, Te*(z) =15+ Z riTeR(2) .
k=1
De plus : si s # 1", r € N*, alors rg=r;=0.
Dans le cas os = 1", r € N*, on a :

=0 sire2N.

r=0 sir¢g2N.

Par ailleurs, une renormalisation des multitangentes colorées a été effectuée lorsqu’elles
sont divergentes, i.e. pour des bi-séquences <§> € (Q/Z xN*)" telles que (¢1;s1) = (0;1) ou
(er; 8r) = (0;1). Cette renormalisation utilise les notations liées aux structures de flexions
ainsi que la “factorisation moulienne” de la fonction génératrice Zig® du moule Ze®

Théoreme 3 : Notons Qig®*(z) et 0°, les bimoules & valeurs dans H(C — Z) et C
respectivement définis par :

Qi9(3>(z) = _Te(l)(vl —z),sir=1.

0 ysir#1.
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0 ,sir =0 ou est impair.

(im)"

rl

, si r est pair non nul.

Considérons aussi les séries génératrices Zig® et Tig® des bimoules colorés
Ze® et Te® . On a alors I’égalité moulienne :

Vze C—7, Tig*(z) = Rig® + Zig™ x Qigl*l(2) x Zig® .

Nous avons montré plusieurs propriétés analytiques de ces fonctions :
1. Majoration du type |Te2(2)| < |f(2)|!8ll sur C — Z, ou f tend vers 0 & l'infini.
. Caractere exponentiellement plat a l'infini.
3. Calcul des coefficients de Fourier des multitangentes.

[\)

D’un point de vue algébrique, nous disposons :
1. D'un calcul de Te"™ explicite pour tout (n; p) € (N*)2
2. Du calcul de quelques autres multitangentes.
3. De propriétés arithmétiques simples comme la transcendance des multitangentes non
nulles, I'indépendance linéaire des monotangentes.
4. De méthodes pour traduire toute relation entre multizétas en des relations entre multi-
tangentes.

Quant a la question de savoir si les relations quadratiques entre multizétas peuvent
étre retrouvées par 1’étude des relations entres multitangentes, la réponse est négative.
Nous avons le résultat suivant, montrant que la réponse négative a cette question provient
des nombreuses relations de symétralité manquantes.

Propriété 2 : L’absence de composante Te! dans la réduction en monotangentes et
le diagramme commutatif suivant entrainent la symétrélité du moule
Ze® ainsi que des traces de son codage symétral.

multiplication
symétreéle

MTGF x MTGF MTGF
réduction®réduction
MTGF x MTGF réduction
multiplicationl
symétreéle
MTGF réduction MTGF

Enfin, des conjectures concernant une caractérisation des multitangentes convergentes
nulles, I'expression des multitangentes comme Q-combinaison linéaire de multitangentes
sans 1, ou encore une autre majoration analytique des multitangentes convergentes ont
été énoncées.
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Partie 1

Algorithmes de calculs des invariants
holomorphes.
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1 Introduction.

Considérons T = {f € C{z} ; f(z) = Xz + O(z*) ou A € C*} . Clest
le groupe (pour la composition) des transformations analytiques localement inversibles
admettant 0 comme point fixe. L'une des questions classiques de dynamique complexe est
la description des classes de conjugaison de T.

Trois cas se présentent alors, en fonction du multiplicateur A = f/(0) :

1. Cas trivial. Lorsque |A| € {0;1} (cas hyperbolique), il est bien connu depuis
Keenigs que f € G est holomorphiquement conjugué a z — Az (cf. [38], p. 77)

2. 1l s’agit du cas ot |A| = 1 et A = %™ n’est pas une racine de 1'unité i.e. ¢ Q
(cas elliptique) . C’est dans ce cas que la notion de petits diviseurs entre en jeu.

Petits diviseurs : conditions suffisantes. Siegel a montré que f € T est
holomorphiquement conjugué a sa partie linéaire si # n’est pas liouvillien, ¢’est-a-dire
lorsque 6 n’approche pas tres vite les rationnels (cf. [47].) : ceci est di a la présence
de petits diviseurs.

Pour les champs de vecteurs, Brunyo a donné une condition diophantienne de
linéarisation suffisante, plus précise que celle de Siegel et valable en toutes
dimensions. Peu de temps apres, Riissman a étendu cette condition suffisante aux
difféomorphismes.

Petites diviseurs : conditions nécessaires. Yoccoz a ensuite démontré que
la condition de Brunyo était suffisante pour la linéarisation des difféomorphismes
en dimension 1 (cf. [51]) Lui-méme et Perez-Marco, peu apres, ont montré qu’elle
était aussi suffisante pour les champs de vecteurs en dimension 2 (cf. [52]) .

3. Lorsque A = %™ est une racine de 'unité (cas parabolique), i.e. A est résonnant,
f n’est pas conjugué a sa partie linéaire z — Az (& moins que f ne soit d’ordre
fini, i.e. f9=1d) .

Le troisieme cas est de nature différente. On se propose alors de rappeler ici
la classification dans le cas parabolique. Cela permettra de donner une définition précise
de la notion d’invariants analytiques d’un difféomorphisme. L’approche sera résurgente ;
les références sont [15] (Vol. 2), [21], [33], et [44].

Ces rappels seront aussi 1'occasion de fixer les notations nécessaires aux sections
suivantes.

1.1 Germe de difféomorphisme tangent a ’identité.

Pour simplifier, on ne s’intéressera dans la suite qu’au cas ou A = 1 . Il s’agit de
la classe des germes f de C{z} tangents a l'identité. On la restreindra, sans perte de
généralité, en supposant que f”(0) = 2.

En effet, un calcul simple montre que la propriété f”(0) # 0 est invariante par
conjugaison. Quitte & conjuguer f(z) = z + ua? + a(z), avec u € C* et a € z*C{x},
par ¢(z) = uz, on peut donc bien supposer que f”(0) = 2.

Cela nous conduit a la définition suivante :

Définition : On appelle germe de difféomorphisme tangent a l’identité a
Porigine tout germe f € C{z} de la forme f(x) = x + 2% + O(z?).
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On appelle germe de difféomorphisme tangent a ’identité a infini
toute application f : z — f(z) conjuguée a un germe de difféomorphisme
. . - 1
tangent a l'identité a 'origine par z — —— .
z
Pour faire plus court, nous abrégerons souvent ces noms en “difféfomorphisme
tangent a l'identité”. La variable z sera réservée a un travail au voisinage de 0 tandis que
la variable z sera réservée au voisinage de l'infini.
Remarquons alors quun difféomorphisme tangent a l'identité s’écrira a l'infini sous

1 1
la forme f(z) =2+ 1+a(z), avec a € —C {—} Notons G I’ensemble de ces germes :
z |z

G:{Z|—>z+1+a(2); a(z)elc{l}}.

Z z

Il est alors clair que G est un groupe pour la composition.

Les six incarnations de ce groupe se présentant fréquemment sont, pour f € G :

Type de représentation Difféomorphisme Difféomorphisme réciproque

+00 +oo
A Torigine frx—=x (1 + Z an:v"> e <1 + Z bn:v">
n=1

n=1

+oo +oo
n bn
A Tinfini f:z'—>z+1+za—. flizrz—1+ — .
n=1 2" n=1 2"
+00 +oo
Exponentielle fit—t+ Z a,e™ . flitr—t+ Z b,e™ .
n=1 n=1

En pratique, toutes ces représentations sont aussi importantes les unes que les autres.
Néanmoins, c’est la représentation a l'infini que 'on sera amené a privilégier le plus
souvent, car, dans le cas le plus simple (que nous appelerons dans un instant le cas-type)
f et f~! seront conjugués a l: 2z — z+ 1 et [=! — 2z — 1 respectivement.

1.2 Classe de conjugaison formelle.

Rappelons que nous nous intéressons au probleme de la classification par conjugaison
analytique des difféomorphismes tangents a I'identité : étant donné (f; g) € G2, & quelles

1
conditions existe-t-il ¢ € (C{—} tel que po fopl=¢g7?
z

Commencons par traiter le probleme plus simple de la conjugaison formelle : étant

1
donné (f;g) € G, a quelles conditions existe-t-il p € C[{—ﬂ tel que po fopl=g?
z
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Pour répondre a cette question, il sera commode de considérer la représentation a
I'origine :

Propriété :  Soit (f;g) € G?
f(z) =2+ 2>+ 2%a(z) ,oua € Clz] .
g(z) =z + 2%+ 23b(x) , ot b € C[z] .
Alors : Jp € Cz], po fop ™ =g dans C[z] < a(0) = b(0) .
Remarquons que, dans cet énoncé, nous utilisons un abus de notation : on note de

la méme maniere ’ensemble des difféomorphismes tangents a l'identité a l'origine et
I’ensemble des difféomorphismes tangents a l'identité a 'infini.

Ecrivons {

+o0 +o00
Démonstration :  Ecrivons f et g sous forme développée : soit f(z) = Z fnx™ et g(z) = Z gnz" .
n=1 n=1

—+o0 “+o0
Fixons aussi ¢(x) = Z ona” =x + Z ona™ € Clz] . ¢ est alors inversible pour
n=1 n=2

1

la composition, de sorte que I’égalité o fop™! = g dans C[x] est équivalente & :

n—1 n
Vn >3, Z Z @kfpl"'fpk = Z Z 9kPpy " Ppy. - (6)

k=1 p1,,pp21 k=2 P11
p1+--+pp=n p1+-+pp=n

On peut alors montrer par récurrence que ’égalité donnée par la condition @
entraine :
VpeN, p>2, (p—2)¢p € Clyps] .

Ainsi, pour toute valeur de @5, les égalités données par la condition @ (lorsque
n > 4) détermine une unique famille (¢,),>2 et donc une unique série formelle .
Par conséquent, @ est équivalente a 1’égalité obtenue par la condition @ lorsque
n = 3, c’est-a-dire a f3 = g3 .

O

Cette propriété permet d’énoncer qu'un difféomorphisme tangent a 1'identité possede
un seul invariant formel. Il est simple de voir que si le difféomorphisme s’écrit a ’origine

z
Le coefficient 1 — a s’appelle le résidu itératif du difféomorphisme tangent a 'identité.

C’est I'unique invariant formel. La classification formelle se réécrit alors a l'infini : deux
difféomorphismes tangents a l'identité sont formellement conjugués si et seulement s’ils
ont meéme résidu itératif.

Ainsi, la classe de conjugaison la plus simple est celle ou le résidu itératif est nul :

1-— 1
sous la forme f(z) = z+ 2%+ az® + o(x?), alors & l'infini, f(z) = 2+ 1 + T, <—) :
z

1 1
tout difféomorphisme du type f(z) = 2+ 1+a(z), avec a(z) € 7@[{—}] , est formellement
22 7| 2z

conjugué a la translation [ : 2 —— z+41 . On dira qu’on est dans le cas-type lorsqu’on est
dans cette situation. Bien qu’étant la classe la plus simple, celle-ci résume parfaitement
ce qui se passe dans le cas des autres classes de conjugaison (éventuellement a quelques
difficultés techniques pres) .

On travaillera désormais uniquement dans le cas-type.
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1.3 Résurgence des itérateurs direct et réciproque.

Soit f un difféomorphisme tangent a l'identité dont le résidu itératif est nul, défini
par : f(z) = z+4+ 1+ a(z), avec a(z) € ;C{é} :

Le difféomorphisme f est alors formellement conjugué a [. Plus précisément, il existe

" I | L : -
deux séries formelles uniques p, ¢ € —Cﬂ—ﬂ définissant les itérateurs direct et réciproque
z ||z

- { flz) = z+9(2) .
par : . ~
[(z) = z2+4(2) .
Le théoreme suivant (cf. [15], Vol. 2, p. 321-322) indique qu’il est alors possible
d’appliquer le processus de sommation de Borel aux séries formelles ¢ et ¥ et que ces
dernieres sont des fonctions résurgentes.

Théoréme :  Soit f un difféomorphisme tangent a 'identité dont le résidu itératif est
1 1
nul, défini par : f(2) =2+ 1+ a(z), ou a(z) € —QC{—} :
z z
Alors,

1. Les itérateurs direct et réciproque définissent des fonctions
résurgentes dans le modele formel.

2. Pour chaque direction 6 € |0;7[ U |m; 27[, il existe une infinité de
plofoyp = 1.
pofop™t = 1.

3. Pour § = 0 (resp § = ), il existe un unique germe & l'infini,
prtofopy
p_ofop_ "t =1
développement asymptotique a U'infini ¢ (resp. ¢) .

germes a 'infini notés ¢ vérifiant {

noté o, (resp. ¢_) vérifiant { et ayant pour

Le troisieme cas définit les itérateurs sectoriels, que 'on note plus classiquement
fi, f2 " f,. et *f_. Leurs représentant formels f* et *f sont résurgents, et vérifient

les équations du pont (cf. §3.3)) :
Yw € UnZ* |, A, f* = —A, e @l
Yw € 2inZ* , A = A0, .
1.4 Applications de corne.
mt=flo*f_.
T = fi o *f+ .
Celles-ci sont toutes deux définies sur tout C privé d'une bande contenant 1'axe

des abscisses (cf. §4.4.1)) . Il est aisé de voir que 7 —id est une fonction 1-périodique dont
les coefficients de Fourier sont les invariants holomorphes de f .

On définit les applications de corne 7" et 7~ par :

Précisemment, il ne s’agit pas des invariants holomorphes A, (f), mais de Af(f) .
Ces derniers sont définis par 1'équation du pont A} f* = —Afe Ui ot AT est
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la dérivée étrangere définie comme A, mais en utilisant un seul chemin : celui qui
contourne les singularités par la droite.

Cette nuance technique n’est pas de grande importance puisque ’on sait que les A, (f)
s’expriment polynomialement en fonction des A} (f). Dans un soucis d’alléger les écriture,
on écrira dorénavant A, pour désigner A% (f) .

1.5 Notations.

Désormais, et ce jusqu’a la fin de la premiere partie de ce travail, on considere
un difféomorphisme f tangent a l'identité dont le résidu itératif est nul. Exprimons le

a 'infini sous la forme :
_ + S (L) An
f(Z)—Z—l—]_—f—’j/ (Z),OU’Y(Z)—ZZn_l-

n>3

On suppose que la série définissant vt est convergente au voisinage de 400, ce qui
s’exprime par :

3(Co;Cy) € (Ri)Z ; lan] < CoCy™ .

Notons aussi g(z) = f(z) =1 =2z +~1(2) ,de sorte que : f=1log.

2 Des développements mouliens.

L’objectif de cette section est d’établir une propriété ancienne (cf. le second volume
de [15], p. 422 et p. 427-428) . Nous en redonnons tout de méme la preuve, puisqu’elle
est centrale dans la suite de ce travail. Il s’agit d’établir une premiere expression des
applications de corne 7" et 7~ , & savoir les formules suivantes :

at(z) = ZU.Pj—-Z = z+z Z F:1,-~~,m'z

r>1 —oco<n,<---<ni<4oo

() = > Vo o= 2+ > Drn " 2

r>1 —oo<ny <+ <n,<400

Les notations nécessaires a ces formules seront expliquées au fur et a mesure.

2.1 Des opérateurs de substitution.

Lorsqu’on étudie un groupe, il est naturel de le faire par le biais de 1’étude de
ses endomorphismes. L’idée d’étudier un objet en étudiant des applications qui lui sont
attachées peut aussi étre valable pour étudier un élément particulier. On peut notamment
considérer 'endomorphisme ¢, : g — ggo -
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1 1
Puisque G = z + C[[—ﬂ = {z +p; pE C[[—ﬂ } est un groupe pour la composition,
z z

I’étude de u € G nous amene a considérer I’endomorphisme U de G défini pour g € G par

Ulg) =gou.
Pour des raisons techniques, nous préférons oublier la partie linéaire pour ne garder que
la série formelle a I'infini. Cela permet de considérer les opérateurs de substitution :

1
Définition : On dit que U € Endc¢ (C[[—ﬂ) est un opérateur de substitution
z

1
associé a la série formelle u € z + C[[—]] lorsque U vérifie :
z
1
V@GC[[—]] ,U-p=pou.
z

1
Remarquons que si u € z + CH—H, la composition ¢ o u ci-dessus est correctement
z
définie dans l'algebre des séries formelles grace a la formule de Taylor : elle s’interprete
_ )1 _ \k
wwl(’z) _|_ e _|_ (U(Z)TZ)QD(’{) (Z) + P puisque la famllle

(Z)> est formellement sommable.
keN

comme étant ¢(2) +
(u(z) — Z)k (k)
( Ko7

Les germes de difféfomorphismes étant notés par des lettres minuscules, on notera
avec une lettre majuscule 'opérateur de substitution associé. Cela permet de noter les
opérateurs de substitution associés a f, g, [, f* et *f de la maniere suivante :

ol =l o]~ dl] e ] -

o > pof © = pog ¢ > pol
P CH . CH By CH . CH
ya VA ya ya
o > pof* e > @po’f

On notera aussi Id 'opérateur de substitution associé a la fonction identité définie par :
1
VoeC|l-| , Id-o=¢p.
z

2.2 Deux opérateurs linéaires agissant sur les opérateurs de sub-
stitution.

Pour obtenir au calcul qui va suivre une expression de F*, on aura besoin de considérer
temporairement deux opérateurs agissant sur les opérateurs de substitution. Il s’agit de

L et G définis sur & (C[EH) par :
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o) = o) oD - o6l

Remarquons que £ est de valuation 0, tandis que G est de valuation 3, car Val(y*) =2 .

Enfin, il sera commode de considérer 'identité de & ((C[F]] ), notée Zd .
z

2.3 Remarques sur les notations.

Jusqu’ici, on a parlé de trois sortes d’objets :
1. Les fonctions test, qui sont des séries formelles a I'infini.

2. Les opérateurs de substitution, qui sont des endomorphismes formellement continus
sur l'algebre des séries formelles.

3. Les opérateurs sur les opérateurs, qui sont des endomorphismes formellement

continus de ¥ (C[Fﬂ) .
z

Pour distinguer simplement la nature de ces objets, on ne notera pas de la méme
maniere un méme type d’opération selon le niveau sur lequel il agit. Tout d’abord, on note
avec une majuscule caligraphiée les opérateurs sur les opérateurs, tandis que l'on note
avec une simple majuscule les opérateurs de subsitution et avec une minuscule (ro-
maine ou grecque) les fonctions tests. La composition sera aussi notée o ou ¢ suivant
qu’il s’agit de la composition des opérateurs de substitution ou de la composition des
opérateurs sur les opérateurs. On note tout de méme la composition des fonctions tests de
maniere traditionnelle, i.e. o car le contexte sera alors toujours clair. Enfin, I’évaluation
d’un opérateur O sur une fonction test ¢ sera notée O-p alors O(0O) désignera ’évaluation
de 'opérateur sur les opérateurs O sur l'opérateur O .

2.4 Expressions de F*.
2.4.1 Une expression de F* a priori non licite.

Nous disposons de relations simples liant entre eux les opérateurs de substitution.
Celles-ci ne font que traduire celles liant les fonctions associées a ces opérateurs. Notons
que 'ordre de composition est alors inversé. Par exemple, nous avons :

F=GolL. (7)

FoF*=F*olL. (8)

En injectant dans , cela permet d’écrire de nouvelles égalités. Nous y faisons
apparaitre la conjugaison de F* par L, i.e. L(F*), ainsi que 'opérateur G —Id pour pouvoir
traduire uniquement en termes d’opérateurs sur les opérateurs de substitution.

On a alors successivement :

GoLoF*oL ' =F*.
(G-=Id)o(LoF*oL ) =F*—~LoF*oL™'.
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(G —1d) o L(F*) = F* — L(F*) .

G+ L(F*) = (F*—1d) — (L(F*) —1d) = (L' — Zd)(L(F*) — 1d) .
(L' —Zd)  +G-L(F*)=L(F)-1d.

(Zd— (L7 —=Zd)™'+G) (L(F*) =1d .

Ainsi :
F* =L (Zd— (L' = Zd) ™+ G) "' (1d) .

Dans ce calcul, nous avons introduit 'inverse de £~ —Zd, donc implicitement 'inverse

1
de Zd — L . Mais, ce dernier opérateur n’est pas inversible dans .Z (CH—]]) . En effet,

z

L(A) conjuguant A par 1’“opérateur de translation” L, on se doute que celui ci sera de
“norme” 1, et donc que £L7! — Zd ne sera pas inversible.

Néanmoins, I'opérateur G augmentant de trois unités la valuation des objets sur
lesquels il agit, (L7 — Zd)™! o G sera de “norme” plus petite que 1. Cela nous invite &

poursuivre tout de méme le calcul en développant formellement (Id— (L~ =Zd)~'- Q)

en série de puissances, comme si (L1 —Zd) ™! « G était correctement défini, pour obtenir :

r>0

— I‘”Ll'(Z Z Env-.g.....ﬁm.g>(1d)'

r21l ni,ne>1

d’ou finalement ’expression formelle :

Fr=Td+> > L 'eGe...oLm+G(d). (9)

r21 ny,ne>1
Rappelons a nouveau qu’a ce stade, I'expression obtenue n’est pas justifiée.
Cependant, lorsqu’on veut retrouver f*, on applique id a cette égalité et ’'on démontre

. 1 . .
(cf. p.|69) que I'expression obtenue a non seulement un sens dans z + (C[[— , ais aussi
z

qu’elle détermine bien f* . Cette expression sera utile pour écrire f*, puis majorer ses
coefficients.

2.4.2 Une premiere expression de F*, sous forme de développement moulien.

1
On peut aussi remarquer que £ est un automorphisme de £ (Cﬂ—ﬂ) .
z

En notant, pour n € Z , I'l = L"(G — 1d) ainsi que pour n = (nqy;---;n,) € seq(Z) ,

It =T} o-.-oI'f | on obtient alors successivement :
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Foo= Id+Y Y L' eGe-s LM eG(1d)

r>1 ny,ne>1

_ Id+z Z L 1( _Id)o(ﬁnr_l.g....-ﬁ"l-Q(Id)))

r>1 np,ene>l

= 1+ > LN ((G=Td)) o (LrtmTeGe L2 e G e s L7+ G(1d))

r>1 niene>l

= Id+) ) i jo(LmtmrleGefrzege .o LM G(1d))

r>1 np,ne>1

_ + . +
= Ild+ 2 : E : Fn -1 ol ny_1+np—1 © © Fn1+-~~+nr71+nr—1

r>1 ni,ne>1

- Id_'_ E E Fn1+ tnp_1t+ny—1, np_14+n,—lne—1 -

r>1 ny,ne>1

Dot : F*=1Id+Y» Y I

r>1  (ny;ene)€(NF)T
0<nyr<---<nq

Cela permet d’énoncer :

Lemme :  Considérons le moule U$ et le comoule I'}” définis sur seq(Z) respectivement
par :
1,sin=0.
U} =14 1,silaséquence n= (ng;---;n,) vérifie 0 <n, <--- <ny .

0 , dans les autres cas.

r+—{ L£r(G—Td)o--oLM(G—1d) ,sin#0.

Id , sinon.

Alors, 'opérateur de substitution F* admet le développement moulien :

= ) UpTy.

neseq(Z)

2.4.3 Trois autres développements mouliens de F* .

Lorsqu’on a trouvé 1expre881on @D on a développé en série de puissances positives

I'opérateur (L£71 Id) . Il est aussi possible de le développer en série de puissances
négatives par I'expression (£L7! — Id)f1 = — Z L*
£>0

Ce nouveau développement peut remplacer ’ancien. Cela permet d’obtenir un autre
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développement moulien de F*, relativement au comoule I'} : F* = Z(U:)X’1 ry,
1,sin=0.
ou: U2 =< 1,silaséquence n= (ng;---;n,) vérifien, < --- <n; <0

0 , dans les autres cas.

En suivant la méme méthodologie que précédemment, on peut considérer un autre
comoule :

VnelZ, T, =L"(G!'-1d).
Vo = (ny;---;n,) €seq(Z), Ty =T, o---ol;

n np ny -

Cela mene a considérer les deux moules suivants :

V¢ défini par : Vn € seq(Z), Vi =U.

+ip

V* défini par : Vn € seq(Z), V2 = Ue
Finalement, on obtient les quatre développements mouliens suivant :

Fro= ) Usr = > (v,

= Y (Uyiry o= yover,

2.5 Expressions de F .

La relation f* o *f = id se traduit aussi en termes d’opérateurs de substitution en
renversant I'ordre : "FoF* = Id . Ainsi, F* et *F sont inverses pour la composition. Puisque
'l et Ty sont des comoules multiplicatifs{r_gl, nous déduisons des expressions précédentes
les développements mouliens de *F :

T o= OIS = YT

= D (WUHTT = Y (V)T

2.6 Expressions des opérateurs de substitution ¥} ,F* ,“F et *F_.

On a jusqu’ici considéré des opérateurs de substitution associés a des séries formelles.
On peut aussi considérer ceux qui sont associés a de vraies fonctions, notamment les fonc-
tions fy , f* , *f, et *f_ obtenues en appliquant le procédé de sommation de Borel a

fret*f:

13 Rappelons qu'un comoule I'y , défini sur 2*, est dit multiplicatif lorsque :

V(whw?) € (%)%, Tyl =Dy -
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P cH . CH R CH . CH |
z z z z
¢ > pofy ¢ > pofr’
P, C lﬂ . CH R C lﬂ _ CH
z z z z
© — gpo*_f+ © — o *f_

Dans les calculs menés précédemment avec f*, on a développé 'opérateur (£~ — Icl)f1

de deux maniéres différentes :

“+o00 “+00
(L =Zd)" = > LF on (LT1-Zd)t = =) LM
k=1 k=0

C’est le choix de cette expression qui donnera les expressions des opérateurs que 1’on vient
d’introduire.

Occupons nous en détail du cas de F7 :

On sait que f} est obtenue a partir de f* en appliquant le procédé de sommation
de Borel dans la direction de I'axe réel positif. Le calcul mené précédemment pour F*
permet aussi d’exprimer F} . Il suffit de choisir de manicre adéquate si 'on développe
les inverses d’opérateurs en série de puissances positives ou négatives. Dans le cas de F7 |
seules les séries de puissances positives sont licites. Effectivement, pour k € Z, 'opérateur
LF(G* —1d) “translate” vers la droite la singularité 0 de v+ de —k unités ; mais puisque
la fonction f est définie sur I'axe réel positiflﬂ, il ne peut y avoir de singularités sur
celui-ci, d’ou nécessairement k > 0.

On obtient alors deux expressions résultant du choix du comoule :

1. Pour le comoule T' | le développement de I'opérateur (E’l — Icl)f1 en série de
puissances positives fait apparaitre le moule U$ , d’oti :

F;=> U,

2. Pour le comoule I', , le développement de l'opérateur (L — Id)_1 en série de
puissances positives fait apparaitre le moule (V$)*~! | d’ou :

FI= ) (v

Finalement, en menant 'intégralité des calculs, on trouve les expressions suivantes :

14 Sauf dans un voisinage de 0 .
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F; = Y UL} = D (V)T

Froo= YUy = Y VeI,

Foo= YTy o= Yvir

Foo= Y UTY = > (v,

En particulier, on en déduit les expressions de l'itérateur sectoriel direct et de I'itérateur
sectoriel réciproque, la seule chose a faire étant détudier la convergence des séries :

fi o= Y UITI -z = Y vir .
o= Z(U:)Xflf’f-z

ZV:F:-z

foo= D WUz = Y VIT, -z

foo= Y UT!z = > (V)L -z

On étudiera la convergence de fi = ZU}r 'Yz & la section (cf. §4.1.2) sur

un domaine du type de Dt . Voici le principe de la majoration :
1. On constate que : ¥n € seq(Z) , I'f -z =L"""0 (G —1Id)o---oL™ o (G —1d)(id) .
2. En reprenant la résolution de I’équation aux différences finies p(z+1) —p(2) = a(z),

1 1
oua€ —C —} (cf. p. , on obtient deux solutions ©' et ¢~ respectivement,
z z

holomorphes sur DT et D™, s’écrivant sous la forme :

ot(z) = —Za(z—i—k) = (—ZLk> ~a(z) .
v (2) = Za(z—k) = (ZLk> ~a(z) .

k=1 k<0

+\n oo
3. En notant, pour n € N*, H = @8? °© <_ Z Lk) , on réécrit f7 sous la forme :
n!
k=0

fi=id+(Id—-L)"od) Y Hf o-oHS AT .

r>0 ni,ne>1
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4. Le procédé de sommation sectoriel de Borel s’applique. Si €2y est un voisinage
de eR, suffisamment petit, alors on a :

Vo€ | =252 | 3(Col6);Ci(0)) € (R}, WC €0y

Cela permet de justifier la convergence de la série fi = ZU; 'Y -z, mais aussi

70| < Co@yecnicr.

des sept autres séries donnant les itérateurs sectoriels.

2.7 Expressions des opérateurs de substitution II™ et I~ .

L’un des intéréts des calculs précédents est de permettre d’exprimer les applications de
corne w1 et 7~ comme fonction entieres des coefficients as, a4, - - - du difféomorphisme f.
Pour obtenir ces expressions, continuons sur notre lancée en utilisant les deux opérateurs

de substitution :
1 1 1 1
T - cH - CH oo CH CH
z z z z
© — pom’ © — pom

Les applications de corne sont définies par : 77 = flo*f_ et 7= = ffo*f, .
Ceci donne alors la factorisation des opérateurs It et IT™ :

It =*F_o F} , I[I-=*F,0 F" .

Puisque I'} et I', sont des comoules multiplicatifs, on en déduit alors les développements
mouliens suivant :

I* = “F.oF (Z U rf) o (Z Us rf) = ) (Ut xU)T] .

M- = *F.oF = (ZV;F,>O<ZV°F,> = > (VX VT, .

Définissons deux moules sur seq(Z) par U® = U xU® et V* =V?® xV? | c’est-a-dire :

1 ,sin=10
Ur=<¢ 1 ,sin=(ny---;n.) €seq(Z) vérifien, < --- <ny .

0 , dans les autres cas.

(1 ,sin=10

VeE=¢ 1 ,sin=(ny;---;n,) €seq(Z) vérifien; <--- <n, .

[ 0, dans les autres cas.

On obtient alors les développements mouliens des opérateurs de substitution IT* et IT~,
associés aux applications de corne % et 7 :

I = > UT! , m- = ) V'rI,.

On peut finalement énoncer la propriété suivante :

49



Propriété : Les applications de corne 7% et 7~ sont donndes par les expressions

suivantes :

nt(z) = ZU' Iyz = 2+ Z Z Ly o -2 (10)

r>1 —oo<n,<--<ni<+oo

() = > VIoz o= 2+ > Ly, -2 (11)

r>1 —oo<ny <--<np<+00

Ici, la notation I' - z désigne I'application de 'opérateur I' sur la fonction identité.

Démonstration :  Les applications de corne sont caractérisées par :

4+ 1) =7t(2) +1.
o ff=fL.
T (z+1)=7t(z)+1.
T ofi=f".

o Les égalités de composition résultent évidemment des développements mouliens
précédents :
mtofi(z) =F oIt -2=F o*F_o F] - 2=F] -z = fi(z).

1. 3¢>0, 37at € H(Sm z > ¢) vérifiant {

2. d¢>0, A7~ € H(Sm z > ¢) vérifiant {

o fi(z)=F oll” - z=F;o*F, o FX .2 =F" -z = f'(2) .

e La 1-périodicité de 7+ —idc résulte de la somme sur n € seq(Z), ot n, <---<nj,
ce qui autorise a décaler tous les indices de sommation d'un pas. Ce décalage
d’indice provient de : T -(2+1) = Frin+1,--»,n,,,+1 -z, pour (nq;---;n,.) €Z" .

En effet, les questions de sommabilité formelle étant simples a vérifier ici,

1 o
la formule de Taylor permet d’écrire, dans .Z (C[{ﬂ) :G—1Id= Z (") ay ,
z

n!
n>1

d’ott la relation anoncée.
Le calcul s’effectue de la méme maniere pour I'y , en notant g~ 1(2) = z +~v7(2) .

e L’holomorphie, le seul point nécessitant réellement des explications, résulte de
la convergence des séries donnant les itérateurs sectoriels. La méthode a déja été
renseignée précédemment (cf. p. et sera détaillée plus tard (cf. p. .

On montre en fait que la convergence des séries est normale sur les demi-plans
du type P+(C)={Ce€C; Sm (> C} ouP_(C)={CeC; Sm (< —C}, pour
C > 0 suffisamment grand.

O

3 Expression des invariants holomorphes en série de

multizétas et de 1’application de corne 7" en série
de multitangentes.

A partir de maintenant, on notera N, ={n e N; n > p} .
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Ecalle a déja indiqué (cf. le second volume de [15] p. 428-429) comment de 1'expression
de 7T, on en déduit celle des invariants holomorphes. Il s’agit de reprendre 'expression
, de développer l'expression de I‘a,,_ - z puis de permuter les sommes pour faire
apparaitre des multitangentes.

On obtient typiquement le résultat suivant :

;N

Théoréme :  Considérons la famille de rationnels HZ, ou (s;n) € seq(N3) x seq(Ny),
définie récursivement par :

n _g']| 1o’ i(s) (sk—1

HEoh = 2 sm) e (searia) - oy (— 1) 711 HG ( = <8’ - 1)) '
s’ € seq(Na2) k

n’n"=n , s'<s

[Is'[[+1(@”)=(Is||
si+1+H(n”)=|n" ]

Notons aussi A, le comoule défini sur seq(Ny) par :

Vn € Seq(N2) ’ Ag = Qpy """ Qn

ot

Alors, 'application de corne " est donnée par les expressions suivantes :

o= > Ag HY Te® (12)
(s;n) € seq(N2) xseq(N3)
l(n)>I(s)
[In||=|ls||+1
= Z Heg Te® (13)
s € seq(Na)
= > AT (14)
n €seq(N3)

Ici, les expressions et (14]) se déduisent de apres regroupement des séquences
n € seq(N;) et s € seq(Ny) respectivement. Remarquons que ((13) est une contraction
moule-comoule.

On se propose de détailler les calculs pour obtenir I'expression ([14]) .

Nous savons que les invariants de f sont les coefficients de Fourier de 7+ — id¢. Avant
d’aborder la question de leur expression, on explicitera 1'action de T'} sur une fonction
d’épreuve. On pourra alors reprendre l'expression pour en déduire une expression
des invariants, I'expression ((14)) .

3.1 Evaluation de I'] (idc) .
3.1.1 Description de ’action de T'}.

Lemme : Notons gg,; = 0% ((L”(v*))j) pour tout (d;n;j) € NxZ xN.

Notons aussi, pour tout r € N* et toute matrice i € M, (N) triangulaire
inférieure :
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r
Z ik,k_p,si OSpST—l.
k=p+1

0 , 81 p=r.

diag% =

Alors, pour tout n € seq(Z), de longueur r € N* et pour toute fonction

W | =

d’épreuve ¢ € C —ﬂ ona:

Z Z f[ gd;agzinnp \Jp . <adiag%J ()0> ) (15)

e gr>1 i1,1=J1 p=1 | |Z |
i2,1+1i2,2=J2 P,q *

i’!‘,l+"'+i7",1":j1"

La démonstration est tres simple et s’effectue par récurrence sur 'entier r. Bien qu’elle
ne présente pas de difficulté, nous en donnons les grandes lignes pour se convaincre de
la justesse de 'expression, mais surtout pour se familiariser avec les premieres notations.

Notons aussi qu’ici, I'expression s’obtient naturellement en sommant sur les lignes
de la matrice triangulaire inférieure i, mais il pourra étre utile de modifier 'ordre de
sommation afin d’effectuer la somme sur les diagonales de i (i.e. sommer & diagj, - - -,
diag! constants) .

Démonstration :  Initialisation : Pour r =1 , la somme donnant I'y(¢) se réduit a :

fman)” (0"¢) ,

Ji!

Z gdo nl,jl ajl ) _ Z

ji>1 Jj1>1

ce qui est exactement Iexpression de I'} () donnée par la formule de Taylor,

dans . (Cﬂiﬂ), de G—-1d :

SRV
G-1Id= ZL.) o .

z
j1>1 gt

Hérédité : Celle-ci résulte de 'application de la formule de Leibniz généralisée
exprimant les dérivées successives d’un produit de fonctions.

Supposons que l'expression || donnant I'y () soit vraie pour les séquences de
seq(Z) de longueur r € N* fixée. Considérons n € seq(Z) de longueur r, N € Z et

1
p e Cﬂﬂ . Pour tout j,4; € N*, on a
z

i +
o (T'g ()
1 87;7‘+1,7‘+1—p
T gd. i<r
= ) > X I 08 1.7
- P
G110t e L r b1 =41 J1,0 e 1 i1,1=J1 p=1 HZ |
i2,1+i2,2=J2 p.q -
: a=1
i1t r=Jr
1 : ST
X - ' alr+1,r+1+dlag5 7
lr41,r+1-
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1 '87;7‘+1,T+17p(g

1 roT di iSr >
Tl gl —p) iagp np,dp i
_ 2 : 2 : : ' H r+1l,r+1—p p % adlagogp ]
. . 7 .
1, dr2>1 11,1=J1 r+lrt+l p=1 HZ !
i2,1+i2,2=J2 P,q *

q=1

R e e L
et el 1 =41
s . , e . . . , .
Remarquons que 'on a désigné par i~" la matrice extraite de i définie par :
<r _ .
1" = (ip,g) moyel157]? -

On démontre alors sans peine I'hérédité voulue en utilisant 't (o) = T o T (),

puis la définition de FKI et enfin en regroupant les termes de méme nature.
O

3.1.2 Evaluation de I'] (idc) .
Remarquons tout de suite que I'évaluation de I'f (idc) nécessite des détails seulement
dans le cas ot n € seq(Z) — {0} . En effet, par définition de I'} , on a : T'; (ide) = idc .

Nous supposerons donc désormais que n € seq(Z) — {0} .

En partant du lemme précédent, il ne reste alors que deux choses a faire pour obtenir
une expression de I'} (idc), ot n € seq(Z) — {0} :
1. Expliciter la fonction g4, ; pour obtenir une expression de ©* écrite sous forme
moulienne.

2. Appliquer idc a Fg, i.e. décréter que diagé =1.

Effectuons ces deux choses successivement :

1. On note de maniére moulienne :

Vs € seq(N3) , Ag =as, -+ -as

_—

Vs €seq(Ns) , Vde N, b5 = (H§H —l(§)+d—1)

d
. 5 . + Qp . /7 71:
Pour ce qui est de gg,,;, 'expression v" (2) = Z - donne alors immédiatement :
2"
n>3
1 d +\j d 81+"'+8j—j+d—1 gy =+ Qg
F0U(0y) = (=t Y g P
81,85 >3
A
_ (_1\d s s
= (-1 Z bdZ||§H—l(§)+d
§€seq(N3)

l(s)=3
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Ainsi :

gony(x) = (1t Y DA (16)

[Isl|—i(s)+d
s € seq(N3) (Z + n)
l(s)=j

2. L’application de l'identité a I’ donne alors, si n € seq(Z) est de longueur r € N* :

) = 3 X (ﬁ—gdmi’i’””’m)-(adiagé ide) (2

Jiyegr2l dia=j1 \p=1 P
12,1+12,2=72 p,q
. q=1

7;7‘,1+"'+i7‘,7‘:jr

: gdiagpi,np,jp(z)
> > U=
Jiyegr2l da=j1=1 p=1 S
i2,1=J2 H lpg -
: q=1
ir,l+"'+ir,r—1:jr

dlagp dlagp b o Ag
-y x @™y )

sP||—I(sP)+dia;
== o E (2 4 )l +ing

Jo,nir21 . Zp,q . I(sP)=3jp
7;7‘,1+"'+Z"r,'r71:]‘7" q:1
’ N . s p
D’ou : dlagp diag?! v® | A
+(id - P “diagy < &
Liide)(z) = ) > H — —
= . 4 (z+n )H§”|I—l(§”)+dlag5
] J1 1 (s1; sr)e(seq(Ng))T 22’12]2 =1 P
P20 nar 2L gl Zgy e s i

lr 1+ +er 1=Jr

(17)

3.1.3 Introduction de notations mouliennes.

Pour simplifier ’écriture de la formule , le calcul moulien nous sera une fois de
plus utile.

Pour cela, considérons lalphabet seq(N3) — {0}. Nous désignerons les séquences
de seq(seq(Ng) — {@})) par une lettre majuscule, les composantes seront numérotées en
exposant et notées avec la lettre minuscule corespondante. Par exemple, on écrira
S =(s';--+;8") pour S € seq(seq(Ns) — {0})) de longueur r.

La longueur de S € seq(seq(N3) — {0})) sera notée traditionnellement /(S) ; le poids

1(S)
de S sera donné par |||S||| = Z s — 1.
i=1

Introduisons désormais deux moules intermédiaireﬂ, définis par :
(_1)l(§2)+--~+l(§r) sil(S)>2.

sgS =
1 ,sil(8) € {0;1} .

15 Plus précisement, un moule et un comoule.
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S) I(sP)

As = Ag - Ay = HHap sil(S) e N*.

- p=1 g=1
1 ,sil(S)=0.
Nous noterons plus simplement ’ensemble de sommation portant sur les entiers s , i3,

32, ", ir,y—1 al'aide de la notation ensembliste :
0 e .- 0
. i - :

triangle(S) = .2’1 | eM(N); VEe] Z =

iT,l T 7:7‘,7’—1 0

Enfin, pour toute matrice i € M,.(N) triangulaire inférieure, de diagonale nulle et pour
toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})) de longueur r € N*, on note :

r dlag"b ; 18 k k ool
si _ diagh (I[s™]] — U(s") + diagy —1)!
Bii - H p—1 T H
=1 .
g Hlp,q! ( H Ip.p—k > (|s*]] = I(s*) —1)!
q=1 p=k+1

Lorsque S est réduit a la séquence nulle, on pose BSi =1 .

3.1.4 Expression moulienne de I'} (id¢) .

L’ensemble des notations précédemment introduites permet de réécrire 1’égalité
beaucoup plus simplement. Rappelons qu’ici n € seq(Z) est de longueur r € N*. Ainsi :

IMEDIOESED DI o DS BS (H (z+n)|sp1||—z(sp)+diag£> As - (18)

S €seq(seq(N3)—{0}) ictriangle(S
I(8)=i(n)
U(s')=1

Notons que cette expression est analytique, puisqu’elle résulte de la formule et
de la permutation de la somme donnant l'expression de g4, ; avec la somme finie
portant sur triangle(S).

3.2 Quelques majorations intermédiaires.
3.2.1 Estimation du comoule A,

Rappelons que I'hypothese de convergence faite sur le difféfomorphisme f défini par

a

f(z):z+1+zz L
n>3

positives, telles que :

implique 'existence de deux constantes Cy et Ci, strictement

Vn e N, la,| < CoCy"

La remarque élémentaire VS € seq(seq(Ns) — {0})), 31(S) < ||| S||| permet d’obtenir
le lemme suivant :
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L\ HIS
Lemme : VS € seq(seq(N3) — {0})) , [As] < (C03C1> :

Démonstration : e Sis € seq(N3) — {0} est de longueur r, on a :

|Ag| < CoCy®t -+ CoCy® = Co"Cy eI

e Soit S € seq(seq(N3) — {0})) de longueur r .
Alors: |As| = [Agi|---|Agr]

Col B8N SN O IS = MM ++(SN) ¢, LIS I

1y IS L\ IS
(Cog) c, s — (Cogcl) _

IN

IN

3.2.2 Estimation d’un coefficient combinatoire.

On aura besoin d’estimer le nombre de séquences non vides de seq(seq(N3) — {0})),
de longueur [ et de poids p donné :

Lemme : 1.Y(p;l) € N>, 4{S € seq(seq(N3)—{0})) ; |[|S||| =peti(S) =1} < 27.

2.Vp e N, #{8S € seq(seq(N3) — {0})) ; ISl =p} < p2°.

Démonstration : 1. On a successivement :

{8 € sea(sea(s) — {01) ; IS =pet 4(S) =1}
= ﬁ{((sl;m;sl) (seq(Ns) — {0})’ leskllp+1}
= Y t{sesa)i i) =ritotn, sl =p+1}

e >1
+1
< 2

T3

S 3
+ =
-

I
L[4

S t{seseay) — {0} Us) =T, lIsl| =p+1}

Ty, >1
P14+ =L
pt1
3
- Z ﬂ{(sl;"';SL)GNL;$1+"'+SL=p—3L—|—1}
L=l 71, m21
r1+-+r;=L
2Ll ptl
3 3
B Z(L zHIl) (pL 21L> < Q2 <o

L=l L=l

2. On a aussi, puisque p > 2 :

#{8S € seq(seq(Ns) — {0})) — {0} : [IIS|l| = p}

eq(
Z {S € seq(seq(N3) — {0})) — {0} ; [||S|l|=p, I(S) =1} <p2~.
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3.2.3 Rappels sur les coefficients de Fourier des multitangentes.

Rappelons que les multitangentes sont des fonctions définies par les sommes :

Tz = Y 1 =

S1
—oo<n, <+ <Ny <+00 (n1 + Z) co (nr + z)

onzeC—Zet (s1;5:-+;8) €S ={s€seq(N;y); s1 >2et s, >2}.

1. Coefficients de Fourier des multitangentes convergentes.

b
Le développement en série de Fourier de z —— ﬁ est classique. On en déduit
an(mz

celui des multitangentes convergentes (cf. pour les calculs) en appliquant la réduction
en monotangentes (cf. p. m pour la premiere version, ou p. [145|pour la seconde version) .

On note :
T - Y stk —1
s (Tleo) (T (T (55 |-
=1 I=it1 =1 !
1#£i
k>0, j#i
Sjikj=k
r % o \k—1
~ (—2inm) s
Ty = QZWZ ( (k— 1)1 “ask
j=1 \k=2
On a:

Zﬁg e?"™ i Sm oz < 0 .
n<0
VseS*, V2eC—-2Z, Te¥(z) =
—27;5 e?"m 5i Im oz >0 .

n>0

On notera ce résultat de maniere abrégée sous la forme :

Te*(z) =€ Z T2 X" ol e = sg(Sm 2) |

ne>0

2. Majoration des coefficients de Fourier des multitangentes.

41
(s) ouse S*et ze C—R.

Z|H§H*l(§)fl ’

On dispose aussi de la majoration |Te2(z)| <
|Sm

En procédant de la méme maniere que pour la majoration effectuée a la page 169} cela
permet aussi d’obtenir :

73 < 41(s)

— cllsll=i(s)-1

Ve>0,VneZ, VseS*, e2elnim (19)
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3. Le moule 7e*

module

Modifions légerement la définition des multitangentes :

1
VseS*, Vz2eC—-7Z, Telli»%r(z) = E .
=4 9 z I emodulc (2) |n1 _I_ Z|Sl . |nr + Z|ST
—o0o<n,< - <nyp<+00

Te®

® . définit un moule de fonction 1-périodique, vérifiant les méme inégalités que
celles vérifiées par les fonctions Te® . En particulier :

5 s
Vse€ 8%, ,V2eC-17Z, | T2 0qume(2)] < (—) )

|Sm 2|
= 4l
vc > O ’ vn e Z Y v§ 6 S* 9 Eodulc,n S H H (l?)) 1 QC‘nIﬂ— :
cli8lI—H8)—

3.2.4 Etude des coefficients de Fourier de 7° .

La formule (18) et I'expression de ©* obtenue au paragraphe précédent (cf. p.
font naturellement apparaitre, c’est-a-dire par simple permutation de sommes, le moule

7 défini sur seq(seq(N3) — {0})) par :

(

id(c ,si§=@

s _ Yoo BT sils) =1,

ictriangle(S)

L 0 , sinon

ol pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})) et toute matrice i € M, (N) triangulaire

inférieure, on note o(S;i) = <||§k|| —I(s") + diagi)
1<k<r

Pour tout S € seq (seq(Ng) — {(Z)})), 78 est une fonction 1-périodique, holomorphe
sur C—7Z. L’étude de ses coefficients de Fourier est nécessaire a 1’évaluation des invariants
holomorphes. En fait, seul le cas ot S € seq(seq(N3) — {0})) vérifie S # 0 et [(S") =1 est
nécessaire : le cas ol S = () n’est pas & prendre en compte et lorsque [(S) > 2, 75 est nulle...

Fixons nous désormais S € seq(seq(N3) — {0})) — {0} vérifiant [(S) =1 .

1. Coefficients de Fourier de 75 .
Le développement en série de Fourier de Te® donne, toujours en notant € = sg(3m (2)) :

VzeC—Z, VS €seq(seq(Ns) — {0})) , 78(z) = ¢ Z Z B To8:i) 2inmz

ictriangle( S ) ne>0

= Zg Z B8 To8il) | c2inms

ne>0 ictriangle( S )
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Cela permet d’affirmer que les coefficients de Fourier de 78 sont, au signe pres, les 75 :

VneZ,VSe seq(seq(Ng) — {(Z)})) — {0}y, 78 = Z BSi ﬁo(ﬁ;i) .

ictriangle( S)
Donc :

V2eC—Z, VS € sealsea(Ns) — {0)) — {0} , I8") =1 = 78(s) = 3" 78 e

ne>0

2. Majoration d’un second coefficient combinatoire.
Esquissons ici I’étude d’un coefficient combinatoire qui apparait naturellement lorsqu’on

cherche a montrer directement la convergence de la série moulienne Z sg® 75 Ag
Seseq(sea(Ns)—{0))

ou lorsqu’on cherche a majorer le coefficient de Fourier 7 . Il s’agit du moule B°* défini

sur seq(seq(N3z) — {0})) par :

VS € seq(seq(Ny) — {0})) , BS = > B

ictriangle(S)

Notons qu’a priori ce coefficient combinatoire ne dépend que des valeurs de |[s!]|, - - -,
||§T_1H ) l(§1> L) l(§r_1> :

Fixons S € seq(seq(N3) —{0})) — {0}, de longueur r. Nous allons tout d’abord calculer
la série génératrice :

Fo(xg;--;mx.) = Z ( Z Bs’i>x2l2---xrlr .

l2,,1->0 i2,1=l2
i3,1+13,2=l3

i7',1+“'+i7',7'71:l’r

Pour cela, il suffit de reprendre a l’envers les opérations effectuées lors du calcul de

['f(idc) qui nous ont amené & considérer la notation ensembliste triangle(S) . On ob-
n r—1

tient une fonction analytique, en les variables s, - - -, x, sur le polydisque B { 0; — ;
,

les inégalités de Cauchy permettront de conclure quant a une estimation du coefficient de
2517 18" je. de B
JUE) g, ,le. de B2 .
Notons qu’ici, i désigne toujours une matrice triangulaire inférieure, a diagonale nulle,
dont les coeflicients sont les indices de sommation 451, 931, %32, - -, irr—1. Cette série
19 03,15 632, y bror
génératrice s’apparente quasiment a celle du moule B°, a longueur fixée.

Voici l'estimation obtenue :

sl
Lemme : VS € seq(seq(N;3) — {0})), 0 < B8 < % .

o~
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Démonstration :

Soit S € seq(seq(N3) — {0})). Notons aussi r = I(S) .

Avant toute chose, rappelons que les coefficients multinomiaux sont définis par :
S1 + ce + Sp _
81,7, Sr—1

Ceux-ci apparaissent dans la formule du multinéme qui est la clé du calcul qui va
suivre.

(s14+-+s)!
sl'sr‘ '

e Commencons par calculer la série génératrice F,.(zo;---;x;) .

Tout d’abord, la famille (B§’ix2i2v1x3i3v1+i3=2 e

est formellement sommable. Cela permet d’écrire successivement :

pirat i)

92,1 ,83,1, 5 ip,r—120

Fo(wo;-- -5 20)
— E E B§>l $2l2 . ler
lo, >0 i2,1=l2

>

92,1,%3,1, " 4rr—1>0 k=1

- ¥

di,ydr120

dy,-,dr_120
dy,-,dr_120

- ¥

di,dr—120

i3,1+13,2=I3

i1t r 1=y

r—1

[1

([s*]| = I(s*) + diagy — 1) !

T vt ) (I8l =168 — 1)1

p=k+1

% z2i2,1$3i3,1+i3,2 .. Irir,l+"‘+i7‘7r71

r—1 .
11 [I8"I = 1(") + di = 1
b1 Z.k—‘rl,l s T iT,T—k

>

i2,1+Fip r—1=d1

Gp—1,1F%r2=dr_2

r—1
i | I Z.k+1ik:+l,1 L xrir,r—k
ir,1=dr—1
k=1

r—1 k k
Z (HSZ || — l(§ ) +idk — 1) Tpp1 L g e
el PR k+1,1 y brir—k
—1
T (- )+ -1
dy,
k=1

>

i1+t g =dg

r—1 k k

— -1
H(Ils 1= 1) + di )(mﬁ...m)dk
k=1

. . xk+1lk+1,1 - xrlr,r—k
142,25 """ 5 brr—k

dy,

r—1 k k
—1 di—1
- I Z<|S l (§d)+ K >(xk+1+~~~+:cr)d’“
k=1 \d>0 F
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On trouve finalement :

1
et (1= (@pgr + - + 2

Fr(@g;-sar) = )=

e Notons R={(rg ...;7) € (R L5 ro+ - +r. <1} .
Puisque la fonction F,. est analytique sur U D(0;Rg) x --- x D(0;R;) , nous
(Rz;sRr)ER
pouvons utiliser les inégalités de Cauchy sur un polydisque D(0;Ro) x ---xD(0;R;.) .
Pour tout (zg;---;z,) € D(0;Rg) x --- x D(0;R,), on dispose de la majoration :
T 1
k=2 (1— (Rg+---+Ry))

|Fr(x2§ e 'er)| <

liskll-usky -

D’ou :

1 - 1
VS c Seq(seq(Ng)*{(b})) , O S ﬂ§ S e I(s" H [Isk||—i(sk) *
RQ(,)...RTL)kzz(l_(Rk_F..._FRr))7 e

e Le choixde Ry = ---

1
R, = — donne les inégalités :
T

r

¥S € seq(seq(Ng) — {0})) , 0<pS < pETHETT K T
k=2 -1 =l
(=
< Pl H .
pie (k _ 1)H§'H*l(§ )
< plisi-lst H _
- (k—1)
k=2
PllISI+3=[ls']] PR
< 2 — 2
N 7! 7!
O
3. Majoration des coefficients de Fourier de s
La majoration des coefficients de Fourier 7,2 fournit si S € seq(seq(N3) —{0})) — {0} :
41(8S)
=S S = 2c|n|w
Ve>0,YneZ, |7 < ﬂ*me .
s i+1
IS 620\n|ﬂ'
< 418 . (20)

Z(S)' C|H§I\I*l(§)*1

3.3 Evaluation des invariants holomorphes.

Rappelons que les invariants holomorphes d’un difféomorphisme tangent a l'identité
sont les coefficients de Fourier des applications de corne. Ayant I’expression a notre
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disposition, il s’agit d’évaluer ces coefficients de Fourier. Pour cela, nous pouvons utiliser
la formule intégrale.

Fixons n € Z . La convergence de la série étant normale sur les demi-plans P, (C)
et P_(C), on en déduit que, pour tout z € Pey)(C), on a :

+ o —2inm( d — n 4 d —2inm¢ d
/[Z;z+1] (W <C) C) ‘ ‘ /[z;z+1] Z FQ(Z C)(C) € ¢

neseq(Z)

Y / UR T (ide)(C) €2 dC
[2541]

r>1 néeseq(Z)
l(n)=r

(21)

La quantité Z / Ur Ty o (ide)(€) e~2"mC (¢ se calcule & l'aide du lemme
[z124+1]

néeseq(Z)
l(n)=r

suivant :

Lemme : Soient r € N* et C > 167‘2C0%C1 .
Alors, la fonction Z U= F; (idc) se développe en série de Fourier de

neseq(Z)
I(n)=r

la maniere suivante, ot 'on note toujours € = sg(Im z) :

Vz € PL(C), Z U™ T (ide)(2) = Z Z esgS 7.8 Ag | e
neseq(Z) ne>0 \ S€seq(seq(N3)—{0})
l(n)=r 1(8)=r
X 6—21',n7r(
Démonstration :  Notons y32(()=U2sg® Z B / = - d¢| As
o [z;241] [IsP || —1(sP)+diagy
ictriangle(S) H (C + np) P
p=1

pour (S;n) € seq(seq(N3) — {0})) x seq(N3) et z€ C—Z .

Vérifions tout d’abord que la famille ('yg’ﬂ(z))(ﬂ;g)eseqmg,)meq(seqm@f{o}) est

1(m)=1(8)=r

uniformément sommable sur P4 (C) et P_(C) pour tout C > 16r2Co3C, 2 :

> /52 (2)]

(S;n)€eseq(seq(N3)—{0}) xseq(N3)
(8)=l(n)=r
Ish)=1

X 1 2nm (Re z+t)
> S
S:n)c&seq(seq(N3)—{0 seq(N3) i€triangle(S 0 =P ] —U(eP) +dingp
AR B | (TR
I(sH)=1 p=1

np<--<ny
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1 .
B </ 2 O GHOTEl R (2 + 1) dt) [As|

<
Seseq(seq(N3)—{0}) ictriangle(S) 0
I(S)=r
Ish)=1
5 5 S_( U e (2 \IEN "
S B*d / e nim e (z () dt A§
sesealseq(My)—(0)) ictriangl(s) 0 VIm z
ish)=1
S 9 NEA 1 o (Re (2)4)
< X () Ml o)
Seseq(seq(Na)—{0}) 0
I(S)=r
7P 2 p 1 p+1
< Z( 2. 1>r|z<o )(00501)
p>3r—1 \ Seseq(seq(Ns)—{0}) ' SE
1(8)=r 1
I > (/ eQn‘n’(?Re (z)+t) da
0
1 1
< Co3Cy Z (4,@03(}1);) (/leQnﬂ(%e(z)H) dz)
rl2 g VSm z 0
< Coglzcl Z 47"00501)” (/162n7r(5)?e(z)+t) dt>
| 2 T 0
< +4o00.

Remarquons que nous avons démontré en méme temps, pour n € seq(N3) de longueur

ret C > 16r2Co5C,2, la convergence normale sur tout demi-plan P+ (C) ou P_(C)
de T (idc) -

Calculons désormais la quantité Z / ur T (ide)(C) e d( , pour
[

néeseq(Z) ziz+1]

l(m)=r
z € PL(C) ou z € P_(C) lorsque C > 16r2C3C12 . Pour cela, nous utiliserons
successivement les faits suivant :

1. La convergence normale de I'n(idc) sur P+ (C), pour intervertir les symboles
sommes et intégrales une premiere fois.

2. La sommabilité de la famille (152) pour z € P.(C)

(n;8) € seq(N3) xseq (seq(Ns)*{Q‘}))
o Um)=1(8)=r
ou z € P_(C), pour justifier une permutation de sommes.

3. La convergence normale de Te2 sur PL(0) , pour s € §*, pour intervertir a
nouveau une somme et une intégrale.

4. La définition des coefficients de Fourier afin de reconnaitre un coefficient de
Fourier d'une multitangente.
5. L’expression des coefficients de Fourier de 75 .

Ces différentes étapes permettent alors d’écrire :
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/ URTE L (ide)(C) e 3 de
[

neseq(z) z;241]

l(n)=r

—2inm(
: e
_ E E ' Ugsg§ § ' BSi / - .
O ; sP||—(sP)+diagj
nésea(z) Sesea(sea(N)—{0}) ictriangle(S [z32+1] lls b
I(n)=r 1(s)=r , l(sl)=1 - gle(8) (C =+ ’er)
p=1
—2inm(
: e
_ § § Uﬂsgﬁ § B§,A/ - .
S ; sP||—1(sP)+diagp
Séeseq(seq(N3)—{0}) n€Eseq(7) i€triangle(S [z:2+1] I p
1(s)=r , l(shH=1 l(n)=r - gle(8) (C =+ np)
p=1

= Z sgS Z Bﬁ,i/ Z gm e2inmt d¢| As
[z:2+1] néeseq(Z)

s .
. . sP||—1(sP)+diagi
Seseq(sea(Nz)—{0}) ictriangle(S I I NPl »
1(s)=r , 1(shH)=1 B gle(8) I(n)=r (C + np)
p=1

- ¥ w3 B / TeoS:m)(¢) e2m7¢ g¢) Ag
[z32-+1]

Séeseq(seq(N3)—{0}) i€triangle(S)
1(8)=r , i(shH=1

— Z Sg5< Z c BSi ﬁU(S;n))AS 7

Seseq(seq(N3)—{0}) i€triangle(S)
K)=r , Ush=1
o | sg(Smz) ,sin#0etsg(Sm z) =sg(n) .
one= 0 , sinon.
= Z esg® 78 Ag = Z esg5 70 As
Sesea(sea(Ns)—{0}) Sesea(sea(Ng)— {0})

1(s)=r , l(sH=1 (8)=r

Ainsi, ayant calculé les coefficients de Fourier de Z v I’;(id@), on en déduit

neseq(Z)
l(n)=r
son développement en série de Fourier :
Vz e P+(C), g U T (idc)(z) = E g esg® 78 Ag |
néeseq(Z) ne>0 \ S€seq(seq(N3)—{0})

(n)=r Us)=r

Notons que le choix de la période d’intégration des coefficients de Fourier, i.e. de z,
a été crucial dans la transformation d’écriture qui vient d’étre faite. Mais, ce choix
dépend a priori de r... L’indépendance des coefficients de Fourier vis-a-vis de la mériode
d’intégration permettra d’utiliser ce lemme dans 'expression (21)) .

Finalement, on peut donc écrire :
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/[ I (7T+(<) - C) 6_2””1( dC = Z Z / U2 F"' ,,nr(ld(C)(C) 6—2in7r( dC
Z;z+

r>1 néeseq(Z) [22+1]

= ¢ Z Z sgS 7S Ag

r>1 Seseq(seq(N3)—{0})
1(8)=r

e Y S A
Seseq(seq(Ns)—{0})—{0}
Remarquons que 73 est le moule nul, ce qui réduit la somme & 0 sin =0 .

On a alors la propriété suivante :

Propriété : A l'aide des notations précédentes, les invariants holomorphes de f sont
donnés sous forme d’une contraction moule-comoule :

Vn € Z*, Agirn = sg(n) Z sgS TS Ag . (22)
Seseq(seq(N3)—{0})—{0}

3.4 Evaluation de ’application de corne 7.

Gardons les notations introduites précédemment. En plus de celles-ci, notons, pour

reN,C, = Z sg§T§A§etC:ZCT: Z sg 18 Ag

§€seq(lSeQ(N3)*{@}) r>0 Seseq(seq(N3)—{0})

8)=r
Remarquons que des majorations du méme type que celles effectuées a la section
précédente permettent de donner les coefficients de Fourier de C,

Lemme : En notant ¢ = sg(Jm z), pour r € N* et C > 27‘CO%Cl, on a :

_ S ~S 2inTz
Vz e Pi(C), Co(2) =3, .50 E esgc 7,2 Ag | e .
Seseq(seq(N3)—{0})
l =r
Démonstration :  Montrons que Z Z sgS 7 8 Ag €*"™* converge normalement sur
ne>0 §Eseq(lseg§N73)*{W})

PL(C) et P_(C), des que C > 2rCo3C; :

Etant donné C > 27‘00%(31, on fixe ¢ € }QTC()%Cl ; C[ Nous utiliserons cette

valeur ¢ dans la majoration de 7, Tn . Les estimations données a la section
précédente permettent alors d écrire successivement :

HSI+t ogpn|r s +1
S ~S 2 r ¢ 3 B - N
58> Tn- As e < A — g (G0 G e
r C
) ako sl
< Shelggie [ e~ 2l (fSm ==
rl
) o ko I
< TZCT+100%01 (T 0 1) *an‘ﬂ—(c )
T
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s
4 Co3C
Or: Z TZCTHCO%Q <7“ OC 1) e 2Inlm(C—c)

Seseq(seq(N3)—{0})
1

s)=r

1 p
4r 1 rCo3C
_ r+le % § : E ' 0" ™1 —2|n|m(C—c)
= 7‘!20 CO3C1 1 ( B ) e

p>3r—1 \ Sesea(seq(N3)—{0})
(8)=r,|lI8]ll=p

2rCpC
= T+1 3 0 1 72\n|7r(Cfc)
= ,2 CosCr Yy ( )

p>3r—1

< +o0.
Cette derniere majoration montre bien la convergence normale de la série de fonctions

E E e sgS ?ng Ag e?"™2 Ainsi, on a bien le développement de Fourier

ne>0 Seseq(seq(N3)—{0})
!

S)=r

suivant :

Vr>1, Vze P:t(C) R CT(Z) = Z Z e Sg§ ?nﬁ A e2in7rz )

ne>0 \ Se&seq(seq(N3)—{0})
1

=r

O

On constate alors que, r € N* étant fixé, les fonctions C, et Z U= F; (id¢) ont

neseq(Z)
I(n)=r

les méme coefficients de Fourier. Nécessairement, ces deux fonctions coincident donc sur
I'intersection de leur ensemble de définition. Puisqu’elles sont toutes les deux holomorphes,
et définie sur des demi-plans du type P1(C), le principe du prolongement analytique
permet, si nécessaire, de les prolonger.

Alinsi, on en déduit que :

Corollaire : 1.Vr>1, Z U= F+(ld<c = Z sgS 78 As .
neseq(Z) Seseq(seq(N3)—{0})
l(n)=r 1(8S)=r
2.7T+—id@: Z U= F+ Zd(c ZC Z Sg§T§A§.
neseq(Z)—{0} r>1  Seseq(seq(N3)—{0})—{0}

3.5 Rappels des notations et énoncé du résultat.

Rappelons I’ensemble des notations introduites dans les sections précédentes et
nécessaires pour comprendre la formule donnant I’application de corne 7+ et celle donnant
les invariants holomorphes. Il s’agit de notations concernant les alphabets, les séquences,
les moules et comoules.

3.5.1 Notations.

Alphabets. Nous considérons les deux alphabets suivant :

Ny ={neN;n>3} : seq(N3) — {0} .
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Séquences. Une séquence de seq(seq(Ns) — {0})) est notée par une lettre majuscule
grasse et soulignée. Ses composantes sont notées en lettres minuscules grasses soulignées
et numérotées en exposant. Ainsi, pour S € seq(seq(N3)—{0})), on écrit : S = (s';--+;8") .

Voici d’autres notations relatives aux séquences, ot S est notée comme précédemment.

1. Lorsque s € seq(N3) ou S € seq(seq(Ns) —{0})), I(s) et {(S) désignent les longueurs
de s et S respectivement.

2. Le poids de s = (s1;---;5,) € seq(N3) est [[s|]| =s1 + -+ s, .
I(8)

3. Le poids de 8 = (s';-++;8") € seq(seq(Ns) — {0})) est [||S[]| = [s*| - 1.
k=1

Notations intermédiaires. Avant d’en arriver a définir les moules utiles, voici quelques
notations intermédiaires :

1. Pour tout r € N* et toute matrice i € M, (N) triangulaire inférieure :

T
. > ikpp o st 0<p<r—1.
diag} = ¢ W57,

0 , Sl p=r1.

2. Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})), de longueur r :

0 0
. . . k—1
triangle(S) = ¢ | ' T | e MU(N) s ke [2:0] ) in =Y
o 2
inl o Z‘7”,7“71 0

3. Pour toute séquence S € seq(seq(Ns) — {0})) et pour toute matrice i € M, (N)
triangulaire inférieure :

o(5:1) = (18] - (") + ding])

1<k<r

4. Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})) et pour toute matrice i € M, (N)
triangulaire inférieure :

@

) L
Bﬁ,i:H (|s*]] = 1(s¥) + diag, — 1)!

= ( Upp—k !> (lls*]] = 1(s") = 1!

p=k+1

Remarquons que les matrices triangulaires inférieures sont notées comme des séquences.
Il y a deux raisons a cela :

1. Ces matrices sont apparues comme des indices de sommations, comme c’est le cas
pour les séquences dans une contraction moule/comoule.

2. Ces matrices agissent a travers la quantité diag, qui se comporte exactement comme
la séquence (diagy ;- - -; diag?) lorsque s est de longueur r.
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Moules 1l s’agit de moules, a valeurs respectivement dans {+1 ; —1} et H(C — Z),
définis sur seq(seq(N3) — {0})) par :

VS € seq(seq(Ns) — {0})) , sg8 = (—1)!E) -+

VS € seq(seq(N3) — {0})) , 8 = Z BSi Teo8id)

ic€triangle(S)

Nous considérons aussi des moules qui sont les coefficients de Fourier des moules
1-périodiques Te® et 7° :
1. Pour tout n € Z et toute séquence s € §* :

~ L« i (=2inm)k=1 _,
n:mZ(ZWZm—k :

2. Pour tout n € Z et toute séquence S € seq(seq(Ns) — {0})) :
Z BSi 7\;0@;1) ,sil(sh) = 1.

Tn — i€triangle(S)
0 , sinon.

Comoules On définit enfin deux comoules par :
1. Pour toute séquence s € seq(N3), de longueur r : Ag = as, - - as, .
2. Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})), de longueur 7 : Ag = Agi -+ Ay .

3.5.2 Enoncé du résultat.

Ainsi, nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Théoreme : Soit f un difféomorphisme tangent a l'identité s’exprimant a l'infini
a
. o + \ - + o n
sous la forme : f(2) = z + 1+ 77(2), ou la série 7" (2) = g g est
n>3

convergente au voisinage de 400, ce qui s’exprime par :
H(CO;Cl) S (Rj_)Q , |an| < CoCi™.
Les notations précédentes permettent d’écrire :

1. La fonction 71 s’écrit comme une contraction moule-comoule :

ot = Z sgS 5 Asg .

Seseq(seq(N3)—{0})

2. Les invariants holomophes de f admettent I'expression moulienne
suivante :

Vn € Z*, Aginy = sg(n) Z sg§ 7/:7? A
Seseq(seq(N3)—{0})—{0}
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4 Majoration des invariants holomorphes.

Nous allons désormais mettre en oeuvre le programme esquissé lors de l'étude de
la convergence du développement moulien de f7, p. . Cela nous permettra de donner
une majoration des invariants holomorphes. Pour cela, on reprends les majorations
effectuées dans le second volume de [15] (cf. p. 313-317) en ayant le soucis d’optimiser
les constantes qui s’y trouve.

Cela sera essentiel pour la mise en place de I'algorithme de calcul des invariants proposé
a la section [6.3]

4.1 Majoration de f7 sur un demi plan.
4.1.1 Une expression de f*.

Les questions de sommabilité formelle étant simples a vérifier, la formule de Taylor

1 +yn
permet d’écrire, dans . (CH—H) G —1d = E S ') 07 . On en déduit alors, pour tout
z !

n
n>1
n € 7Z et tout z € C, que : (G —1Id) o L"(id) = (G — 1d)(id) .
Ainsi, pour tout r € N* et tout (ny;---;n,) € (N*)" ,on a:

LrrteGe oo fMeG(d)-id=L""0(G—-1Id)o---oL" o (G —1d)-id . (23)

Par ailleurs, nous avons vu dans l'introduction que I’équation aux différences

—~ o~ - ~ 1 1
L(®) — @ = a (i.e. sous forme développée $(z + 1) — @(z) = a(z)), avec a € —C {—},
z z

1 1 - a
admet une unique solution dans —(C[[—ﬂ , & savoir @ = B! (_ac(o 1) _
z z e —

1
Lorsque nous affaiblissons I'hypothese en a € —C —]] , cette équation aux différences
z z

- a
admet toujours une unique solution dans —C —]] , s’écrivant encore $ = B! (C(—<)1) :
z |z, e~¢ —
En effet, puisqu’avec cette nouvelle hypotheése @ est analytique dans un voisinage de 0 et

a()

e ¢ —1

s’annule en 0, ( — est aussi analytique dans un voisinage de 0, ce qui justifie

bien le caractere 1-Gevrey de 'unique solution formelle obtenue.

1 1 1 1
Par conséquent, l'opérateur Id — L : _QC[[_H — —C[{—ﬂ est inversible.
z Z ]|, z z];

On va pouvoir injecter 1’égalité dans I'expression @, puis utiliser le fait que G—1d
augmente la valuation d’au moins 3 et que Id — L est ici inversible (car 4 est analytique
au voisinage de 0) . Pour finir, on écrira G — Id a l'aide de la formule de Taylor. On en

1
déduit donc, dans CH—H , les égalités suivantes exprimant f* = F*(id) :
2

fro=id+y Y L lo(G-Id)o--oL™o(G—1d)-id

r>1l ny,ene>1

= id—i—ZL_lo(ZL”T>O(G—Id)o---o<ZL”1)O(G—Id)-id

r>1 ni>1 ny>1
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= id+» L'o(L7' =1d) " o(G—1d)o---o (L™ —=1d)™" o (G —1d) -id

r>1 .
= r fois

= id+(1d-L)"0Y <(G “1d)o (Lt — Id)ly_l o (G —1d) - id

r>1

— id+(1d—L)_loZ (Z (7;) oo (L1 —Id)—1> : oyt

r>1 n>1
= z‘d+(1d—L)1oZ<Z 0" e o (L~ —Id)1> At
- NJ z 7
r>0 \n>1

. _ _ Y _ 2\
= id+ (Id-L) 1(7+)+(Id—L)1oE <§ (n!)a o(L™! —1Id) 1) Syt
r>1 \n>1
On obtient donc le lemme suivant :

1 1
Lemme : Pour n € N* notons H : —(C[[ ]] — —(C[[—ﬂ
~1h 1

22

+\n
© — m({)" o(L™'—1Id)™*.

Alors, I'expression de f* est donnée dans z + CH—]] par :
z

fr=id+Id-L)"'(y)+(Id-L) o> > Hfo--oHy -4t

r>1 ni,ne>1

(24)

4.1.2 Expression de j/c\* = ans le plan de Borel.

f*) da
1 . . , :
Rappelons que lorsque a 6 — |I— (Id — L)"!(a) est I'unique solution de 1'équation
z

aux différences ¢(z) — ¢(z + 1) = a(z), dont 'inconnue est ¢ € %C[E]]l . Alinsi,
par passage a la transformée de Borel, on obtient B ((Id — L)~ !(a)) (¢) = 16_(?4 pour
tout a € ;C[Eﬂ .

De méme, B ((L_1 - Id)fl(a)> ) = . jjca(g) = j(f)l pour tout a € ;Cﬂﬂ]l .

Enfin, en utilisant les propriétés de la transformation de Bore]ﬁ, on a pour tout n € N*

et tout ¢ € %C[Eﬂ : B(H;LL(@))(C) _ ((7+)*n *6(8:’ o(L™t— Id)1(¢))> (€)

n!

(e ()

@™ désignera toujours la puissance de convolution, c’est-a-dire la fonction px -+ x ¢ .
—_———

16

n fois
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Ces trois faits regroupés permettent d’écrire :

(=9"
nl et —
On considére aussi l'opérateur H;' défini sur (C{(} par :

Lemme : Sin € N* on note Ef(¢) = 7 la fonction définie sur C — 2i7Z .

Hi () = (V5™ % (B - )

Alors, pour tout ¢ € C — 2inZ*, on a :

FO=00r 2D S S e ol (70 - 29

r>1 ny,ne>1

Remarquons tout de suite que la convolution, a priori formelle, apparaissant dans
la définition de l'opérateur H" peut étre remplacée par la convolution intégrale : toutes
les fonctions en jeu définissent des séries entieres en 0 .

~ T
4.1.3 Majoration de f* dans un secteur du plan de Borel du type |0;; 05] C } —5; 5 [

On suit ici la méme démarche celle exposée dans le second volume de [15] (cf. p. 313-

317), avec le soucis d’optimiser les constantes.

Pour déduire du lemme précédent une majoration de | j/"\*( ¢) — ¢'(¢)], il nous suffit
d’obtenir une majoration du module de chacun des termes dans la somme définissant
f(¢) -

Pour cela, soit (0;6,) € R? vérifiant T 0, < 0, <g . Soit aussi ( € Sp,.0,
ou Sy, g, désigne le secteur angulaire d’extrémité 0 et délimité par les angle 0, et 0y,
c’est-a-dire § = arg ¢ €]6;; 60, . Enfin, dans tout ce paragraphe, fixons ¢ € Sy, g, et notons
0 =arg( .

En vue d’une approximation des invariants holomorphes, nous supposerons aussi que
~T s’écrit sous la forme :

a N ;.
7+(z):ZZTL,ounoeNverlﬁenOZS.

n>ng

e On sait que la fonction x — est décroissante et majorée par 1 sur RT .

61‘ —
Ainsi, on a :

‘ C ‘ < |C| _ 1 ‘C‘COS@ < 1 €\C|c050 )

1—e¢ 1—eReC  cosh 1—ellleost = cogh

n Apin,
Par définition de 7", on a v(¢) = 0 ("~2  Alors, en utilisant
z; (n+n, —2)!

la majoration géométrique des coefficients a,, exprimant le fait que f est convergent,

. _— ng—2 C n n ny—2
on obtient : ‘w(g)‘ = CoCq™o |C|_ 21 Z; 1n|!C| < CpCyMo Leclld )

(no > (no - 2) !
/1 n n,—3
Ainsi, on en déduit : () CoCro_|¢[™ e(CrteosO)IC]
1—e¢ cosf (n,—3)!
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1 2"
e D’autre part, il est clair que : Vn € N* Vz € R, — <1 . On en déduit

nler —1

les majorations suivantes concernant la fonction E7 :

=

I<|™ 1 1 1 (|¢|cosO)™ 1
< < . — < .
n! e ¢ —1 = cos"@ nl eReC—1 — cosn6

e, B < L

n! eS¢ —1

e Il n’est pas difficile de voir, par récurrence, que si ¢ est une fonction définie dans
le secteur angulaire Sp, ¢, pour laquelle il existe (a; 8;n,) € (R%)? x N tel que pour tout

C€8p.0,, lpQ) < a&emg , alors :
n, !
’ 0,02 — (nny,+n-—1)! ‘
Il est tout aussi immédiat que si (nq;---;n,) € (N*)", alors :
HY o oH] (£)(0) —/ ¢ = =) B (21) < v e — ) EE(%)) p(z) dz -
0<zr < <21<( k=9

Ici, chaque variable d’intégration zj désigne un nombre complexe du type tze®, avec
0 = arg( . En paramétrant le domaine d’intégration pour nous ramener a un domaine
d’intégration réel, puis en injectant les majorations obtenues précédemment dans

cette expression, on obtient (en utilisant les notations condenséeﬂ :

(CoCy o) tFmar |¢rar(ng=ldne =2 (pp - 9) ™
(Cos 0)”1'” r

Hf o---oH (79)(¢)| <

C1/¢| Jnl(no_l)”"’m“(no_l) (26)

X
‘ (n0_2)! ’

oul'onaposé:J,, .., = / (1—t)™ Mty —ty)™ e (b — )" dty -+ - dty
0<ty < <t1<1

Cette derniere intégrale se calcule aisément, car on dispose d’une relation de récurrence
simple :

1
Jm’m’m+1 = / (1 _ tl)n1—1 (/ (tl . t2)n2—1 A (tr _ tr+1)nr+1 dto - - dtr+1) dty
0 0<tryp1<---<ta<ty

1
= Jn27"':nr+1 / (1 _tl)nliltlnz“(rﬂ) dty
0

(n1 — 1)'(712 + -+ n,,H)!
(T mgg)l 2

\ (ng =1 (n, — 1)!
D’ Y N* .,V y oy Ny N*Ta‘]ﬂl"'n: ’
ou: Vr e , V(na; - -5ny) € (NY) SR (ny+---+n,)!

17 C’est-a-dire en notant ny...,. = nq + - +n, .
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Finalement, en reportant ceci dans I'inégalité , on obtient, pour tout r € N* et
tout (ny;---;n,) € (N)”

if oo iy ()0 < AL GO (GO
ni /7 - n—2 <n1+"'+nr)<’)”b0—1>)! .

e De ces majorations, on déduit successivement :

COCln0’<|n0_2601|<| Z <w>nl+...+nr ]
(n0_2)"1—€7<‘ cos (<n1—|— +nr)(d_1))|

cos 6

r>1 ny,ene>l

|C|nO_3 C CoC n0|<|n0—1 S
< CpCyMo 1 ( 0C1 ) 1
(n, —2) ¢ ]1 — e~ C] ;; cosf (s(ng-1)) !
(L= )
i) €(NF)T

(n1;
n1+~~~+nr:s

_ Cocln()e (C1+cos0)[¢] ‘C|n0 s—1 COCan‘dno_l s 1
- cos 6 (n, —2) ‘ZZ r—1 cos — !
s>1 r=1 (s(n, = 1))!

_ C()Clnoe (C1+cos0)[¢] |<'|n0 QCOCInO |C|”Of1 s 1

- 2 cos (n, —2)! = cos 6 (s(n0 - 1)) !
Cocln0€(01+c050)|§| ‘C‘nO—S 2CoC1nO ﬁ

< — " -1

- 2cos b (no — 2) ! exp ( cos 6 > |C|
Coclnoe(c1+cose)|g‘| ‘<|n0—3 QC()Can L

< — ) —11 .

- cos 6 (n, —2)! P ( cos ) <]

Finalement, de toutes ces majorations, on déduit celle de ‘ﬁ(g ) —d'(C )‘ ;

ﬁ(C) _5/<C) < CoCy" |<|n0?; e(C1+Cos9)|C| exp ((M)Tb(ﬁ_l|<|> .

cosf (n,—3)! cos 6

On peut donc énoncer le lemme suivant :
Lemme : Supposons que le difféomorphisme f vérifie :

fz)—z—1=~%(2) = Za—" olt ng € N vérifie ng > 3 .

on—1 ’

nzng,
Considérons alors (6y;60y) € R? tel que _5 <l <y, < 5
Notons Sy, g, le secteur angulaire d’extrémité 0 délimité par les angles
91 et 92 .
Enfin, posons pour 6 €]6y;605] :
C()Clno + 20001 —1
0) = 0) = o (—) o
a(f) cos 0 ’ B(6) = Cr+cosb+ cos 0
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Alors, pour tout ¢ € Sy, ¢, vérifiant arg( =0, on a :

Fi0 -5 < aw Lo, 27)

4.1.4 Majoration de f sur un demi plan.

D’une maniere générale, on notera Py ¢ = {C eC; Re (Cew) > C} pour # € ]—z; z[

272
et C>0. R
Pour retrouver f7, il suffit d’appliquer la transformation de Laplace a f* pour

T
une direction 6 € ] 53 [ L’estimation fournit alors immédiatement :

) -7
Corollaire :  Pour tout 4 € } ERE { et tout z € Py 5+ (9)s On a:

a(0) .
(Re (ze) — B7(0))"

£(2) — 2] < (28)

1
4.2 Inverse dans z + Cﬂ—ﬂ
z
1 1 .
Rappelonsque z + C|| - || =< z+¢; ¢ € C|| - est un groupe pour la composition.
z z

Notre principale motivation pour tenter d’exprimer l'inverse d’un élément de ce groupe

, <, 7 . . . + * * - * %
est la nécessité de majorer les applications de corne 77 = flo*f et 7~ = fo*f . Pour
cela, nous aurons besoin de majorer les coefficients de 'inverse d’'un élément générique

1 [l 1

de id + —C{[—H, donc de id + (C[[—ﬂ . Cela pourrait se faire coefficient a coefficient en
z |z z

utilisant la formule de récurrence régissant les coefficients. Il sera plus commode de le faire

1
globalement. La réciproque de z + h(z), pour h € Cﬂ—ﬂ , sera donné par :
z

=IO (29)

n>1

Puisqu’il s’agit d’'une variante de la formule de Lagrange, il s’agit d’une formule
probablement classique de combinatoire. Néanmoins, aucune référence n’a été trouvéd™|

Indiquons succintement comment cette formule a été conjecturée :

Rappelons que dans C[X], I'inverse pour la composition de X — H, avec H € X?C[X]
est donné par la série de Von Neumann :

(X-H)"'=X+Ho (X+Ho(x+---)> :

18 Comme J. Cresson me I'a fait remarqué, [27] est une référence possible.
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Notons aussi qu’'un analogue pour l'inverse multiplicatif est donné par la méthode
d’évaluation des polynomes de Holder. Si H € XC[X], cela s’écrit :
+oo
(1-H)"'=) H'=1+HA+H1+--)) .
n=0

Dans ces deux cas, ’égalité provient de la résolution par point fixe d’'une des équations
régissant 'inverse.

Notre contexte est globalement similaire a ceux rappelés ci-dessus puisque nous avons
uniquement envoyé le point fixe des difféomorphismes a l'infini, a travers le changement

de variables x = — . Ici, les équations régissant 'inverse z + k(z) de z + h(z) sont :
z
k(z) + h(z+k(2)) =0, (30)
h(z) +k(z+h(2)=0. (31)

L’équation se préte bien a une méthode de point fixe pour I'application
contractante @ : p(z) — —h(z+p(z)) . Malheureusement, il n’est pas facile de décrire la
limite de maniére exploitable. Cependant, par approximations successives, I’équation ([30))
permet de poser une conjecture raisonnable, a savoir 1’égalité . I’idée maitresse, dans
Iapplication de la formule de Taylor formelle donnant les approximations, est
de regrouper les séries formelles de méme valuation (comme on le fait souvent avec
des composantes homogenes) . C’est alors I’équation qui va permettre de démontrer
que l'expression conjecturée est correcte.

Le prochain paragraphe est consacré a une démonstration de la formule (29)) .

1
4.2.1 Expression de ’inverse dans z + C[[—ﬂ : démonstration de la formule || .
z

On commence par énoncer un lemme, qui est aussi une variante non usuelle de
la formule d’inversion de Lagrange :

Lemme : Soit f(z) =z + Z a,x" une série formelle de C[X] .
n>0

Notons, pour p € Z, (f(x))? = Z Jpa®?

q2p
Alors, avec des notations similaires pour g € Clz] :

foglx)=a = frq= gg—q,—p :

Démonstration : Il suffit de démontrer le cas ot f € C{z}, ce qui permet alors d’utiliser la formule
de Cauchy. On a alors successivement :

1 dx—19 1 d(g(z))~?
foa = 5— (f@) — = 5— ab(r) ———"—
2im C(0;r) q 2w C(0;r) q
1 x)) 1
e L
T Jeo;r) q q
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On peut alors démontrer la formule :

Lemme : Soit (f; g) € C[z]*, que I'on écrit {
Si f

Démonstration :

f(x) =z +a(x), avec a € z*Clz] .
g(z) =z +b(x) , avec b € 2*C[z] .

og(x) =z, alors on a :

a(r) = %8’1_1(13"(30)) :

n>1

Considérons ¢, : (Ju] — (z] Pextraction du n-ieme coefficient d’une série for-
melle.

1

Transformons ’égalité f1 ; = —g_4,—1 donnée par le lemme précédent, pour ¢ > 2.
q

Elle s’écrit successivement :

—4q

Py-ale) = LxPoy(a+b@) = 1P o (14 42)
= CpsoPor 2t (<)
n+q—1)! n
= ano Prig ~1° %(_b(@)
= Zn21 Pq . (Zu( b(.%‘))”
a’ﬂ
Finalement, on trouve P, -a(x P, Z " pour tout ¢ > 2. C’est donc

n>1
que la formule annoncée est démontrée.

O

4.2.2 Application a une majoration dans le plan de Borel.

1
Dans tout ce paragraphe, étant donné h € C[[—ﬂ on notera k = Z ) ~——9" (") .
z

n>1

1
Un élément générique de z + CH—H sera toujours noté u = 1d+ h, de sorte que son inverse
z

soit u=t =id+ k .

On veux majorer v — ¢’ sur un secteur angulaire Sy, g, -

Le corollaire précédent permet d’atteindre cet objectif, moyennant la connaissance
d’une majoration de h sur le méme secteur angulaire. Avec les notations précédentes,

—1

ona:u ' —0 =k .En utilisant les propriétés de la transformation de Borel formelle
(cf. p. |14)) et le corollaire précédent, on obtient alors facilement :

RO = =3 Q).

n>1

Cela permet d’énoncer la propriété suivante :
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Propriété :  Soit (61;0) € R? tels que 6 < 6, et Sp, g9, = {z eC; argC e ]91; 0y [} )

Donnons nous aussi v =id + h € z + C[{
z

1
—ﬂ vérifiant :

(e Bno) € (R3)? x N, V¢ € Sp 0, , [U(C) = 0'(C)] < &E’ Al

0 .

Alors : V¢ € Sy, 0, ﬁ({) — 5'({)’ < a|7§l|”‘o exp ( (QOZW + 5) |<|) :

0"

Démonstration : Il suffit de majorer 'expression de k sur Sp, 9, . Pour ce faire, rappelons

la majoration élémentaire de h*™ sur un secteur. Si h vérifie la majoration

|h(¢ )\<a|<| e?I¢l alors on a :
* Txn n |C|nn0+n—1 B¢l
VneN", V(€ Sp,,0, 5 |h (C)’ﬁa me .
0 !
R |<|n(n0+2)72
On a alors successivement : |k(¢)| < nz;l a"n v T =1) !eﬁw
- n(n, +2)
|C\n (ny+2) &Pl
“n, Z ORIl
n, 2)
< K‘ Z n2n ny+2) K‘ n(no+2) B‘C‘ .
nO! = (n +2))!

On obtient alors immédiatement le résultat annoncé :

VC € 891,92 ) ’k(C)‘ ‘C|n exp ( (2a"0+2 +5) |C> .

4.3 Une majoration de “f_ sur un demi-plan.

L’expression est Paboutissement d'un calcul mené & 1'aide du comoule T'J.
Nous pouvons mener le méme calcul en partant, non plus du développement moulien

= Z U T mais de F* = Z Ve I, . Cela aura pour conséquence de remplacer tous

les “+” par des “—” dans les notations de v+, EX, Ht et H,—

Pour cela, notons :

1(z) = - t G'-ld= )8”
g ' (z) = z+ v (2), ce qui autorise a écrire : Z oy

n>1

E. , pour n € N*, la fonction définie sur C — 2inZ par : E_ () = A7

_ Y)" o _ 1 1
H, (p) = %GZ o(L—1d)~", pour ¢ € ;Cﬂgﬂl :

H: Popérateur défini sur (C{¢} par H; () = (f;:)*" * (B, - ¢) .
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Ainsi, apres calculs, on obtient les deux expressions suivantes :

fr=id+ (L-1d)' () +@L-1d) o> > H H, (v7) .

r>1 ni,;ene>1

Ve -2z, PO =50+ L L SN S i ool (7))

e¢—1 e¢—-1
r>1 ny, o nep>1

T 3
La propriété précédente (cf. p. permet d’écrire, lorsque 5 <0 <0y < 5

‘ |n0—2

VC - 891,92 , ?(C)) < CgClnohexp ((2 (Coc1n°)% +Cl>|<|> ,

0] < cooym o
YO < CoCy n,—2)1°

Les majorations précédentes s’appliquent alors a l'identique. Si Sp, ¢, est un secteur

puisque : V¢ € Sy, g, »

s 3
angulaire, ou 5 <f <by< > on obtient, pour tout ¢ € Sy, g, tel que arg( =0 :

COC]_TLO ‘C‘”o_‘g B o) |c| n %
= 2 0 0
| cos 8| (n, —3)! , ou 6 () Cit <C0C1 >

Fo) -9 <

<2C001”O

| cos 6|

)"011 . (32)

La propriété précédente (cf. p. permet de déduire de , pour tout ¢ € Sy, g,
vérifiant arg( = 0 :

7 / CoCyo [¢[™0~? CoCioNm=1 | =
FO-70] £ 7o <n0_3)!exp<(2<\cose|> +8 <9>)\<|>.

La transformation de Laplace permet alors d’avoir :

Lemme : Supposons que le diffeomorphisme f vérifie :

f2)—2z—1=~%(2) = Z In , o ng € N vérifie ng > 3.

nznozn—l
Fixons 6 € T 3T t ns :
xXons 535 | et posons :
C()Clno
0) = )
() | cos 6|
_ T% C()Clno no—1 2COC1 n
0)=Ci; +2(CoCi™ ) ° +2 0 —_—)
g ®) 1+<01> +(]cos€\) (]cos@])
Alors, pour tout 96]7; 3;[65 tout z € Py 5- 4, On a:
. a(f
() 2| < ) (33)
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Figure 5 : Illustration de domaine de définition des itérateurs sectoriels

4.4 Majoration de 7"
4.4.1 Domaine de définition de 7.

Rappelons que les domaines de définitions de f} et *f_, obtenus apres transformation
T
de Laplace d’angle 0 € ]O ; 5[ , sont les demi-plans Py 4+ () €t Pﬂ_eﬁf(e)(cf. figure } )
Il est maintenant grand temps de donner une raison (parmi de nombreuses) au fait que

la fonction 7 est correctement définie. Lorsque 6 € ]0 ; g[ et C > max (6+(0); I5; (0)),
on déduit de I'inégalité :
Vz € Prog,cN Poc, Re (*f_(2)e”)=Re (("f_(z) —2) €”) + Re (ze")

> —"f_(2) — 2| + Re (2€")

- alr — 6) Re (ze?
Z e ey — gyt e )
>___ o) +C.

— (C=p(@)?
+ - 04(9) +
On peut trouver C > max (ﬁ 0); (9)) tel que _(C — 5 @) +C>p (0) .
Pour une telle constante C, on aura : Vz € Pr_g c N Py.c , RNe (*f_(z)ew) > 5+(9) )
Non seulement cela montre que 7" est correctement définie sur l'intersection
des demi-plans Pr_g ¢ et Py ¢ (cf. figure @ , mais cela permet aussi de retrouver 7 sur
un demi-plan supérieur du type P, (c) = {¢ € C; Im ( > ¢} par 1-périodicité : en effet,
il existe une bande verticale de largeur 1, dutype { € C; Im (> A ,B_ < Re ( < B, },
contenue dans Pr_p c NPy, ¢ dans laquelle la composition ( fj; — id) o*f_ est correctement

définie (cf. figure [7)) .
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Figure 7 : Prolongement par 1-périodicité
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Figure 8 : Construction de la bande de largeur 1 contenue dansPFg’ 5 (0) NPo,c

2C 6
Une petite étude géométrique (cf. ﬁgure montre alors que pour ¢ > %,
sin
on peut calculer 7 sur le demi-plan P, (c) par 'égalité :
T = fo = (f —ide) o f_ +f_ | (34)

T
En considérant 6 E]—E ;O[, on retrouve de méme 7" sur un demi-plan du type
P_(c)={CeC; Sm (< —c},sic>0.

4.4.2 Majoration de 7" sur un demi-plan supérieur.

: T
Fixons 0 € ]0,5[.
a(f)

(z =B (0))""

et 'unicité d'une solution, notée Cy(f) de 'équation :
a(f)
(x =B (6))~?

Celle-ci vérifie : Co(6) > max(f (6); 3" (#)) . La minoration précédente permet alors

Par croissance de la fonction x — = — 5, on vérifie aisément l'existence

=57(0) .

€xr —

d’écrire : o)
. [0 .
Vz € Pr_g,co0) N Pa,co(0) » Re (*f,(z)ew) > _(C — 5 (9))"0_2 + Re (Zew) .
Alors, en partant de , cela donne une majoration de 7" — idc sur le secteur
angulaire Pr_gc N Pyc si C > Cy(d) . Plus précisément, pour C > Cy(f) et

2 € Pr_gcN Pyc,on aalors :

a(9) . a(0)
(Re ("F_(2)e®) — B7(0))" " (Re (2€im=0) — 3 ()"

77 (2) — 2| <

< 04(49) 04(9)
N (%6 (Zew) — CO(Q))”O_Z (C — B (9))710—2

a(6) al)
S (C= GO (C- Gyl
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Ainsi :
2a(0)
(C—Co(0)™ ™"

VC > Co(0) , V2 € PasgcN Poc, |17(2) — 2| < (35)

4.5 Majoration des invariants holomorphes.

Puisque les invariants holomorphes de f sont les coefficients de Fourier de 7+ — idc¢ ,
I'inégalité (35)) permet d’en déduire une majoration des invariants holomorphes. Lorsque
2 € ProgcNPycesttelque z+16€ PrgcNPyc,ouC>Cy), onen déduit alors
que :

2a(0)
(C— Co(6))"

Il ne reste plus qu’a optimiser cette majoration pour obtenir :

vn € Z* ) ‘AQiTLﬂ" S

62n7‘r§m z (36)

T
Propriété :  Pour tout 0 € }O; 5[ et tout n € Z*, on a :

| Aninr| < 20(6) exp <m (200(9) + cos9)> (( Senm )no—2 |
(

sin 6 n, — 2)sinf

Démonstration :  Nous allons effectuer plusieurs optimisations de I'inégalité , a savoir :
1. Sur z € Pr_g,c N Po,c tel que z+1€Pr_gc N Py c.
2. Sur C > Cy(0) .

0
e Fixons tout d’abord C > Cy(8) et 6 € }0; 5[ .
Le choix de z minimisant la majoration est celui minimisant Sm z .
Les figures [7] et [ permettent de choisir :

) 1 1 2C +cosf

sin 6 + 2tanf 2 2 t 2sin @

On obtient alors :

YneZ*, |A,| < 2a—w)n_2cxp (nﬂ' <2C+COSG)> .
(€= Colb))™ sing

e Optimisons désormais sur C > Cy(0), toujours avec 6 € ]0; g [ .

Si (a;b) € (R%)?, la fonction z +— atteint son minimum sur ]a; 4o00[

(x —a)™

—2)siné
ena+ 2o Ainsi, le choix de C = Cqo(6) + (n, —2)sinf donne, pour * 6 € }0 ; z [
b 2nm 2
et neZ":
2Cy(0) + cos b 2enm o2
Al < .
|A,| < 2a(0) exp (mr < g (n. —2)sin@
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5 Une estimation conjecturale du moule 7°.

Commencons par rappeler la définition du moule 7° . Pour tout z € C — R et toute
séquence S € seq(seq(N3) — {0}) on a :

75(2) — Z B Te"@vi)(z)

ictriangle(S)

- Y S ST

18P 1| —1(sP) +ding}
ictriangle(S) l(r?)E:Zl:s) p=1 (Z + np) ?

On verra (cf. §7.1.1} page [166) que, pour tout z € C — Z et toute séquence s € S%,,

on a ¢

Al(s)
[Te3(2)| < ISm 2 sl—i(s)
. S 41(s)B2 . .
ulsque, pour z —R,[m7(2)| < ——, cela entralne la majoration simple
P eC—-R,|m2(2)| < S o[ la ent 1 jorat 1

suivante :

E

AlS) — K(S)

l(g)'z ‘gm Z|H§H—l(§)

Lemme : VS € seq(seq(N;) — {0}) , V2€ C—R, |75(z)| <

Comme nous allons le voir, cette majoration est grossiere. L’objectif de cette
section est d’étudier une conjecture donnant une estimation plus fine que celle tout juste
énoncée. Nous verrons comment elle permet de retrouver les expressions des invariants et
de I'application de corne 7" ; mais nous verrons aussi comment elle permet d’estimer la
vitesse de convergence de la série moulienne correspondante. Enfin, nous donnerons de
nouvelles expressions de 75, pour S € seq (SGQ(N3) - {Q)}) afin d’étudier des cas particuliers
de cette conjecture.

5.1 Premieres remarques sur le moule 7°.

Commencons cette section par quelques remarques simples sur le moule 7°. Nous
reviendrons sur la derniere d’entre elles :

1. Le moule 7°* ne possede pas de symétrie, ce qui explique 1’absence de voyelle dans
son nom. En effet, ce moule est défini non pas sur un alphabet simple comme
le sont les moules symétra/els, mais sur un alphabet dont les lettres sont des mots
construits sur un autre alphabet. Un tel alphabet pourrait étre qualifié de seconde
espece.

Néanmoins, il est possible de multiplier 78" et 78” entre eux, par symétrélité de Te®.

2. Les multitangentes apparaissant dans le moule 7° sont de valuationm supérieure a 2.
Cela signifie qu’elles sont du type Tes, avec s; > 2, pour tout 7 € [1; I(s)].

En particulier, celles-ci sont donc toutes convergentes.
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3. Les multitangentes apparaissant dans le moule 7* sont toutes de méme poids. Cela
1(8)

permet de définir le poids de 78 comme étant l'entier ||| S ||| = Z ||Sk|| — 1, mais

k=1
aussi de justifier a posteriori la notation ||| - ||| .

4. Si S € seq(seq(N3) — {0})) est de longueur r € N*, la fonction 78 apparait comme

. . 1 1y ... T _ g .
une perturbation de la multitangente Tells'[I=s)Is"[I=s")  Nous verrons plusieurs
expressions de 7* allant dans ce sens.

5.2 Estimations conjecturales.

Rappelons qu’on a démontré I'égalité 71 = Z sgS 78 Ag (cf. &} ce qui
Seseq(seq(N3)—{0})
garantit automatiquement la convergence de cette série.

Notons d’ores et déja qu’établir directement cette convergence est délicat. Cela nécessite
d’avoir une majoration fine du moule 7°*, donc des multitangentes.

Les estimations données au paragraphe précédent ne permettent pas de redémontrer
sa convergence normale sur un demi-plan du type P+ (C), pour une constante C > 0.
En effet, ces estimations ne peuvent pas faire mieux que d’affirmer la majoration suivante :

1(s)"=" 41(8) L\ IS
Z ‘sg (2 )AS‘ < Z 7 |Sm e (00301>
Seseq(seq(N3)—{0}) Seseq(seq(N3)—{0}) l(§> Nz
Islii=p, U(8)=r IS |lI=p, (8)=r
Terl 2 1 p+1
< e (2005C)T

pi1
) rpt1 1 p+1 rpt1 1 p+1
Mais : ZZ o Cp o m—— (2C03C1> = Z Z gvEa CP —— <2C03C1>

p>2 r=1 r>1 p>3r—1

7ap+1

ZZ 742 Cp—r—1 <200%Cl>p

r>1 p=3r

P+l 9 i 3r41
a Z r2 Cer-1 <2C03C>
r>1

+1

v

= 40 ...

19 Rappelons que MTGF = Vectg (Te®)scge est naturellement muni d'une structure d’anneau, issue

de la symétrélité des multitangentes.
On définit alors une pseudo-valuation v sur MTGF en posant :

v (Zaﬂ'esi> :inf{||§i\| sie[l;n], a 740} .
i=1
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Bien évidemment, cela ne remet pas en question ce qui a été fait a la section §3|
Simplement, cela montre bien que les estimations données sont loin d’étre optimales.
Le terme créant la divergence ici est la puissance r?, provenant de ’estimation du moule
B°. Cette puissance est au coeur méme de la majoration du moule 7° dont I'on dispose
pour le moment.

L’apparition inopinée de ce terme 7P est limpide. Il y a deux raisons principales a cela.

Nous avons majoré le module d’une somme de nombres complexes par la somme de
leurs modules. Evidemment, une telle majoration a un cott, méme si les majorations
effectuées apres sont fines et quasi-optimales. Par exemple, on sait que :

2 2 2
) T T T
|T6 (2)| = |2 =2 2 S 9 '
sin®(rz)|  sin*(7Re z) + sh®(7Sm 2) = sh®(7Qm z2)
4
Pourtant, on a utilisé la majoration nettement plus grossiere |Te?(z)| < ﬁ
Sm z

Pour obtenir des majorations plus précises, il s’agira donc de majorer les nombres
complexes globalement, et non plus terme a terme comme nous I’avons fait.

De meéme, nous savons qu’il existe une multitude de relations entre multitangentes.
Ainsi, dans une somme de multitangentes, il peut y avoir de nombreuses compensations,
au point que la somme peut méme éventuellement étre nulle ! Pour bénéficier de ces com-
pensations au niveau des multitangentes, il s’agira aussi de majorer 7°, non pas termes a
termes comme nous ’avons fait, mais globalement.

Ces deux raisons laissent a penser qu’il doit étre possible d’obtenir une estimation
beaucoup plus précise de Te® et de 7°, (cf. §7.1.2) pour des estimations conjecturales de
Te®) . Ce qui nous intéresse ici, c’est le moule 7* directement. Voici donc une conjecture
le concernant :

Conjecture 1 :  Estimation du moule 7°, version 1

Pour toute séquence S € seq(seq(Ng) — {@}) et tout z € C—-7Z
on a :

S]]
|%mz|21:>|7's(z)|§( 2 ) | (38)

|Sm 2|

On peut aussi affaiblir cette estimation (sans perte de résultats théoriques, mais avec
perte de résultats numériques) en :

Conjecture 2 :  FEstimation du moule 7°, version 2

Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0}) et tout z € C—Z ,
on a:

s
2
ISm 2| > 1 = ‘T§(Z)| < | —— :
|Sm 2|
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Evidemment, la version 1 entraine la version 2. Indiquons immédiatement que
la version 2 de cette conjecture est vérifiée pour les séquences S € seq(seq(N 3) — {@})) de
longueur 1, 2 et 3, mais aussi pour toutes les séquences S € seq(seq(Ng) — {(7)})) de poids
au plus 27 .

Avant de continuer, rappelons encore une fois que cette conjecture est certes intéressante
pour redémontrer indépendamment les résultats de la section précédente, mais n’est pas
utile pour les établir.

5.3 Les implications des conjectures 1 et 2.

Répondre par l'affirmative a I'une des deux conjectures précédentes permettrait
en particulier de :

1. Trouver explicitement C > 0 dépendant uniquement de Cy et de C; telle que
Z sg 78 Ag soit normalement convergente sur les demi-plans P, (C)
Seseq(seq(N3)—{0})

et P_(C) .

2. Recalculer les coefficients de Fourier de Z sgS 78 Ag par simple permutation

Seseq(seq(N3)—{0})
de somme .

3. Retrouver une majoration du reste de la série définissant les coefficients de Fourier
en fonction du poids.

En supposant vraie la seconde conjecture, on obtient directement la propriété suivante,
affinant 1légérement le théoréme que I'on vient de démontrer (cf. p. :

Propriété :  Supposons que, pour toute séquence S € seq(seq(Ng) — {@}) :

1A
V2eC—-Z, |Smz|>1 = }Ts(z)‘§<%> .
z

|Sm
Alors, si C > max <4CO%Cl ; 1), on a:

1. La série de fonctions 7" = E sgS 78 Ag converge nor-

Seseq(seq(N3)—{0})
malement sur les demi-plans P, (C) et P_(C) .

2. Le développement en série de Fourier de 7" — id¢ est donné par :

Vz e P(C), n'(2) —z = Z ( Z csgS 7S As) e2inTz

ne>0 \Seseq(seq(N3)—{0})

ou 'on note toujours € = sg(Im z2) .

Démonstration :  Soit C > max (4C0%C1 ; 1) et z € P4(C) ou P_(C), i.e. tel que [Sm z| > C .

Nous noterons toujours £ = sg(Sm z) .
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. ~S ;
e Montrons que la famille (s sgS 7 As ez””rz) Seceataealiy)~(01)— (0} est sommable.

nee

Lorsque S € seq(seq(N3) — {0}) — {0}, n€ Z* et c € ] (400501)2 ; CQ[ ,on a:

|5| =1 ) |Sg§| =1 ’

RN . _—
|A§| S <C0301) , |€ 2n7rz| S e~ |n|Cm ,

1S

2
b= > 1<p? | ||<(ﬁ) el
Seseq(seq(N3)—{0})

s lll=p

40?}001 et § =27(C— c¢), de sorte que {

obtient la suite de majorations suivantes :

a €]0;1]
B>2r(v/C—¢)>0

En notant a = , on

> 3 Je seS 75 Ag €27 | < Co¥Cy ( (g)mgm

Sé€seq(seq(Ns)—{0})—{0} ne>0 Seseq(seq( Nz —{oH—{0}

( |n|3>
ne>0

<Co3Cy Zpap (Ze”*B) (39)

. S ;
Donc, la famille (5 sgS 7 As 62””TZ> Scacatseatiiz)— (0))— {0y St sommable.
ne€N*

e Tout d’abord, la sommabilité de cette famille se traduit par :

VzeC, |Smz| >C, C(z) = Z Z e sgS 78 Ag | e2inmE
ne>0 \Seseq(seq(Ns)—{0})—{0}

Dans un second temps, la sommabilité précédente implique nécessairement
la convergence normale de la série de fonctions E sgS 8 As vers 7t

Seseq(seq(Ns)—{0})
sur P+ (C) et P_(C) .

Ainsi, les coefficients de Fourier de 7 — id¢ sont bien :

Z 5sg§?§A§.

Séeseq(seq(Ns)—{0})—{0}
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Il nous reste a trouver une majoration du reste de la série donnant les invariants
holomorphes :

Propriété : 1. Supposons la conjecture 1 vraie, alors :

1 P
N de|n|mCy3C
Vp, € N*, Z sgS TS Ag| < CO%Clz cp AelnimCo3Cy
Seseq(seq(N3)—{0}) 2Dy b
IS 111>p,

2. Supposons la conjecture 2 vraie, alors :

P
86‘71|7TCO%012 :

~ 1
Vp, € N, Z sg 75 Ag| < Cp3Cy E p
Seseq(seq(N3)—{0}) P>Py p
118 1l1=p,
Démonstration :  Démontrons seulement le premier point. Le second est identique au premier, seule
la majoration des coefficients de Fourier |7A'n§| change.
s
Si S € seq(seq(N3) —{0}), on sait que : \?ng\ <|- eI pour tout ¢ > 0 .
c
On peut choisir la valeur de ¢ minimisant le membre de droite, c’est-a-dire
S
c= M . Ainsi, on obtient :
2|n|mw
deln|m s
Vn € Z , VS € seq(seq(N3) — {0}) , 72| < <|||S||> )
Donc :
sg® 78 Ag
Sseq(seq(N3)—{0}
1S 111=p,
se|n|rC io s
1
< glay oy (e
p>p, S€scalsea(iiz)—{0})— {0} 1111
Hisili=p
1 p
de|n|mCy3 C
< CpiC, Z ¢ <|01> .
PPy 4
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5.4 Deux nouvelles expressions de 7°.
5.4.1 Multitangentes démultipliées.

Pour pouvoir majorer aisément le moule 7°(z), on commengera par introduire une
classe légerement plus importante que celle des multitangentes. Ceci étant tres proche de
ce qui est fait pour les multitangentes elles-méme dans la seconde partie, nous n’entrerons
pas dans les détails.

Définition :  Considérons le moule T2 défini par :

démultiplié

1
7:lsén]ultiplié(g) - Z (nl + 21)51 . e (nT‘ —|— ZT,)ST '

—oo< N,y < - <np<+00

ol (s;z) €seq({n € N; n>2} x (C-12Z)).
On dispose de la majoration suivante :

47‘

Lemme : V(s;z)e€seq({n € N; n>2}x(C—2Z)) , |Totmuipne(2)| < —
H |Sm 2
=1

La démonstration de cette inégalité étant identique a la premiere majoration obtenue
des multitangentes, nous ne la reproduisons pas ici.

s;i—1

Corollaire :  Considérons 'opérateur différentiel défini pour n € seq(N) de longueur
r par :

R
ny-oond 0zt Oz

Pour tout (s;z;p) €seq({n € N; n>2} xC—-Z x N) , on a alors :

ollsli+lpll

r

H |Sm 2
i=1

D2 (Titione) (2)] <47

démultiplié

Si+pi

5.4.2 Le moule 7°, vu comme une perturbation d’une multitangente.

Les multitangentes démultipliées vont permettre d’exprimer le moule 7° comme
une perturbation d’une multitangente. Puisque chaque variable agit indépendamment
des autres, on dispose de I’expression suivante :

Lemme :  Soit S = (s’;---;s") € seq(seq(Ns) — {0}) et 2€ C—Z .
Considérons 'opérateur différentiel défini pour n € seq(N) de longueur r
par :

o 1o o
oyl 02 Oz
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Alors :

r . i
diag; ! 1 , .
S Z H k diagy, -, diag; sH|=l(s"), 18Tl —=U(s . .
7_7(2) — _ D 1ag1 1ag; (ﬂ!mull‘tlpllc ) IERIE )) (Z, - Z)

) ——
ictriangle(S)\ k=1 H ipp—k! rfois
p=k+1
Démonstration : Fixons nous une séquence S € seq(seq(Ng) — {U)}) de longueur r ainsi q(le )
2€C—-7.

Puisque Tigmuiipie €St une série de fonctions holomorphes a plusieurs variables,
convergeant normalement sur tout compact de (C — Z)", il est immédiat que :

Ddiagi, - diag} (TIISIH Ush), - 18"l -1(s T))( 2z

démultiplié
1% - U(s*) + diagf — 1
r diagi

= >, I

—co<n, < <ni<too k=1 (2x + N

1% [1—1(sF) +diag)
k)

§k

b
- Z diag,
sk —~1(sk)+diag}
k)

—co<n,<-<ni<+oo k=1 (2 + N

3

En reprenant la définition de BS:1, ot i € triangle(S), on en déduit :

r—1
dlag i 1 - T
S _ 2 : | I =) A diagy,--,diagl [Is*[|=1(s7 ), lIs" | =1(s") . .
T (Z) - D ! " (Ecmultlphc (Z » "y Z)
i€triangle(S)\ k=1 7
pip—k!
p=k+1

5.4.3 Une seconde expression de 7°.

On obtient aussi une autre expression de 75 sans avoir & faire agir la démultiplication
des variables. La démonstration est tout aussi simple que celle qui vient d’étre effectuée.
Elle repose sur la méme propriété différentielle, ainsi que sur 'application de la formule de
Leibniz généralisée. D’une certaine maniere, elle reprend a I’envers les opérations effectuées
lors du calcul de T'J (idc) .

1

(z+mn)*
!
19 , pour [ € N* .

Alors, pour tout S € seq(seq(N3) — {0}), de longueur r € N*, on a :

Propriété : Notons, pourn € Z et s € N*, f*: 2z +—

Considérons aussi I'opérateur différentiel D; =

= > [ D fff_fDMs"1>("'f5;2Dz<s2><f§)”'> , (41)

—oco<n,y<--<n1<+00

oit $F = ||s*]| — I(s*) pour k € [1; 1(S)] -
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Démonstration :  Fixons S € seq(seq(N3) — {0}) .

e Si i€ triangle(S ) ,

on a -
—1 i
Z <|sk||—l )—i—diagk—l) 1
i1 =l(s") k=1 brir—k (2 + ) l1E*11 =) diag
ORI | i !
it 0=\ (5 4y )lIEHI—U(F) Hdiagy ™"

ip1e e p o1 =l(sk) k=1

1 o) [ 1
Wento=ten \ (z + nk)\|§’“||fl(§’“)+diag,§<r

_ Sr) <Hf2 -‘rdld.gk <r Z))

e D’un autre c6té, les coefficients multinomiaux s’écrivent évidemment en fonction
des coefficients binomiaux :

— .o r . st
gii H<|sk||z ")+ ding ~ ) M1 <|sk||—z k) 4 diag} —1)

Te4+1,1 5 " 5 brr—k k=1 1=k+1 Zl,l*?‘

_ H H (IIS’“II —U(s") + diagl™ — 1)

—2 k=1 Hlr

<1
Ici, nous avons noté, pour k € [1;r]etl € [k;r], diagy = ipqy1,1+ - +ii—k -

e En permutant la somme infinie E avec la somme finie
—oo<n,< - <nyp <400
E , puis en appliquant le calcul précédent successivement pour la ri¢™e
i€triangle(S)
ligne, puis la » — 1'°™¢ ligne, - - -, on obtient successivement :
r» -1 .<l
k k s i
S - Y 5 1 <|s - 1(") + ding —1)1
—00<n, <<y <400 io1=l> L1=2 k=1 Ul—r
Z‘3,1+i3Y2:l3
. [ T
it 1=l 1
sk | —1(s®) +diag}
=1 (z +ng) b

1
= Z (z + 1y )= 1) x

—oo<n,< - <ny <+o0

I(s” [r—11-1 Y
(1)|aal(() < Z HH <||sk||—l s*) + diag;, —1)1
ZUs”

7;2,1:l2 LI=2 k=1 Zl,l—T
13,1443 2=l3
: -rfl 1
ip—1,1t i1, —2=lr 1
|1k || -1(sk)+diag >
p=1(z + ny) k
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N 1 1 ol .
B Z (2 + ) FTTE 1)1 921E \ (5 4,y D

—oo<n,< - <np <400
1 9l 1
><l(§2)!6,zl(§2) (z+n1)”§1”’”§1> B

Ainsi, avec les notations introduites, on en déduit :

r r—1 5 )
’T§: Z fET Dl(§7") (fETl Dl(s7‘1)<"'f7?2 Dl(§2) (fEl ) )) .

—oco<n, < --<ni;<+oo

5.4.4 Comparaison des deux expressions obtenues.

Remarquons que I'expression du moule 7° ne prend pas véritablement en compte
les multitangentes globalement. En effet, le coefficient combinatoire en facteur devant
I'opérateur différentiel est similaire a B°. Cependant, ’avantage de cette expression est de
séparer les variables. Cela permet d’écrire facilement une formule de Cauchy, pour ensuite
la majorer.

A contrario, 'expression semble considérer les multitangentes globalement.
En fait, il n’en est rien. L’écriture de la formule de Cauchy force 'apparition d’une
séparation des variables. On se retrouve finalement au méme stade qu’en appliquant

Ainsi, les expressions et sont similaires.

Malheureusement, ces expressions n’éludent pas les difficultés pour majorer le moule
7° (exposées a la section |5.2)) . Cependant, elles permettront tout de méme de démontrer
la conjecture 2 dans les cas particuliers ou I(S) € {1;2;3} .

5.5 Etude des moules B° et E..

Succintement, I’étude du coefficient combinatoire 8° va étre abordée. L’objectif est de
montrer que I'on ne pourra pas aboutir a une démonstration générale des conjectures 1
ou 2 par la méthode de majoration mise en oeuvre précédemment, ni par les expressions

(B0 et @1 -

En effet, on justifiera que I'estimation de la page |59| est quasi-optimale, c¢’est-a-dire :
sl

0<BS< %, ou S € seq(seq(Ng) — {@}) . On donnera aussi une autre expression

de B plus simple (surtout d’un point de vue algorithmique) .

Voici maintenant une variante du coefficient combinatoire 8° : il s’agit du coefficient
combinatoire apparaissant en regard de 'opérateur Ddiag;,diagr Jang I’expression .
Cela définit un moule B sur seq(seq(N3) — {0}) par :

VS € seq(seq(N3) — {0}) , Eg = Z (H Lg;') .

-
ictriangle(S k=1 ; |
& Up,p—k-

p=k+1
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5.5.1 Estimation de E. et quasi-optimalité de I’estimation.

Fixons S € seq(seq(N3) — {0}) de longueur r .
On va travailler avec une variante de la série génératrice introduite pour démontrer
I’estimation rappelée ci-dessus :

diagi!
B L lo+-+1
F.(x) = E E : H o))" -
lo,+,1»>0 i,1=l2 k=1 H 1 k'
13,1+13,2=I3 pp

ir,l"l‘“"‘l‘ir,r—l:lr

r—2 .
. : U110+ ek i 1-Fiz1 i3 24 iy 14
e Puisque la famille H ( + rr— JCRR R RE R e ]

1.1 . @ 1 1 12,1 EN
b1 k41,15 r—1,r—k—

(i3,1513,2)EN?

(i'r,l?";irﬂ;fl)eNr_l
est formellement sommable, on a formellement :

Z Z H ( ’ikJrl 1 —|—'. . -+ Z'mn,k ) plot

Tk+1,1, y br—1r—k—1
i2,1=l2

i3, 1+z3 2=l3
ir,1+"‘+ir,r71:lr

— Z H U1l T ek st s bbb
Tkt1,1, "

Yp—1,r—k—1
Z21€N )T ,T

(i3,1;43,2)EN?

(ir,lf";i'r,'rfl)ENr_l

r—2 . i
- Z Z H ( Ll ok ) pittde

1 V1 p—for
di,,dr—120 i1+ +ipr—1=d1 k=1 k1,1 rir—lr—k-1
13,1+ +ir r—2=d2

ir,lzdr—l

La formule du multinome donne alors :

Fox) = > (=) ((r—2)a)" 2t

di,,dr—120
1

(1—2)(1=2x)--- (1= (r—1)x)

e Le calcul formel précédent permet de montrer que F,. est analytique sur D (O, — 1 1)1"71 :
En particulier, les inégalités de Cauchy permettent donc de retrouver I'estimation déja

démontrée de B3, en majorant les coefficients de Taylor de cette fonction.

7'—1

En effet, siz € D (0;1), ona: |F, ()|_(7“—1)
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On retrouve alors 'estimation :

r—2 ,. . re1
Vi) eN o< S ] (“f.“»l* “”’f) < gl T

Thep 1t s s
B’ Pl k1,15 5 brr—k ( )

’i3,1+i3,2=l3
ir,1+"'+ir,r—1:lr

e Rappelons un théoreme de transfert da a Flajolet et Sedgewick (cf. [23], p. 392) :

Théoreme :  Soit f une fonction analytique définie sur un domaine du type A(R;6)

par f(z an oﬁR>O,9€}O;g[et

neN
AR;0)={z€C;|z] <Ret|Arg(z —1)] <6} .
1

S’il existe « € C —{0;—1;—-2;---} tel que f(z) ~, 1
zGZAa;G) <Z_ )

Y

nafl

alors : f,

n—r>\’+oo F(a) ’

Dans le cas de F, , le théoreme s’applique. On trouve alors automatiquement :

) > H (wm bt z_k) T

i N n—>-+00 r—1)!
lo,+,1r>0 i2,1=l2 e o ( )
lo+-+lr=n  §3,1+i32=l3

ir,1+“‘+ir,r—1:lr

5.5.2 Quasi-optimalité de I’estimation de °

Le théoreme de transfert utilisé précédemment s’applique aussi dans le cas du moule
B°. 1l est facile de voir que I'estimation obtenue est aussi quasi-optimale. La conclusion

de ceci est qu’il ne faut pas compter sur les expressions et pour obtenir
des résultats généraux sur les conjectures 1 ou 2. Cependant, pour de petites longueurs,
il est possible d’en tirer des informations.

Voyons quelle modification il faut effectuer. Cette fois, on pose :

is) .
lo, 1,20 2311%;_123:52:@ k=1 ( H Zp,p k > ||Sk|| — Z(Sk) - 1)

p=k+1

ir,1+“'+ir,r—1 :lr

On trouve alors :
-1

<

_ 1
k=1 (1= (r — k)z)

lIsk|l-1sk) *
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5.5.3 Une nouvelle écriture du moule j3°.

On dispose d’une variante de la formule combinatoire de Vandermonde :
Z <a1+i1)n_<ar+i¢)_<a1+---+aT+n+7‘—1>
. : ai Qy B n ’
11+ Fip=n

onreN* neNet(a;;---;a,) €N,
En appliquant ceci, on obtient :

Propriété :  Pour tout S € seq(seq(N3) — {0}) vérifiant I(s') =1, on a :

1(S)—1

P (||§1||+---+||§k||+Z<§k+1>—2> | )

k+1
et I(s™)

Démonstration : ~ On peut écrire, pour S € seq(seq(N3) — {0}) de longueur r, vérifiant I(s') =1 :

1(8)-1

S 1 (5] - 1) + g ~ )
masi) = ( I1 ivos! w1664~ 1)1

i3,1+143,2=I(s") o

ip 14 i r—1=1(s")

_ 5 (“i)f 18| = U(s") + ding, —1! )
i.1=1(s?) R ) k=1 ( H it ! >(||s || —1(s*) —1)!

i3,1+i3,2=1(s") pht1

ir—1,1t i1, —2=l(s"" 1)

I(8)— .
= kil _ ol
o H (|s || —I(s*) + diag,, 1!)

Ipp—k

1(8)-1

_ ﬂ§<z<§) o Z H <||sk|| _ l(§.k) + diag,i -1 !)

1 _
i1t tie po1=l(s") k=1 pp—k

Ainsi, en utilisant la variante de la formule de Vandermonde, on obtient la formule
de récurrence :

... r—1 "y _ .
Si S est de longueur r alors BS = (HS I+ |l|(§s’”) 1+1s") 2) ,ng b

Il ne reste plus qu’a donner la condition initiale de la récurrence : ﬂ§1 =1.

5.6 Quelques cas particuliers de la conjecture 2.

Cas des séquences de poids inférieur a 14. On sait que :

4I(8) g

|%m Z’H@H\*l(&)*? :

VS € seq(seq(N3) — {0}) , V2€ C—R, |75(2)| <
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De plus, pour z € C vérifiant |Sm z| > 1, on a@ :

—i(8)— 2[Is [ll-2U(s)—4 s 11l
Sm Z’HI§\H -2 Sm 2 > /[Sm =
s 4U(S) p* : s -
msi: |7 (2)| & — g7 - La 1ormule €St maintenant utilisable pour verier
A 175(z)| < =7 - La formule (42) est maintenant utilisabl fi
1Sm 2|

des cas particuliers de la conjecture 2. Celle-ci est facilement implémentable a 1’aide de
Maple. Voici ce qu’on obtient :

VS € seq(seq(Ns) — {0}) , |]|S]|| <14 = 0 < 4(S)B8 < 2MI8I

VS € seq(sea(Ny) — {0}) , [[[S]] <25 = 0<pS <208
Ainsi, la conjecture 2 est vraie jusqu’au poids 14. De plus, elle est “presque” vraie
jusqu’au poids 25 :
s
2
C\,

7o)

Cas des séquences de longueur 1. On sait que si S € seq(seq(Ng) — {(Z)}) est de

VS € seq(seq(Ns) — {0}) , [||S]]| <25 = |75(2)| < 4(S) (

longueur 1, alors 78 = Telll8Ill  De plus, on sait que, lorsque z € C — Z est fixé, Tig¥(z)
est définie sur C(0; |Sm z|) et vérifie (cf. p. [141]) :

Tig?(z ;Te = Tel(z—y) = m.

Les inégalités de Cauchy permettent a nouveau d’obtenir pour k € N* et 2z € C -7 :

1 Tig ()
_/ k+1 dC‘
2im C(0;7|Sm z|) C

1 /27r T "
21rk|Sm 2|k Jo  th(aSm (2 — r|Sm z]e?))
1 1 T
5 [Sm 2[R th(nSm (2)(1 1))

vr€l0;1[, |Tef(z)| =

9
Si |Sm z| > 1, en choisissant r = 0 on obtient :

Vk >4, |Teb(z)| < L (W i
|Sm 2|k \ 9 ih (W%m (z))

104 /10 ’“< 2 k
|Sm 2|k \ 9 — \Sm z|F '

Sauf pour quelques cas tres particuliers vérifiables a la main :

Se{(®):((4)):((5):((3),(4)((4),(3))5((3).(3),3) } -

20
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Les cas particuliers de Te? et Te? se traitent directement par leurs expressions et sont
immédiats.

Ainsi, on a montré la conjecture 1 dans le cas des séquences de longueur 1.

Cas des séquences de longueur 2. Ecrivons I'expression dans le cas des séquences
de longueur 2. Considérons donc S € seq(seq(Ns) — {0}) s’écrivant S = ((s', s?) , ave'
I[(s') = 1. On a alors, d’apres la formule de Cauchy, pour 2 € C —Z et r €]0;1] :

] = Do (T IR
1 1 2
— L 7:1‘e|rsnu‘llt1plhe ) Hs H l(s )(g Z) dC
27 J(ziri5m ) (€ =2+
< i;/2 7‘”51H —l(s |I§2H_l(§2)(2’+7“|%m z|€i9.z> do
= 27'(' (r’%m Z|)l(§2) 0 demultlphe 3
2
1 1 2 4 "
= 27 (r|Sm 2)E) Sy [Sm (2 4 S z|ei)|lIsHIHED - S z|lIs?l1-1s) -1
2
< 4 1
~ ISm ,z|||\§H|—2 rl(§2)(1 — 7“)”§1H’2 ’
2
Le choix de r = 1 donne alors : 4 = 122||§1||+l(§2) < 9llsll+Us*) < ollISIIl
2 Tl (1 —r)lEtl=2 16 = = :

Sm

sl
2
D’ou:VS e seq(seq(Ng) {(Z)}) I(S)=2,v2€C-7Z, ‘7’ ’ < (ﬁ) .
z
Ainsi, la conjecture 2 est vraie pour les séquences de longueur 2.

Cas des séquences de longueur 3. En partant cette fois de I'expression , la méme
méthode donne pour une séquence S € seq(seq(N3) — {0}) de longueur 3 et vérifiant

I(sh)y=1:

V(us;uz) €01, V2€ C—Z, Ul(ug ; us)

S R S A VA
()] < g o ss

(5)

U2l(§2)u3l(§3)(1 — Uy — u3)||§1||*2(1 — uQ)H§2H*l(§)2*1 ’

ou Ul(ug;ug) =

2L En effet, sil(s!) = 1, alors 75 =0 .
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gl

1 |§
Le choix de uy = uz = 1 donne : U(ug;us) < olls'll-1 (—2> olIs”ll < 2SI On a

33
donc :

T

VS € seq(seq(Ng) — {@}) , 1(8)=3,V2eC-127Z,

1=l
8 z —2 .

Ainsi, la conjecture 2 est vraie pour les séquences de longueur 3.

5.7 Manipulations éventuelles sur des multitangentes en vue
de la conjecture 1.

On a vu que la conjecture 2 est vraie pour toute séquence de seq(seq(Ng) — {@}) de
poids inférieur a 14. Au poids 15, seule une séquence pourrait étre le sujet d’une objection :
S = ((3),(3),(3),(3),(3)). En effet : 4/(S)B% = 17600 > 16384 = 2lISlll. Puisque
les majorations effectuées ne sont pas optimales, il s’agit de les affiner sensiblement pour
montrer la conjecture 2. Cela est évidemment possible si I'on ne tient pas compte de
la majoration Ze*' ! < 2 au cours de la premiere majoration des multitangentes

(cf. p.[166)) . On obtient alors :
(Ze>11)21(8)BS = 4400(Z/E+1)? < 4554 .

Cette amélioration est substantielle : la conjecture 2 devient vraie jusqu’au poids 20 .

Néanmoins, cela ne permet toujours pas de faire des regroupements de multitangentes,
ce qui est a priori la bonne idée pour obtenir des estimations plus précises. Observons
ce qui ce passe au niveau de 75, ol S est la premiere séquence qui a semblé mettre en
défaut la conjecture 2, a savoir : S = ((3), (3), (3), (3), (3)) :

7_§ — 120T€6’2’2’2’2 + 144T65’3’2’2’2 + 967‘65,2,3,2,2 + 48T€5’2’2’3’2 + 108T€4’4’2’2’2+
96T€4’3’3’2’2 + 48T€4’3’2’3’2 + 36T€4’2’4’2’2 + 24T€4’2’3’3’2 + 48T€3’5’2’2’2+
48T€3’4’3’2’2 + 24T€3’4’2’3’2 + 24T€3’3’4’2’2 + 16T€3’3’3’3’2 ]

Cette combinaison de multitangentes peut se réécrire en faisant apparaitre des dérivées
de multitangentes (cf. p. ?? pour les propriétés élémentaires des multitangentes) . C’est
un excellent moyen de regrouper des multitangentes entre elles. On obtient par exemple :

S _aﬁ (24Te5’2’2’2’2+24Te4’3’2’2’2+12Te4’2’3’2’2—1—127'63’4’2’2’2—1—87'63’3’3’2’2)
Z

—|—24T€4’2’3’2’3 _ 487-65’2’2’2’3 _ 48T€4’3’2’2’3 _ 48T€4’2’3’2’3 _ 24T€3’4’2’2’3 _ 16T€3’3’3’2’3

Il reste a majorer la dérivée d’une multitangente. La formule de Cauchy pourrait étre
utilisée, mais I'estimation obtenue n’est malheureusement pas assez précise. Il faudrait
travailler directement au niveau des multitangentes...
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6 Algorithme de calculs des invariants holomorphes.

On a déja rappelé que les invariants holomorphes ont la réputation infondée d’étre
pour certains incalculables, pour d’autres tres difficiles a calculer. Cela ne peut étre
vrai puisque ce sont des coefficients de Fourier. Ceux-ci sont donc exprimables a 'aide
d’une intégrale dans le plan multiplicatif :

zo+1

Ay = lim (lo(*p) o f°12) o lo(*p)(z) — z) e 2Tz g,
p—>+o0 20
On appellera cette méthode la méthode 0, car celle n’est pas véritablement exploitable.

Du moins, ce sera la plus mauvaise des méthodes.
Avant de présenter trois autres méthodes pour les calculer, on renvois le lecteur a
larticle [I6] qui explique en détail la différence qui existe entre les méthodes géométriques
et la méthode résurgente quant aux invariants. On renvois aussi le lecteur vers les articles

[35] et [36] pour les méthodes géometriques.

6.1 Meéthode 1, issue de asymptotique des coefficients.

Considérons un germe @ de fonction holomorphe en 0, prolongeable sur un disque
de rayon 7 = |w| , ol w est une singularité de @ supposée uniquel?]. Exprimons ¢ sous

la forme :
PO = Jn)c".

n>0

Le principe consiste a déterminer cette singularité a partir de la connaissance de
I'asymptotique des coefficients de @. Supposons que les coefficients J(n) admettent
le développement asymptotique : J(n) = e™™0J, (n)+o0(e™™°J,,(n)), ot J,,(n) € C[1] .

En écrivant J,,(n) = Z <

k
nk’
k>0

Ju. Celle-ci est reliée a @ par :
S ¢
o()=J,(log |1+ = :
Co

Il s’agit d’'une méthode simple et tres utile.

on peut alors considérer la transformation de Borel de

Cela permet donc de calculer la premiere paire d’invariants holomorphes. Par exemple,

f(z) +1+ L t
our )=z ——, On trouve :
P 1022

A, =~ —14.91351103557842215407015963733918802397
—7.4293522706948504763466501098880768853877 .

6.2 Méthode 2, issue de l’analyse résurgente dans le plan de
Borel.

On sait qu’il existe un isomorphisme entre le demi-plan de Poincaré H et C — 2inZ .
Celui-ci est explicite et est donné par z — — In(1—A(2)), ou A est la fonction automorphe

22 Cette hypotheése d’'unicité de la singularité n’est pas restrictive.
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classique. Plus précisemment, cet isomorphisme est :

. 1
—In(1 — \(2)) =16 W€ ol = — > d .
e =1 = A=) =16 D ™™ oh =~

n>1 d|n
n impair

On dispose alors de trois homographies dans le demi-plan de Poincaré :

z z—2
R(z)=2+2 , S(z) = —— T(z) =
(2) (2) —2z+1 ’ (2) 22 —3
Leurs images dans C — 2in”Z correspondent respectivement a L A
la rotation d’angle 7 autour de 0, la translation de pas —2iw S S
et enfin la translation de pas 2i7 .
Alors, on voit que RST = id . 6in 6in
Ainsi, pour connaitre la valeur de Ag;,., il suffit de pre ain
1
connaitre les valeurs limites en 2¢7 <n + 5 par la droite et
2in 2in

par la gauche.

On transforme le chemin suivi pour calculer usuellement les
dérivées étrangeres.

TR

Par exemple, en suivant les deux chemins ci-dessus & droite, on évalue T* et T*R .

Un exemple de transformation conforme serait possible. Il s’agit de celle représentée
sur la figure [9) . Son attrait est clair : on peut lire toutes les équations de résurgence,
si 'on n’est pas limité par la puissance de calcul. Maljeureusement, ses coefficients sont
certainement moins sympathiques que ceux de z — —In(1 — A(z)) - --

6.3 Meéthode 3, utilisant les multizétas.

Contrairement aux deux méthodes précédentes, la méthode que nous allons décrire
maintenant permet non seulement de calculer tous les invariants, mais surtout elle décrit
leur structure interne : cette méthode n’est pas opaque.

6.3.1 Idée générale de I’algorithme.

On a vu que le n-ieme invariant holomorphe d’un difféomorphisme f s’exprime par
la formule :

1]

Vn € Z*, Aginy = sg(n) Z sgS 7
Seseq(seq(Ns)—{0})—{0}
L’algorithme de calcul numérique des invariants holomorphes d’un difféomorphisme
tangent a l'identité va reposer sur cette expression. En faisant apparaitre le poids des
séquences dans la série , il est aisé d’en effectuer une somme partielle :

As . (43)

3

Py
S ~S
sg(n) E E sg= T, Ag - Aoinr (44)
p=2 Sesea(sea(Na)—{0})—{0} Fo
118 Tii=p
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Figure 9 : Un autre exemple de transformation conforme.

Pour effectuer ces sommes partielles, de nombreux calculs sont nécessaires. En 1’état
actuel de la puissance de calcul des ordinateurs, avoir a les effectuer a chaque utilisation
empecherait purement et simplement de pouvoir choisir p, > 25 a plus ou moins quelques
unités. On a donc opté pour un pré-enregistrement de leur valeurs. Ces calculs préliminaires
au calcul de la somme partielle sont :

1. La détermination des séquences de seq(seq(Ng) — {(Z)}) de poids donné.

2. La constitution d’une base de données (& haute précision numérique) des multizétas
de valuation supérieure a 2 et de poids donné.

3. La constitution d’une base de données du moule 7°, évalué sur les séquences
de seq(seq(N3) — {0}) de poids donné.

A ce jour, les multizétas ont été calculés jusqu’au poids 30, avec une centaine de
décimales exactes, par I'algorithme de Crandall (cf. [I13] pour 'algorithme en lui-méme et
I'annexe [2| pour I'implémentation Maple). Cela représente une base de donnée d’environ
1300000 calculs pré-enregistrés et plusieurs mois de calculs.

Chaque évaluation du moule 7° a été effectuée de maniere exacte, puis sauvegardée
apres réduction en monotangentes. Pour le moment, la base de données du moule 7° n’a
pu étre effectuée que jusqu’au poids 27, ce qui représente tout de méme plus de 200 000
évaluations.

Actuellement, ces banques de données ne permettent de faire que p, < 27, ce qui est
relativement peu... Néanmoins, ces calculs sont en constante évolution et il ne s’agit que
d’étre patient pour augmenter le nombre d’entrés des bases de données.

Notons que nous avons opté pour une méthode a priori non optimale, mais certaine

d’aboutir : nous avons calculé tous les multizétas de valuation supérieure a 2 et de poids
donné.
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6.3.2 Evaluation du reste.

Pour que le calcul de la somme partielle de la série (43) soit effectif, la question
essentielle est la vitesse de convergence de la limite . Comme on peut le remarquer
élémentairement, celle-ci est géométrique :

I(Ko: Ky) € RUxJ0:1[, ¥p, €N, | > sg> 7y As| S KoKi' . (45)
P>p, §6seq(se|<‘ll(g3l,‘)l;£®})—{@}

Rappelons-le encore une fois, cette estimation est élémentaire et peu précise : elle ne
repose que sur les estimations déja énoncées. Malheureusement, lorsque Ky est tres grand
et Ky proche de 1, si l'on veut obtenir d décimales correctes, alors p, est nécessairement
tres grand... On a besoin d’effectuer énormément de calculs avant d’entrer dans le domaine
de convergence, mais une fois celui-ci atteint, les nouvelles décimales sont faciles a obtenir.

D’apres la section 4, on dispose d'une estimation beaucoup plus précise :

*\2 S ~S 2K1|n|m 26|n|7’l’ fo
I(Ko;Ki) € (RY)?, Vp, €N, | > sg= 7, As| < Koe™ —
P>p, geseq(sem(gg”)l:{w})—{m Py
) (46)

6.3.3 Description de ’algorithme.

L’algorithme de calcul des invariants holomorphes, basé sur la formule se divise
en trois étapes :

1. L’augmentation de la valuation de f.

2. La troncature de f pour négliger ses derniers termes.

3. Le calcul de la somme partielle.

Augmentation de la valuation. Rappelons que la valuation d’un difféomorphisme f
Qn .
tangent a l'identité, s’écrivant sous la forme f(z) = z 4+ 1 + E —+1, est le plus petit
Z?’L
n>p+1
entier p € N tel que a1 # 0 . Celle-ci sera notée val(f) .

Voici une remarque simple : plus la valuation de f est grande, moins il y a de séquences
de seq(seq(N3) — {0}) apportant une contribution & l'expression . En effet, si
S € seq(seq(N3) — {0}) contient un entier n tel que n < val(f), alors Ag =0 .

Puisque deux difféfomorphismes tangents a lidentité et conjugués ont les mémes
invariants, on souhaite donc choisir un difféomorphisme conjugué a f ayant la valuation
la plus grande possible : cela minimisera le nombre de calculs a effectuer. Ce choix du
conjugué se fait tres simplement :
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1

) . B ¢\t . _p—1
Lemmée?] :  Considérons ¢.(z) = z <1 + Zpﬂ) , ol c= - 5 -

Alors : 1. .0 f o, (Z)—2+1+Z _Z+1+O(Zp_1)'

Zn—l
n>p+1

Plus précisément : val(f) =p = wval (pco fop. )=p+1.
2. 3(v;m) € (RL)?, VR e N, fau| < 5077

Les valeurs de vy et 7, sont données par :

(u =max (1;2C;) .
Yo = 2uvw ¥ = max CoCy ; Co .
et p—2"(p—1)u
’71 = 2w(1 + U/) 0001 C
w = max (1,2C1,C16 2 3 01 ,Cocl) .
\ P —

Le choix du conjugué est alors simple et rapide :

1. On augmente de 1 la valuation de f en calculant ¢, o f o p.~! .

2. On regarde si 'ordre de troncature de la série pour f est supérieur a celui pour
pcofop .
Si oui, on remplace f par .o f o . ! ; sinon, on ne modifie pas f.

3. On effectue les étapes 1 et 2 jusqu’a avoir eu a conserver f a l'étape 2.

Troncature de f. Une fois de plus, pour accélérer le calcul de la somme partielle de
la série , on va négliger les derniers termes de f. En effet, 'inégalité permet de
négliger les termes a,, lorsque ny € N est choisi pour que le second membre de soit
aussi petit que souhaité.

Cela aura le mérite de ne pas avoir a considérer les séquences contenant des entiers n
vérifiant n > ng . Dongc, cela accélérera légerement 1’algorithme pour les poids importants.

Calcul de la somme partielle. Rappelons quune grande quantité de calculs
doit étre pré-enregistrée. Il s’agit des séquences de seq(seq(Ns) — {@}) de poids donné,
des multizétas évalués numériquement a haute précision et enfin de 1’évaluation de 7°.

6.3.4 Exemples.

Un invariant nul. Par définition, les invariants de f(z) = z 4 1 sont nuls. Cela se voit
immédiatement sur la formule 4—3I) Par contre, f et ¢ 10 fowy! ont les mémes invariants.
2

Bien que cela ne se lise pas sur (43)) , les invariants de 1 o f o ¢! sont donc nuls.
2 3

On a commencé la vérification de ce fait pour le premier invariant. Le calcul de
la somme partielle a été mené jusqu’au poids 27 intégralement, et partiellement jusqu’au
poids 28. Les figures a donnent respectivement les approximations successives
obtenues de la partie réelle, de la partie imaginaire et du module de cet invariant.

24 (e lemme résulte d’un calcul élémentaire de développement asymptotique et de calculs immédiats

pour exprimer ¢, o f o ¢, ~! et majorer ses coefficients.
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Casdef(z):z—{—l—l—%.
2

6.4 Comparaison des différentes méthodes.

e La premiere méthode (par 'asymptotique des coefficients) permet de calculer les deux
premiers invariants rapidement et avec une précision extréme (une centaine de décimale
en une heure de calculs Maple) . De plus, elle est peu sensible a la taille des coefficients
de f.

Elle pourrait aussi s’étendre (théoriquement et via la synthese des difféomorphismes)
aux paires successives d’invariants. Mais la, elle deviendrait beaucoup moins performante.

e La seconde méthode (par transformation conforme et les équations de résurgence) est
elle aussi peu sensible a la taille des coefficients de f, mais de moins en moins efficace
lorsque les indices w croissent.

e La troisieme méthode (par les multizétas) est la plus satisfaisante théoriquement car
elle fournit I'expression exacte des invariants holomorphes en fonction des coefficients de
Taylor de f et du seul ingrédient transcendant, qui sont les multizétas.

A Tinverse de la seconde méthode, elle est peu sensible a la taille de w, mais en revanche
tres sensible a la taille de f .

e Pour des f et w “grands”, ou méme “moyens”, les méthodes 2 et 3 se valent a peu pres.
Ni I'une ni l'autre n’est tres performante. La méthode 3 a I'avantage de I'universalité :
elle vaut pour tous les f, mais nécessite la tabulation préalable de nombreux multizétas.
La méthode 2 fait I’économie de cette tabulation, mais nécessite le calcul de plusieurs
centaines de coefficients de Taylor.

6.5 Ce qui change hors du cas-type.

Lorsque p = 1 mais p # 0, les méthodes 1, 2 et 3 restent inchangées pratiquement.

Lorsqur p > 2, il y a des ramifications. La premiere méthode fonctionne sans change-
ment, si ce n’est qu’elle fournit les 2p invariants les plus proches. En dehors de la rami-
fication, la méthode de la transformation conforme ne change pas. Quant a la troisieme
méthode, il faut distinguer :

1. L’expression de 71, qui demeure valable, mais avec des multitangentes ramifiées.

2. L’expression des invariants, qui change : il devrait y avoir des multizétas ramifiées.
Les changements sont sérieux.
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Puisque cet invariant est nul, on doit obtenir une courbe qui tend vers 0 .

Figure 10 : Calcul jusqu’au poids 27 de la partie réelle du premier invariant
du difféomorphisme @10 fooit.
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Puisque cet invariant est nul, on doit obtenir une courbe qui tend vers 0O .

Figure 11 : Calcul jusqu’au poids 27 de la partie imaginaire du premier

invariant du difféomorphisme @1 o fo ;' .
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Puisque cet invariant est nul, on doit obtenir une courbe qui tend vers 0 .

Figure 12 : Calcul jusqu’au poids 27 du module du premier invariant du
difféomorphisme ¢ 10 fopit.
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Partie 11

Etude des multitangentes, sous
des aspects analytique,
algébrique et arithmeétique .
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1 Introduction.

Toute cette partie sera consacrée aux multitangentes, étudiée pour elles-mémes.

Symétrisation de ’espace de sommation. On sait que I'un des objets essentiels
du calcul explicite de ((2n) , ou n € N, est le développement de la cotangente. Celui-ci
est obtenue par dérivation logarithmique du produit eulérien du sinus :

k tan(rz) £~z +k '

+00
VzeC, sin(ﬂz)zwzH<1—3> == V2e€C-17Z, L:Z L
k=

Une fois ceci constaté, le fait de chercher a effectuer une sommation sur un ensemble
symétrique devient naturel.

En effet, cette relation permet, par dérivation, de sommer les séries d’Eisenstein
1 m
er(z) = E ——— ainsi que les séries de Dirichlet E LT), ou f:Z — C est

~ (z+m)k m

mezZ*
une fonction p-périodique s’annulant en 0 :

5 (5 0)

Ainsi, par symétrisation de I’ensemble de sommation (i.e. par passage de N* a Z*),
mr

w
on sait calculer de nombreuses sommes du type Z — , ol w est une racine n-ieme de
meN*
I'unité.
Il est donc naturel de vouloir symétriser le simplexe {(ny;---;n,); 1 <ny <--- <n,}
sur lequel s’effectue la sommation des multizétas.
Passage par des développements de Fourier. Fixons des polynomes Py, , Py
de degré 1, a coefficients rationnels et a r indéterminées. Lorsque .4 est 1’ensemble
des r-uplets d’entiers relatifs dont les composantes ne sont pas racine de Pq,--- Py,
Zagier a suggéré (cf. [53], p. 507) de remplacer la somme S = Z S
(s € TP (s -+ ymy)
e?iﬂ'(m1w1+~~~+m7nzr) i=1
par Z S , pour pouvoir la calculer et y faire x1 =--- =z, =0 .

)€ TT P (s )
=1

Il en déduit que S est alors un multiple rationnel de Y.

Dans cette méthode se cachent deux idées, qu’il serait bon de mettre en oeuvre pour
les multizétas :

1. Travailler avec des nombres impose une rigidité certaine, alors que pouvoir travailler
avec des fonctions, dont on particularisera ensuite 1’évaluation, donne énormément
de souplesse.

2. Avoir des fonctions périodiques permet d’avoir acces a tout un panel de méthodes.
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Introduction des multitangentes. Afin de retrouver des résultats sur les multizétas
de maniere élémentaire, nous allons chercher a introduire un modele fonctionnel.

La suggestion la plus simple est de considérer les multizétas de Hurwitz :

1
z > HelT(z) = Z

1<n] < <ny (ny+ 2)51 -+ (ng. + 2)5

L’avantage de ces fonctions est d’avoir un lien tres simple avec les multizétas :
Vr € N, V(s1;--+58) € (NY)', 8122 = Hel7(0) = Ze e

Malheureusement, ce choix ne semble pas judicieux au regard des remarques précédentes :
ces fonctions ne sont pas périodiques et I’ensemble de sommation n’est pas symétrique.

Nous sommes contraints a modifier légerement le modele en considérant lesfonctions :

1
Z — .
oo<n1<-Z-<nr<+oo (nl + Z)Sl e (nT + Z)ST

Celles-ci sont bien 1-périodiques et I'espace de sommation est bien symétrique. Ce qui
est gagné d'un coté est évidemment perdu de l'autre : le lien avec les multizétas n’est plus
aussi évident. Cependant, il existe et en sera d’autant plus fort (cf. §3|et .

Nous appellerons ces fonctions des “fonctions multitangentes’. Le préfixe “multi”
caractérisera l’ensemble de sommation comme étant a plusieurs variables ; le suffixe
“tangentes” provient de leur lien avec les séries d’Einsenstein et donc avec la fonction
cotangente.

Une généralisation des séries d’Einsenstein. Nous avons déja rappelé (cf. p. |111)
que les séries qu’Eisenstein a considéré dans son célebre article de 1847, pour les besoins
de sa théorie des fonctions trigonométriques, sont définies par :

1
* J— Z pu— -3 .
Vk eN s Vz € C ) Ek(Z) m:ez: (Z + m)k

Comme il le dit lui-méme, “les propriétés fondamentales de ces fonctions périodiques
simples se révelent d’elles-mémes en considérant une identité simple” (cf. [24]) :

11 (1+1>+ 9 (1+1)
P’ (+q* \p* ¢ p+aP \p ¢

De la, il en tirera des identités, non triviales a premiere vue, reliant ces séries
entre elles. André Weil ira méme jusqu’a comparer son travail a I'une des oeuvres les plus
ardues, encore aujourd’hui, de la derniere période de création de Beethoven : les variations
Il s’agit d’une oeuvre issue du theme le plus anodin qui soit et qui, au cours des différentes
variations se succédant, engendrera un univers musical prodigieux, extrémement riche,
plein de finesse, mais aussi de virtuosité a la fois pianistique et compositionnelle.
Le parallele pour montrer la beauté des résultats obtenus par Eisenstein est limpide.
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Au cours de ses “variations”, Eisenstein obtiendra entre autres les relations suivantes :

£%(2) = e4(2) +4(¢(2)ea(2) . (47)
e3(z) = e1(2)ea(z) . (48)
3e4(2) = e2(2)” + 2e1(2)es(2) . (49)

Eisenstein a aussi montré que chacune de ses séries est en fait un polyndéme a
coefficients réels en ¢ .

Les multitangentes sont, bien sir, une généralisation multi-dimentionnelle des séries
d’Eisenstein, tout comme les multizétas en sont une vis-a-vis des valeurs de la fonction
¢ de Riemann.

Les relations , et peuvent s’obtenir directement nous obtiendrons
ces relations de maniere indépendante d’Eisenstein. Celles-ci seront des cas particuliers
de relations plus générales : la relation est un mixte des relations de symétrélité
des multitangentes (cf. et de réduction des multitangentes en monotangentes
(cf. , alors que les relations et (49) sont 'archétype des relations de symétrélité
des multitangentes divergentes (cf. .

Plan. Apres avoir vérifié la définition des multitangentes (cf. et des propriétés
simples mais fondamentales, nous effectuerons une décomposition en éléments simples
pour exprimer, un peu a la maniere de la relation , toute multitangente convergente
comme une combinaison linéaire de monotangentes a coefficients dans la Q-algebre
des multizétas (cf. : ce sera le lien fondamental entre multitangentes et multizéetas.
A la section suivante, nous étendrons ce résultat aux multitangentes divergentes, apres
les avoir renormalisées.

Quelques calculs explicites seront effectués a la section [5

Nous étudierons ensuite une propriété conjecturale des multitangentes : le nettoyage
des 1. Il s’agit de la possibilité d’écrire toute multitangente comme une Q -combinaison
linéaire de multitangentes dont les arguments sont des entiers supérieurs a deux.

Aux paragraphes [7] et [§] nous étudierons les multitangentes respectivement sous
leurs aspects analytique et arithmétique. Nous prouverons en particulier, en ce qui concerne
I’aspect analytique, des majorations géométriques et le caractere exponentiellement plat
de ces fonctions. Pour ’aspect arithmétique, apres avoir vérifié la QQ -indépendance linéaire
des monotangentes ou la transcendance des multitangentes non nulles, nous montrerons
que 'absence conjecturale de Q-relations linéaires entre multizétas de poids différents est
équivalente au méme résultat concernant les multitangentes.

La derniere section concerne I'étude de l'algebre des multizétas soumis a la partie
des relations quadratiques retrouvées par ’étude des multitangentes. Nous obtenons ainsi
une algebre secondaire soumise a la symétrélité et a des traces de symétralité.

Enfin, en annexe, nous donnons des tables de valeurs des monotangentes ainsi
que des réductions en monotangentes des multitangentes convergentes et divergentes.
Nous les donnons jusqu’au poids 10 .

La figure suivante explicite les liens entre les différentes sections.
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Figure 13 : Plan shématique de la seconde partie.
Une fleche en traits pleins, allant de la section p a la section ¢, indique que la lecture de
la section p est indispensable a la section gq.
Une fleche en pointillés, allant de la section p a la section ¢, indique que la lecture de
la section ¢ nécessite des résultats de la section p ; des renvois ou rappels sont fait pour

rendre autant que possible la section ¢ indépendante de la section p.

Enfin, I’absence de fleche entre les sections p et ¢ indique que celles-ci sont indépendantes.

§2 : Définition des

multitangentes
84 : Renormalisation
des multitangentes |« >| §6 : Nettoyage des 1
divergentes
3

§3 : Réduction en
monotangentes

85 : Quelques calculs §7 : Propriétés

de multitangentes analytiques
v
§8 : Propriété | .. §9 : Etude de
arithmétiques | relations entre
multizetas
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2 Définition des multitangentes, et premieres pro-
priétés.

Commencons cette section avec un lemme général permettant de montrer, sous
certaines hypotheses, quun mould®| s’écrivant comme une somme infinie de fonctions
holomorphes est un moule symétrel?®, & valeurs dans un espace de fonctions holomorphes.
Cela nous permettra immédiatement de pouvoir définir correctement les multitangentes,
mais aussi, plus loin dans le texte, les multizétas de Hurwitz ou encore de retrouver
la condition bien connue de convergence des multizétas.

Comme conséquence de ce lemme, nous obtiendrons immédiatement des propriétés
simples des multitangentes.

2.1 Un lemme sur les moules symétrels.

Voici une premiere version de ce lemme, pour des sommes classiques (i.e. l'indice
de sommation varie de N a 400, N € N) :

Lemme 1 : Définition des moules symétrels, version 1.

Soit U un ouvert de C, (f,)nez € (H(U))” et N € N,

1
On suppose que : pour tout compact K de U, ||fullox = O <—) :
n—-+o0o n
Alors, pour toute séquence s € C* — {(}}, de longueur r, vérifiant
Re (s1) > 1,
: (50)

Re (s14+---+s,)>71,

ona:
1. La fonction F%: U — C

;o Yo @) (@)

N<n,<---<ni<+oco
est correctement définie sur U.

2. VNeN | Fy € H(U) et :

Vzel, (FgN)/ (2) = Z (H(fm)sz> :

N<np<--<ni<t+oco \i=1

3. Pour tout compact K de U, il existe une constante Cxg > 0

s CK s
= < "=
telle que ||FN||C>OK < e (=)
De plus, pour tout N € N | F} définit un moule symétrel sur I’ensemble
des séquences s € C* vérifiant , a valeurs dans H(U) , si I'on pose
Fl=1.

25 (Cf. annexe “Préliminaires”, p. [207210| pour des rappels concernant les notations mouliennes et sa

terminologie.
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La convergence des séries de ce lemme est souvent évidente ; l'intérét de ce lemme
réside dans l’obtention, a la fois du caractere holomorphe, mais sourtout du caractere
symétrel. Ce lemme, tout comme sa version suivante, nous permettra donc d’affirmer
qu'un moule possede la symétrie “symétrel” de maniere générique par des vérifications
élémentaires (dont on ne parle d’ailleurs pas souvent dans la littérature).

Nous nous autoriserons donc dans le reste de 'article de juste affirmer la propriété
de symétrie sans plus d’éléments de démonstration qu'une simple référence a ce lemme
(ou la version suivante, selon les cas).

Ainsi, seule la conclusion de symétrélité du moule Fy est cruciale dans ce lemme.

Dans la démonstration qui va suivre, nous nous contenterons d’indiquer en un mot
la convergence des sommes considérées, ainsi que I’holomorphie de la fonction FY.
Par contre, en ce qui concerne la symétrélité, bien qu’elle soit tout aussi élémentaire
que la convergence et 1’holomorphie, nous en effectuerons la démonstration en détail.

Démonstration : e Les points 1., 2. et 3. se démontrent simultanément par récurrence sur

la longueur de la séquence s, en utilisant le théoreme de Weierstrass sur
I’holomorphie d’une somme de fonctions holomorphes, une comparaison avec
intégrale permettant d’affirmer :

1 1 1
YNeN' | Ve>1, — <
. n® — r—1Nez-1
n>N

et enfin 'hypothese : N
VK ccU ,IMk >0, Vn € Z*, ||fallsox < \TT .

e Soit NeNetzeld .

Nous allons montrer la symétrélité du moule F{(z) par récurrence : a savoir,

1 2
montrer la relation FY, (2)Fy () = Z F% (2), lorsque les séquences s! et s?
v€Eshe(s!;s?)
de C* vérifient . La récurrence a lieu sur l'entier I(s') + I(s?) .

Avant de commencer celle-ci, rappelons que, si s € C* vérifie (50)), alors, par
définition du moule FY;, on a la relation de récurrence :

R = S

p>N
Initialisation : Soit (u;v) € (C*)? vérifiant et telles que [(u) =I(v) = 1.

Notons u = (u) et v = (v). On a alors successivement, pour N € Net z € U :

FR() FX(:) = [ Do) | | Do (alz)

p>N g>N
= D (B )+ D ()" (fal2)"
p>q>N p=q>N
+ 3 ()" (fel2)"
q>p>N
= D (f4(2)" Fa(2) + FET(2) + D (fo(2)" Fp(2)
q>N p>N
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= Y@ +FT () = ) FY().

weshe(u;v)
Ainsi, la propriété est initialisée.

Hérédité : Supposons le résultat établi pour toutes séquences u et v de C*
vérifiant et telles que I(u) + I(v) > 2 . Soit aussi z € U .

En procédant exactement de la méme maniére que dans le cas des longueurs 1, et en
utilisant 'hypothese de récurrence, si u et v sont de longueurs k et [ respectivement,
on a successivemen

1

FR(2) FX(2)= > (F(2)™ (fo(2)" FE"7T () FX 1 (2) +

p>q>N
Z (fp(z))Uk (fq(z))vl F%Sk—l(z) gSlfl(z) n
p=q>N
S )" (Fal2) B () FY(2)
q>p>N
= D (A" FY (D @) + Y () E ) () +
q>N n>N

= > PIACHER IO D (Z(fn(Z))"””" FZ”(Z))
)

weshe(u; vSI=1)\¢>N weshe(usk—1; v<I-1)\\n>N

+ ) D (o)™ Fy(z)

weshe(usk—1;s)\ p>N

= Y B+ ) FY(+ Y FR(G)

weshe(u; vSi=1).y; weshe(usk—1; v<Ui=1).(ug+u;) weshe(usk—1; v).uy

= Y FX).

weshe(u; v)

Ainsi, le principe de récurrence permet d’affirmer que pour toutes séquences s' et s
de C* vérifiant (50)), on a :

1 2
VNEN,VzelU, FR(2)Fh(z) = > Fi(2).
yEshe(s';s?)

Autrement dit, pour tous z € U et N € N, le moule F{(z) est symétrel.
O

On obtient alors, comme corollaire, la version suivante pour des sommes indexées sur
I’ensemble Z :

26 Rappelons que si s = (s1,--- ,5,), la notation s=* désigne la séquence (si,- -, sr) des k premiers

termes de la séquence s.
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Lemme 2 :

Démonstration :

Définition des moules symétrels, version 2.

Soient 2 un ouvert de C et (f,)nez € (HU))”.

1
On suppose que : pour tout compact K de U, ||fullcox = O <—) )
T n—t |n|

1. Alors, pour toute séquence s € C* — {(}}, de longueur r, vérifiant

ke [L;r], { Relsit ot >k,

Re (sp+ -+ Sp_pr1) >k,
lafonction F¢: U4 — C

: — S @) ()"

—oo< N, < - <n1<+00
est correctement définie sur U, est holomorphe sur U, et vérifie :
!/

(51)

T

veelU, (F*)(z)= > LI (=)

—oco<n,<-<ny1<+oo \i=1

2. De plus, F*® définit un moule symétrel sur ’ensemble des séquences

s € C* vérifiant , & valeurs dans H(U) , si I'on pose F% =1 .

Le lemme de définition des moules symétrels, version 1, a plusieurs conséquences :

e Le moule F* peut se factoriser sous la forme F*(z) = F$ (2) x F* (2), (pour
plus de détails, cf. dans le cas particulier qui nous intéresse) o1, pour s € C*
vérifiant 1D les fonctions Fi et F® sont définies sur U par :

s (flor)

O0<nip<---<ni<+oo \i=1

s=k
FL (2)

T

F (2) > (H (fa, <z>>5i> .

—oo<n,<---<n <0 \i=k

. . ‘- .
En effet, puisque si s € C* vérifie 1} alors s et s vérifient alors |j le lemme
de définition des moules symétrels, version 1, permet de montrer que, non
Sk Zk 7 . . .
seulement, les fonctions Fi et F* sont définies sur U, mais aussi qu’elles sont
holomorphes sur U, de dérivées leurs dérivées termes a termes respectivement.

Ainsi, F2 est correctement définie sur U, holomorphe sur U et de dérivée

sa dérivée termes a termes.

e De plus, il n'est pas difficile de voir que (F})nez converge uniformément vers
F sur tout compact K de U, lorsque N — —oo (cf. la définition de Fy dans
la version 1 de ce lemme) .

Ainsi, sin € Z et (a;B8) € (C*)? sont deux séquences vérifiant , la symétrélité
du moule F}, entraine successivement :

a B _ : o3 é: . 7| . 24
PEE =l PP NE&OO< 2 F) 2y lm P
y€Eshe(a;B) yEshe(a;B)
- x> o

Y€Eshe(a;B)

Donc, F*® définit pour tout z € U un moule symétrel.
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2.2 Application : définition des multitangentes.

Considérons U = C — Z et les fonctions f,: U — C ,pourn € Z .
1

n—+z

1
Il est clair que, pour tout compact K de C — Z, || ful|oox = @) <ﬂ) Le lemme
n—--—+oo n

z

de définition des moules symétrels, version 2, permet donc de définir correctement
un moule symétrel, noté Te®, et défini par :

Tet: C-7Z — C

1
—
c Z (nl + Z)Sl . (nr + Z)S’V‘

—oo< N, <+ <nyp<+00

Ce moule, qu’on appelera moule des fonctions multitangentes, est défini pour

des séquences s € §* = {§ € seq(N*);s1 > 2 et 55 > 2} et a valeurs dans l’espace
des fonctions holomorphes définies sur C — 7Z .

2.3 Premieres propriétés des multitangentes.

Voici quelques propriétés élémentaires des multitangentes, résultant du lemme 2,
ou d’un simple changement d’indice dans les sommations (quatriéme point) :

Propriété 1 : 1. La fonction Te® est correctement définie pour toute séquence
s €S

2. La fonction Te? est holomorphe sur C — Z pour toute séquence
s € 8*, elle converge uniformément sur tout compact de C — 7 ,
et vérifie, pour tout s € S* et tout z € C - 7% :

I(s)
(2) = — Z siTesl""’Si—hsi“vsiﬂv“'vsl@) (2) .

=1

oTes
0z

3. Pour tout z € C—Z , Te*(z) est un moule symétrel, i.e. :

VzeC—Z, V(a:B) € (8, Te®(2) T () = Y Te(z).

yEshe(a; B)

4. ¥2€C—-7Z,Vse S, Te(—z) = (_1)|I§H7‘6§(2) '

Nous parlerons respectivement de propriété de différentiabilité et de propriété
de parité des multitangentes pour nous référer a la formule du second point ainsi qu’a
celle du quatrieme point.

3 Expression des multitangentes en fonction des mul-
tizétas et des monotangentes.

L’objectif de cette section est de démontrer un second type de relations liant
les multitangentes entres elles, le premier type de relations dont nous disposons pour
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le moment étant les relations de symétrélités. Plus précisément, nous allons montrer
comment il est possible d’exprimer une multitangente en fonction des multizétas et
des monotangentes. Pour cela, nous allons procéder classiquement, ¢’est-a-dire décomposer
en éléments simples le sommant définissant Te, par rapport a la variable z, puis sommer
a nouveau en regroupant les termes différemment.

Pour cela, nous allons mettre en oeuvre I'idée indiquée dans le second volume de [15]
(cf. p. 429) .

3.1 Décomposition en éléments simples d’une fraction ration-
nelle.

Soit r € N*. Considérons deux familles s = (s;)1<i<, €t @ = (a;)1<i<, d’entiers naturels,

ou les a; sont distincts deux a deux. Considérons aussi la fraction rationnelle définie par :

1
(X _|_ al)sl o e (X + ar)sr' )

F§,§<X) =

Nous savons que la décomposition en éléments simples de Fj, 5(X) s’écrit :

r o s;—1 (4)
1 (Fggi—l,§2i+1’§§i71,§2i+1) (—al-)
Fas(X) = Z Z 4! (X + a;)%— '
i—1 j=0

Un calcul élémentaire montre que, pour tout & € N et toutes séquences d’entiers
(a;)1<i<r €t (8i)1<i<r, de mémes longueurs, les a; étant distincts deux a deux, on a :

- 3 (812’51)“'(8?:1’"{1),

(X + a1)51+”1 ce (X + ar)sr"l‘nr

r s;—1 1 ZEi

(X +a;)%* *Di(a)

, ou 'on a noté :

s (M) (o) ({02

= 14

3.2 Expression des multitangentes en fonction des monotan-
gentes et des multizétas.

En injectant le dernier développement dans l'expression d’une multitangente,
nous pouvons permuter la somme multiple infinie avec les sommes finies, car les séries
convergent absolument, puis sommer a nouveau en décomposant la somme multiple en
trois sommes. Cela donne successivemen@, sise &

2T Dans tout ce calcul, et ce qui suivra, la notation indicielle ki >0,j#iet Zj# k; = k désigne un

(r — 1)-uplet k = (k1,--+ ,ki—1,kiy1,- - , k) dont la somme des éléments vaut k.
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ool ‘Ei
Ter(o) —(. >, >(<z+i>sr“mi<a>>

0"'751' —oo< N, <--<ny1<+00

(2% Sy oy ¥ ) (Erireen)

20,57t n;EZL (nys55mi_1) yezi—=1 (n ,H,l;u-;nr)EN"'_i
2j¢~kj—k> n;<n;_1<---<ny np<---<n; 1 <n;

-ZE ) w Sl T e

zEZ ''''' snp)EZT T % kZi <
i kj:k 7oo<nr< <njy1<ng

S )

(n15mj_q)€zi=t kS?
n;<n;_1<---<nj<+oco

M

D’ou la relation suivante :

r o s;—1
s Z) — E E < E iElS(Zesr+kr7"'7si+l+ki+1Zesl+k17"'7si—1+ki—l)Tesi_k<z> '

i=1 k=0 ~ k;>0,ji
Djikj=k
T
Cette relation fait apparaitre la multitangente divergente Te! : z —— ﬁ
an(mz

Cependant, il n’est pas difficile de voir que toute multitangente convergente est
exponentiellement plate (cf. . Le coefficient de Te! est donc nécessairement nul. On
peut aussi lindariser les multizétas par symétralité dans le coefficient de Te! afin de se
rendre compte qu’il est nul (cf. §9.3.1). On obtient alors le théoréme suivant :

Théoreme 1 : Réduction en monotangentes, version 1

Notons : 'E} = <ﬁ(_1)kz> ( H (_1)sl) H (sl ;Ll ]ﬁ . 1)

=1 l=i+1 =1
i
Z?k — E iEiZ€5r+kr7"'75i+l+ki+1Zesl+k17"'75i—l+k'i—l ]
k>0, j#i
Djikj=k

Alors, pour toute séquence s € $*, on a :

VzeZ-N, Tes( ZZ 2 Tek(2)

i=1 k=2

3.3 Etablissement des tables de multitangentes convergentes.

Ce dernier théoreme mnous sera utile pour effectuer des calculs théoriques
de multitangentes (cf. §5.4]). Par contre, en vue d’étudier plus loin une conjecture, il sera
bon de linéariser les multizétas utilisés ici, par symétrélité du moule Ze® dans ’expression :

ng — E iEiZBS7'+k7'7'"asi+1+ki+l Zesl+k17"'75i—l+ki—1
1, K :
k20, i
2 ki =k
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Ces notations permettent facilement d’obtenir, pour z € C — Z , une séquence s € S*
de longueur 7 :

max(s1;-;sr)

Te2(z) = Z Z Z "RE Ze® TeM(z)

g=(o1;50 /)E(N*)
01>2, l(a‘) r!

I\gH:Hngk
] i—1 r r s -+ ]{Z 1
~28|. IS k s l I —
ot Ef = <H<—1> ) (H(—n ) (H( 5y 1 )) .
=1 I=i+1 lz;j
kR;: Z Z <Sh§ ((§—|—l_{)§l_l;(§—|—l_{)zl+l> ‘ g> in_

i6k[[<1;‘7']] kj20,j#1

| | = Yjern;ri-(y ki=si—k

Apres avoir calculé les tables des multizétas, on peut alors exprimer systématiquement
toutes les multitangentes. En utilisant un algorithme de calcul numérique des multizétas
(cf. Annexe|C)) , on peut aussi calculer numériquement les multitangentes. Cela peut étre
utile pour de dessiner les courbes des multitangentes a argument constant, ou bien pour
utiliser un algorithme de reconnaissance de relations entieres (cf. [32] pour Iarticle original
donnant 'algorithme LLL, [I2] pour une autre présentation de LLL, [I] pour I'algorithme
PSLQ, ainsi que [4] pour les applications de ces algorithmes) .

Cela nous conduit & la table présentée a 'annexe 2|

4 Etude du prolongement symétrel des multitangentes
a seq(N*).

Nous nous proposons dans cette section de renormaliser 'expression de Te2 si
s € seq(N*) — §*.

Le théoreme énoncé page fait apparaitre de nombreux de coefficients du binome
en regard de chaque monotangente. En vue de simplifier et de condenser les écritures,
travailler avec une série génératrice des multitangentes semble donc adéquat a notre
situation.

Cependant, nous voulons tout de méme garder les propriétés essentielles vérifiées par
les multitangentes. Il s’agit de :

1. La symétrélité du moule Te®(z) prolongé.

s U(s)
2. La propriété de différentiabilité : Vs € (N*)",Vz € C—7Z, ;’e (2) = — E s Te2e (2),
z
i=1
oue; = (0;---;0;1;0;---;0) pour i € [ 15 I(s)] .
( . ) p [1; 8]

3. La propriété de parité : Vs € (N*)" , V2 € C—Z , Tes(—2) = (— )”§”7'e§( ).

4. La propriété de réduction en monotangente : Vs € S*, TeS( Z Z o
i=1 k=2

28 Rappelons que la notation she( , ) désigne le produit de battage contractant pour les séquences et

est définit page a ’annexe concernant les rappels. Enfin, <P|s> désigne le coefficient (ou nombre
d’occurence) de la séquence s dans P (cf. p. [206) .
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Il s’agit donc de définir Te® pour s € (N*)" vérifiant s; = 1 ou s, = 1, voire méme
lorsque s;1 = s, =1 ...

4.1 Rappel sur le prolongement du moule Ze®* a (N*).

Le moule Ze® étant symétrel, et ne possédant qu'une seule source de divergence
(la présence de 1 a gauche), on peut récursivement rejeter a droite tous les 1 débutant

51>2
engendré par les multizétas convergents, on obtient, comme simple application de

cet algorithme, la nature précise de 'ensemble MZV de tous les multizétas (cf. [49]) :

la séquence s € (N*)". Si I'on note MZVcy = Vectg ((Zes) SE(N*)*) le Q-espace vectoriel

Vs € (N)', Zet € MZVoy[Ze'], i.e. MZV = MZVcy[Ze']

1

Par exemple : Zel'l! = 3 ((Ze')? — Ze?) .
Zel® = ZelZet — Zest — Zestlsis > 2.
Zel2l = ZelZe?l — 2Ze2bl — Zedl - Ze22

= Ze'Ze® — §(Ze2)2 )
5

1
Zell2 5 (261261,2 _ el _ zp22 _ 261,3)
1 1\2 2 2 123, [ 2\2
= 5(26 ) Ze® —2Ze Ze +1_()(Z€ ).
Précisons cela. Considérons classiquement lalphabet Y = {y1; - 5yn;- -},
supposons le muni d'une loi de semi-groupe y; + y; = v;y; et “codons” la séquence

s = (s1;-++;5,) € (N*)" par le mot yg = y,, - -+ ¥s, € Y*. Notons aussi (y5)** le polynome
non commutatif ys x - - - x ys[*}
—_———
k fois

En procédant alors par récurrence sur le nombre de 1 débutant les séquences,
I'algorithme de rejet des 1 & droite entraine, pour toute séquence s € (N*)", I'existence
d’une unique famille (8¥)e(0,1(5)) de séquences de (N*)" vides ou vérifiant s} > 2, ainsi
qu'une unique famille de rationnels (si)refo;us)] tels que l'on ait :

U(s)
ys =D suyse x (1)

k=0

Une telle écriture sera appelée “écriture de D’algorithme de rejet des 1 vers
la droite pour la séquence s € (N*)"”. Enfin, définissons I'application de spécialisation

I(s)
Z, par Z(ys) = Z skZ(y§k)Z(y1)k, si ys est donné par l'algorithme de rejet des 1 pour
k=0

29 Laloi de semi-groupe n’apparait plus dans ce qui suit, mais est implicitement utilisé dans le battage

contractant x .

123



la séquence s € (N*)", Z(ys) = Zes si s € (N*)" vérifie s; > 2 ou est vide. Etendons Z,
par linéarité, a tout Q<Y>.

Pour toute séquence s € (N*)", Ze® = Z(y,) est alors un polynéme en I'indéterminée
Zel sur l'algebre MZVcy. Pour chaque choix de valeur de Ze!, cela permet de définir
un prolongement de Ze®* & (N*)", et ce de maniere unique. Bien que la valeur Ze! = v

(ou 7y est la constante d’Euler) semblerait aussi naturelle, on choisidg_cl traditionnellement
Zel=0.

Il reste a voir la symétrélité du moule Ze® prolongé. Il suffit de montrer que Z est
un morphisme de (Q <Y >,x) dans (C,-). En effet, si tel est le cas, on a alors pour

(u;v) € ((N°)")?

ZerZer = Z(y)Z(yy) = Z(yu* i) = z (Z (Y * Y lw) g)
weY™*
= ) urnlw) Zw) = ) (she(wv)ls) Zet = Y Zet.
weY™ se(N*)* s€she(u;v)
Rappelons que si ys = Z UpYyuk % (41)™, on a : Z 5k Z (Ygr) )k Soit alors

u et v deux séquences de (N*) dont 'algorithme de rejet des 1 s’écrit sous la forme :

I(u) I(v)
= Z UrYuk * (y2)*™* J Yv = Z UkYyhk * (y2)*™*
k=0 k=0

Sachant que Ze® est symétrel sur S = {s € (N*)* ; sy > 2ous = 0}, alors :
Z(ys1) Z(ys2) = Zes Ze®' = Z Ze® = Z(yu * Yv)-

scshe(s!;s?)
On obtient alors successivement :

u l(v)

ZuwZw) = | D wZua)Zw)* | | D uZw)Zw)
k=0 =0

l(u) U(v) l(w) Uy)

w0 Z () Z () Z) = D 0w Z (e + yu) 2 (1)

k=0 1 k=0 1=0

Il
=)

= Z(Yu*Yy) -

Ainsi, Z est bien un morphisme de (Q<Y>,*) vers (C,-), ce qui redémontre enfin
I’énoncé suivant :

Lemme 3 : Pour tout # € C, il existe une unique extension symétrelle du moule Ze®
a (N9)", telle que Zel =0 .

30 Sil’on note Zej 'unique extension du moule Ze® vérifiant Ze} = 6, on dispose alors de la formule

de passage : V(a;3) € C? | Zel = Nef,_5 x Zejy | ot le moule symétrél Ne? est défini pour v € C

ol _
) NS — 7! 7Sl§_(h17..,—/-71).
et s € (N*)* par : Ney = e
T 1018
0 , sinon.
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4.2 Premiere difficulté.

Le probleme du prolongement des multitangentes est une situation beaucoup plus
compliquée. En effet, si 'on cherche formellement un prolongement du moule Te®(z)
soumis a la seule condition de symétrélité et a la connaissance de Telm(z), r € N*
(ce sont les conditions que l'on impose quant au prolongement de Ze®), on ne peut
déterminer toutes les multitangentes divergentes : les 1 qui débutent ou finissent
la séquence s et qui créent la divergence de Te2(z) se trouvent envoyés respectivement
en fin de séquence et en début de séquence.

L’exemple suivant de relation de symétrélité illustre la difficulté dans le cas
de la multitangente divergente la plus simple :

Te2(z) = Te'(2) X Te?(z) — Te*(z) — Te3(2)
—— —— N—— ——
connu par hypothése  multitangente convergente problématique multitangente convergente
= non connu -
Si Ton ajoute la condition de parité Te$(—z) = (—1)Is1Te2(2), on obtient

alors Te*!(z) = —Te'?(—z), d'ou :
Partie impaire de Te'? = % (Te'(2)Te*(z) — Te(2)) -

Ainsi, rien ne permet ici de déterminer completement 7e?!.

La difficulté provient de la gestion conjointe de la divergence créée simultanément
a gauche et a droite. Pour la surmonter, il nous serait agréable de pouvoir séparer
le traitement de la divergence gauche de celui de la divergence droite. Une factorisation
du moule Te®(z) pourrait alors étre utile, si elle ne faisait apparaitre que des termes ayant
une seule source de divergence.

4.3 Factorisation moulienne du moule 7¢e®* et conséquences.

Lors de la démonstration du lemme de définition des moules symétrels (cf. p. ,
nous avons presque donné la factorisation moulienne voulue, en écrivant : F* = F, x F'* .
Comme annoncé, nous allons donner précisement la démonstration de cette factorisation
dans le cas particulier suivant, le cas général étant quasiment identique.

Voici donc la factorisation :

Lemme 4 : Soit S*={s € (N*)"; s > 2 et s, > 2} .
Considérons les moules symétrels He?, He® et Ce® a valeurs dans
H(C — Z) définis pour s € S* par :

Hes (z) = Z ! et ”Heg(z) =1.

0y < oy <00 (n1 + 2)51 .. (nr + Z)ST

s o 1 _
HeZ (z2) = Z CRES T et He () =1.

—oco<n,<--<n1<0

1 si s=0.
1 .
Cei(z) = el I(s)=1.

0 si Is)>1.

Alors : Te® = HeS x Ce® x He® .
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Ici, HeS désigne le moule des multizétas de Hurwitz ; Ce® va jouer le role
d’une correction, car il ne prend en compte que les indices de sommation nuls dans
I'expression de 7Te®, et enfin, He® est lexact analogue du moule Ze® (défini
a la page vis-a-vis du moule Ze®. La symétrélité de ces moules, due aux lemmes
(cf. p. de définition des moules symétrels dans les cas de He? et He?, explique
la présence de la lettre “e” dans leur nom.

)

. . . 1
Démonstration :  Notons momentanément He%,(z) =
+0 P P
(ng +2)51 -+ (N, + 2)5r
0<n, <---<ny<+oo

pour z € C—Z et s € S*.

Le lemme de définition des moules symétrels permet d’affirmer que les moules
HeS (2), He® (z), HeSy(z) sont bien a valeurs dans H(C — Z) et symétrels.
Le moule Ce®(z) vérifie les mémes propriétés.

En isolant I'indice de sommation n, lorsqu’il est nul, dans la définition de He$ (2),
on obtient :

. 1
Helo(z) = Z (n1+2)51 - (ny + 2)°r

0=n,<n,_1<---<ni<+oc0
1

+ Z (nl + 2)51 R (nr + 2)87-

0<n, . <n,_1<---<ni1<+oo

1 sSr—1 s
= Hel  (2)+Hel(z)

25r

= (Hel(z) x Ce'(z))§ .
De méme, on montre que Te®(z) = Helo(z) x He? (z), d'olt le résultat.
Premiére conséquence. Notons que Ce®(z) est déja correctement défini sur (N*)" .

La factorisation Te® = Hel x Ce® x He® a le mérite de bien séparer les sources
de divergence. En effet, si les moules He? et He® sont prolongés a (N*)", on aura alors :

Te*'(z) = (Het(2) x Ce*(2) x He® (2))™

= Hel'(z) + He2 (2) (Cel(z) + Hel (2)) + Ce2l(z) + Ce?(2)Hel (2) + He' (2)
= Hed'(2) + He (2) (% + Hel(z)) + %Hel(z) + He¥(2) .

On observe, sur ce calcul, que la divergence de Te*!, qui a lieu au niveau de —oo,
se traduit sur la factorisation uniquement par des termes divergents du moule He?® .

Deuxieme conséquence. Cette factorisation nous permet aussi de prolonger le moule
Te*(z) a (N*)" tout entier dés que 'on saura étendre la définition de He?. et He® a (N*)".
Naturellement, d’apres le lemme de définition des moules symétrels, les moules He? et
He® sont définis sur St = {s € (N*)"; 51 > 2} et S* = {s € (N*)"; s, > 2} respectivement.
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Leurs prolongements & (N*)" sont en tout point similaires & celui du moule Ze® & (N*)’

(cf. p. [[21)
On obtient donc le résultat suivant :
Lemme 5 :  Soit (®,; ®_) e H(C —Z)%
Les moules He$ et He® admettent un unique prolongement symétrel
a (N*)" vérifiant respectivement Hel = &, et Hel = d_ .

Démonstration :  La démonstration est identique & celle du lemme 3 page 124} & la modification pres
du morphisme de spécialisation en :
i(s) I(u)
ZSkH Ysk )H ,slys = ZUk;yuk *(y1)**, ois e (N*) et sy =1.

H(ys) = He% (z) ou He® (2), suivant le cas, sis € (N*)", avec s1 > 2. -

Ainsi, on peut prolonger symétrélement les deux moules He® et He® a (N*).
La trifactorisation Te® = He?. x Ce® x He® permet alors de prolonger Te® & (N*)".

De plus, les prolongements de He? et He® étant symétrels, tout comme Ce®(z),
on en déduit que le moule Te® se prolonge & (N*)" en un moule symétrel, comme produit
de moules symétrels. Ceci permet donc d’énoncer le corollaire suivant :

Corollaire :  Soit (P, ; ®_) € H(C - Z)2
Le moule 7e* admet un prolongement symétrel a (N*)" vérifiant :

VzeC—7Z, Tel(z) = D, (2) + % +P_(z) .
Vs € (N*)", Tet = (He® x Ce® x He®)®

4.4 Multizétas de Hurwitz formels, multitangentes formelles.

1. Moule He? (X) . En vue de simplifier les démonstrations suivantes, nous allons
momentanément travailler dans ’anneau des séries formelles, en introduisant la notion
de multizétas de Hurwitz formels.

Pour mieux distinguer si 'on travaille analytiquement ou dans 'anneau des séries
formelles, sans avoir a préciser systématiquement, on adopte deux types de notations :
le caractere formel sera noté avec une majuscule droite, contrairement au caractere
analytique qui sera toujours écrit avec une majuscule cursive (comme depuis le début).

Nous allons donc définir ces multizétas formels de Hurwitz par la série de Taylor
des “vrais” multizetas de Hurwitz. En effet, si s € S} , He? est une série normalement
convergente sur tout compact de C — 7Z, ce qui permet de dériver terme a terme.
La formule de Leibniz généralisée et la formule de Taylor formelle permettent alors
d’écrire :

Définition 1 :  Les multizétas formels de Hurwitz sont définis par He? (X) = 1 et
pour toute séquence s € §; de longueur r € N* par :

H€+ Z Z H (SZ + k )Z Sl+k17"',ST+kT(_X>k )

k>0  ki+4-+kr=
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He? (X) est alors un moule, & valeurs dans C[X], défini sur 8% = {s € (N*)" ; s; > 2}.
Celui-ci est, bien évidemment, symétrel.

En remplacant stricto-sensu les majuscules cursives par des majuscules droites
lors de la démonstration de l'existence d’un unique prolongement symétrel du moule
Hes a (N*)", on obtient évidemment le résultat suivant :

Lemme 6 : Soit S € C[X].
Alors, il existe un unique prolongement symétrel du moule He? (X)
a (N*)" vérifiant He! (X) = S(X).
Il nous reste a définir He! (X) pour définir completement les multizétas de Hurwitz
formels. La définition du moule He$ (X) sur 8§ nous invite naturellement a poser, et c’est
en fait la seule possibilité convenable de prolongement du moule He? (z) a (N*)" :

+o0
Hel (X) =)~ Ze ' (-X)* .
k=1

Vérifions alors que l'expression donnant He% (X) pour s € S} est en fait valable
en toute généralité. Cette situation se représentera lorsque nous étudierons la réduction
en monotangentes des multitangentes divergentes (cf. p. [142)) .

*

Propriété 2 :  Pour toute séquence s € (N*)

HE0 =Y X TI(MTE e

E>0  kitetke=k =1

Démonstration :  Au vu de la propriété précédente, il nous suffit de démontrer que le moule If-Ive§+ (X),
défini comme étant le second membre de I’égalité précédente, vérifie :

1. He, (X) prolonge la définition de He2 (X) & (N¥)

*

2. He, (X) = Hel, (X).
3. ItIvejr(X) est symétrel.

Seul le troisieme point nécessite quelques explications. Pour ce faire, notons My,

le k-ieme coeflicient de I—Aléi (X). Pour montrer la symétrélité de I—Aléi (X), il suffit
de vérifier que l'on a :

p
Vishis?) e (V) x (W), vpeN, S MIME, = S My
k=0 YEshe(s!;s?)

Or, pour (s';8?) € (N*)" x (N*)" et p € N, en notant I(s') = r et I(s?) =7/, on a :

p
MilM§2 L = Zes}+k'1,~~.,si+ereS?+kr+1,“',Sz/+k7./
> S =D > >
k=0 k=0 Riberth =k brpcteothespk (11[ <811 k-1
k:
i=1 !
7

p
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r r’

- X (H(s“k"l 1 (G

o k; k;

kittk, o=k i=1 * i=1 i+
) ZeSitki e spthe Zosithepn, sy ki

S <H<81+:_1)> ﬁ(s%—kliij:—l)

kittk, o=k i=1 i=1

X Z ZeY ,

yEshe(s'+k="; s2+k>")

ot s! + k=" et 82 + k”" désignent respectivement
(s1+kis-- 580+ k) et (3 + kpprso o580 + Kpprr).

Deux cas se présentent :
1. 7 est un simple mélange de sl + kS et s2+k™" :

Alors, quitte a réordonner les k;, le terme produit vaut M% , ol ¥ est déduit
de v en annulant tous les k;.

2. 4 contient une ou plusieurs contractions de sl+ kST et 24+ k7

On peut alors séparer les indices n’agissant pas sur les contractions
des autres. Notons les : s! et §?. Cela produit des sommes de coefficients

1 L 2 .
du binéme du type : Z sithi— 1\ (854 k=1 , valant précisément
Eitk;=K ks ks
itkj=

si+s7 +K—1
K

), ie le coefficient binomial que I'on souhaite avoir.

Ainsi, le terme produit vaut de nouveau M% , ol ¥ est déduit de 7
en annulant tous les k;.

En remarquant que lorsque <4 parcourt lensemble she(s' + kS 82 + k77,

7 parcourt 'ensemble she(s';s?), avec les bonnes multiplicités ; on en déduit donc
bien I’égalité voulue :

P

Svgae, = Y M)
k=0

YEshe(s'; s?)

Ceci démontre alors la symétrélité du moule ﬁéi(X), et par suite 1’égalité
He', (X) = Het (X)
O

2. Moule He® (X) . Faisons de méme un passage de I'analytique vers le formel pour
le moule He® (z), en utilisant une “pseudo-relation” de parité :

Définition 2 :  Les multizétas formels négatifs de Hurwitz sont définis par ’égalité :
Vs € (N*)", He2 (X) = (—1)lslHe? (-X) .

Pour finir ce paragraphe, rappelons qu’en effectuant les changements d’indices

p; = —n; dans I'expression de Ze®*" on obtient :
—1)Isll
Zesl,u-,sr — ; — L
z: N5t - .m..5r Z S1 ... sp
1Snr<"'<n1 1 T p1<"'<Pr§—1 pT’ pl
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1
Cela conduit & poser Ze" %" = E ————— , afin d’avoir :

S1 ... r
pr<apr<0 Pl Pr

«
El

Vs e (N)*, s, >2, Z¢® = (—1)llze

Cette relation bien connue, et similaire a celle de “pseudo-parité” donnée ci-dessus,
permet évidemment d’étendre de maniere unique le moule Ze® en un moule symétrel

vérifiant Ze! = 0. Ceci permet de donner une expression de He® (X) similaire & celle
de He® (X) sur tout (N*)":

V§ e (N*)*, H€§_(X> _ Z Z ﬁ (Si +kkz - 1) Zes_1+k1,---,5r+kr<_x)k )

k>0 kit tke=k i=1

3. Moule Te*(X) . Nous venons de voir qu’étant donné (&, ; ®_) € H(C — Z)?, il est
possible de prolonger le moule Te® & (N*)" de sorte qu’il vérifie :

Te® est symétrel.
Te* = Hel x Ce® x He? .

1
Tel(z) = Hel (z) + o He' (z) , pour tout z € C — Z.

Cela nous invite a considérer le moule formel Te®(X) défini par la relation :

1 ,sil(s) =0.
Te*(X) = He? (X) x Ce*(X) x He? (X) , ou Ce3(X) = ¢ X™° ,sil(s)=1.
0 ,sil(s) > 2.

Alors, Te®*(X) est un moule symétrel défini sur (N*)", et & valeurs dans C((X)).

Déterminons désormais une somme formelle de Te!(X + Y) dans C[X]((Y)), pour
préparer la suite.

Pour cela, commengons par exprimer Te' (X) dans C((X)) en rappelant que les nombres
de Bernoulli (bg)g>o sont définis par le développement en série formelle :

X +o0 bk .
eX —1 :ZHX '
k=0

Cette relation permet d’obtenir, apres substitution de 2:X a l'indéterminée X,

dans C(X) : — Iﬁx) - io 272 (%)%.

1
Ainsi : Te!(X) = Hel(X)+Ce!(X) +Hel (X) = & (1—22ze2’fx2k> :
k>1
Donc, dans C((X)), Te!(X) = t(LX) En fait, de maniére plus générale, nous
an(m

™

avons évidemment, dans C(X)[Y] : Te'(X +Y) = (X Y))
an(m

. En effet, la suite
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P0:7T

Pt = m(1+ X2)(XP, — (n + 1)P,) est définie de maniere

de polynomes définie par {

unique, et vérifie :

" T o Pn(tan(ﬂ-x)) o n T
v €N, Se e Dty (tan(ﬂX + WY)) ~ tan"t(rX) P tan(nX) /-

Rappelons que 'on note classiquement Dy la dérivation par rapport a I'indéterminée
Y, ainsi que Sy) @ A[Y] — A Tapplication définie par Siyy(T) = T(0), ot A est
un anneau quelconque.

Ainsi, la formule de Taylor formelle donne, dans C((X)) [[Y]] ;

+oo
T 1 7r
=Y —Siy)oD} — ] Y*
tan(7X + 1Y) ; 1M ©EM) <tan(7rX +7Y > Z k! (tan X))

+00 1 —+00

= ED"X)(Tel(X))Y’“ = ) (-DFTeH X)) Y
k=0 k=0
+00 1

=) 775m ° Diy) (Te'(X+Y)) Y" = Te'(X+Y).
k=0

4.5 Propriétés du prolongement du moule 7e* & (N*).

Les multizétas de Hurwitz convergents He? et He® vérifient des propriétés
semblables a celles des multitangentes convergentes :

1. Les moules HeS et He? sont symétrels.

U(s)
OHeL stei :
2. Vs € 8%, = E HeS™ otre; = (0;---;0;1;0;---30 el1;1(s)].
sE€SL, — = 2 1s el " one; = ( Jpouri € [1;1(s)]

i—1 fois
3.V8 €81 ,V2€C—Z, Hes (—2) = (—1)slIHe2(2) .
Nous voulons que les moules He? et He®, prolongés a (N*)", vérifient les mémes

propriétés. La symétrélité est déja acquise, d’apres le lemme précédent. Les propriétés
de différentiabilité et de parité vont dépendre uniquement des choix de &, = Hel et

d_ = Hel . Si elles sont vraies, ces propriétés imposent nécessairement que :
0P, 9
0z

V2eC—-2Z, o,(2) = —D_(2) .

Choisissons alors pour &, (respectivement ®_), et c’est le seul choix possible,
une primitive de —He? (resp. —He?). Cela ne permet de définir &, et ®_ qu'a
une constante pres :

HGJF C++Z( ),C+€C
n>1

Hel(z) =+ (22 C_eC

T Si\n n—z T '



Déterminons les constantes C, et C_ convenables :

Nous voulons aussi que les séries de Taylor en 0 de @, et ®_ soit égales respectivement
a He! (X) et Hel (X). Les deux séries précédentes étant normalement convergentes sur tout
compact de C — Z, elles peuvent étre dérivées terme a terme. Ainsi, la série de Taylor de
®, (resp. ®_) vaut C; + He (X) (resp. C_ + He! (X)) .

I nous suffit donc de choisir les primitives qui s’annulent en 0, d’ou

les expressions analytiques :
1 1
Hel (z) = - =
+(2) Z (n + 2 n)

n>1

. 7 ’ . s N * N .
Considérons désormais les moules He? et He® prolongés a (N*)" a l'aide des valeurs
précédentes. Ceux-ci sont symétrels, et possedent les propriétés suivantes :

Lemme 7 : 1.Vse (N*), 8H€i = Zs HeZ

2. Vs e (N)',V2eC—7Z, ’He;(—z) = (~1)llsligge (2)

Démonstration : e Commencons par raisonner sur les multizétas de Hurwitz formels.

Nous disposons de 1’égalité suivante, élémentaire, mais centrale dans ce qui va
suivre :
) 2 s+k—-1\ [(s+k—-1
V(s,k)é(N),k( A =s{ p_1 .

. . * . . Yo 7. .
Ainsi, pour tout s € (N*) | nous avons successivement, si D désigne la dérivation

ClX] :
5w (T

D(HeS ) (X)
k>1 k1 k>0 =1

Ry bk

_Z Z Zk ( a (51 —&-11;1' - 1)) Zes1Hhusethe (L x)k
i=1 .

k>0 ki, .kr20 p=1
k1o krfki»l

SR 2 M S O O G [

(2
P=1k>0 ky, - fp, - kp>0 ic[1;r]—{p}
kp>1
ket kp=k+1

x ZeSitki, s sptker (_X)k

sfrox (o ) e

7
p=1k>0 ki, kr20 ie[l;r]—
AT et [1;r]-{p}

)

x ZeS1tky, o sp_1+kp—1,8p+14kp,spr1+kpya,o srtkr (7X)k

r
S1,*ySp—1,Sp+1,s PRETIN:
_ E He+1 p—1:5p p+1 (X) .
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Par ailleurs, 1'égalité He% (—X) = (—1)!sllHe* (X) est valable pour toute séquence
s € (N*)", par définition des moules formels He?. (X) et He® (X).
e Etudions le passage du formel a 'analytique :

Il est bien connu que I'on a : 0 < Zes < 2 (resp. 0 < Ze® < 2) pour toute séquence
s € 8} (resp. s € S*). Ainsi, les série formelles He3 (X) et He® (X)1 définissent

en fait des séries entieres, car leur rayon de convergence est supérieur a 3

s i(s)
OHex . <
Ainsi, les égalités L E siHeT ™ et HeS(—z) = (—1)/s1He2(2) sont
i=1

0z

* 1
valables pour toute séquence s € (N*) et tout nombre complexe z € D (0, 2) .

Nous savons, d’apres le lemme de la page de définition des moules symétrels
que, si s € (N*), les fonctions HeS et He> sont holomorphes sur C — Z.
Le principe du prolongement analytique s’applique alors et permet donc de conclure

la démonstration.
O

N

Les propriétés précédentes vont se transmettre au moule Te® prolongé a (N*) :

Théoréme 2 :

Démonstration :

Il existe un prolongement symétrel du moule Te® & (N*)", & valeurs
dans H(C —Z), vérifiant Te® = He$. x Ce® x He® et Te'(z) = T
pour tout z € C —7Z .

tan(7z)

Il possede les propriétés suivantes :

Us)

. OTes .

1. \V/§€ (N*) , ;;6 - — g SiT€§+e’
i=1

2. Vs € (N*)' V2 € C—Z, Tes(—z) = (_1)||§|\T€‘§<Z)

Etant données ¢, et ®_ deux fonctions holomorphes sur C — Z, nous avons
déja montré Dexistence d’un prolongement symétrel du moule Te® a (N*)
vérifiant :
Te® = Hel x Ce® x He® .
1
Tel(z) =@, (2) + - + ®_(2) pour tout 2 € C —Z .
z

i
Il reste donc & démontrer la relation Tel(z) = , ainsi que les propriétés
tan(mrz)
de différentiabilité et de parité :

1

— tan(m2)’ valable pour z € C — Z, permet

1. La relation classique Z
neZ
d’obtenir comme souhaité Te' par la relation

Te'(2) = Hel (2) + Ce'(z) + Hel (2) .

133



2. La trifactorisation va permettre le calcul suivant, ou s € (N*) :

aTes OHE | o o 0S| o o, 2 OHE
o = > ( o, Ces M2 + Hel ——He2 + HeS Ce 32’)

sl.s2-s3=s

I(s")
s'+é. s® s! s s3
= — Z ZsiHe;+*1Ce§2He: + Sl(§1)+1Hej’>C€*2+1Hei
sl.s2.s3=g i=1
52 =1
1(s?) i(s) L ) 13, )
+ Z siHeS Ce® He_ 17!
i=l(s!)+2

&, = (0li=11; 1; olth) —dly

ou -
e — (o[i—l]; 1;0[l(§3)—i])

=1

@

1, Sish 1sl)< <i(st 2 3 >UshH+is?)
s +e; 2 Gl <-<U(sM)+U(s7) s> +e’
E siHey, CeS T8 He~ '

ol e, = (0[2_1]’ 1, O[l(§)_l])

I(s) \
= —Z <si Z HeiCeSQ’HeSJ)

U(s)
= —ZsiTe§+9i .
i=1

3. La propriété de passage des He$ aux He® entraine bien la propriété de parité
du moule Te®. En effet, sis € (N*)" et z € C — Z, on a successivement :

- ¥ ((_1>51H£<z)) ((—1>'S2Ce52 (z)) ((—DSSHef(z))

sl-s?.s3=s

“— “—

_ (_1)H§H Z Hef(z)CeE(z)Heg(z)

sls?sd=s

= (=1)lsllTes(2) .

4.6 Deuxieme difficulté et fonction génératrice de Te°.

Un calcul déja effectué (cf. p.[125)) montre que la multitangente divergente Te®!(z) vaut :

Te*(2) = ’Hei’l(z) + Hei(z) (% + 7—[61(,2)> + %Hel(z) + 7-[62_’1(2) .

Ce résultat, certes valide, n’est guere satisfaisant : on souhaiterait pouvoir exprimer
les multitangentes divergentes en fonction des multitangentes convergentes, et non
en fonction des multizétas de Hurwitz... En effet, les multitangentes sont facilement
calculables explicitement en les réduisant en monotangentes, alors que les multizétas
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de Hurwitz ne sont pas aussi facilement exprimables...

Comme annoncé dans le préambule de cette section, la réponse a cette difficulté va étre
apportée par le calcul de la fonction génératrice de Te®(X) = He? (X) x Ce*(X) x He? (X) .
En effet, 'avantage de ce calcul va étre de synthétiser et de concentrer les propriétés
du moule Te*(X) des multitangentes formelles, prolongé & (N*)". Cela est d’autant
plus naturel que cette fonction génératrice va faire apparaitre la fonction génératrice
des multizetas de Hurwitz qui eux aussi font apparaitre de nombreux coefficients
du binome. Cela simplifiera et condensera donc bien les écritures.

Les moules Ze®, Te*(X), He? (X), He? (X) et Ce®(X) étant symétrels, nous allons
pouvoir considérer leurs séries génératrices, notées respectivement Zig®, Tig*(X), Hig$ (X),
Hig® (X) et Cig®(X). Nous allons donner un sens formel a ces moules dans les sections
suivantes, ce qui explique les majuscules droites et non cursives dans les notations.

Calcul de Hig} (X). Nous pouvons désormais effectuer le calcul de la série génératrice

de He? (X) :

Lemme 8 :  La série génératrice du moule He? (X), notée Hig$ (X) et a valeurs dans
l'algebre commutative C[X][(Y,)ren+] >~ C[X;Y1; Ya;-- -], vaut :

Higzl,“-,Yr (X) _ Zing—X,...,YT_X '

Un tel résultat est attendu, car les multizétas de Hurwitz He$ (2) ne sont rien d’autre
qu'une translation de z € C — Z des multizétas. Il est donc tout a fait naturel que
cette propriété se traduise et se lise au niveau des séries génératrices.

Démonstration : Soit r € N*.

Commengons par rappeler la formule de Taylor pour les séries formelles a r
indéterminées, a coefficients dans 'anneau A :

En notant Dy, la dérivation de Dalgebre A[Yy;---;Y,] par rapport & Y, et
S(F) le terme constant de F € A[Yy;--+;Y,],ona:

1 k k. A .
F = Z ms (D(\lfl)o'“oD(Yr)(F))Yll"’YT )
ki, k.>0

Pour appliquer ce résultat & la série formelle Zig¥1—%Yr—X (e
CIXI[Yq1;- ;Y] =2 C[X;Yy;---;Y,], nous avons, pour tout (ki;---;k.) € (N*)",
le calcul suivant :

1 k k,
AT (D&n °--oDw,

- i + k; ;
= S ( Z ZeleFlirl, ,Pr+kr+1 <H <p ki ) (Y7 — X)Pz>)
=1

P1,pr 20

(Z,L-ng—X,m,YT—X))

- 3 Zepithitlopethet] (pl Ij kl) (prljkr) (=X)prttpr
1 T

P, pr20

135



S Y zemthttopthed (Pl Ij k1> <p7"];"k7“) (=X)P
1 T

p>0 pit-+pr=p
_ kit1, kpt1
= Hel X) .
Ainsi, d’apres la formule de Taylor pour les séries formelles a plusieurs indéterminées,

on obtient dans C[X;Yy;--+;Y,] :
ZingfX,m,Y,,.fX _ Z HeilJrl,"',errl(X)Ylle] . Yf,
Ky, kn 20

T

ki, kr

- 17"'1Y7'
Hzgz (X) .

Hefi o Fr(x)yp =t vkt
1

v

Calcul de Hig® (X). Rappelons que le moule Ze® vérifie :
Vse (N, s, >2, Ze* = (—1)lsllzes

Cela permettra de définir la série génératrice Zig® de ce dernier moule. Celle-ci va

vérifier automatiquement :
Zig Y = (1) ZigT YT

On a alors la propriété suivante :

Lemme 9 : La série génératrice du moule He® (X), notée Hig® (X) et a valeurs dans
l'algebre commutative C[X][(Y,)ren+] >~ C[X;Y1; Yq;-- -], vaut :

Hig Y7 (X) = Zig¥r %=X

Premiére expression de Tig®(X). La trifactorisation, valable pour le moule 7e*(z),
mais aussi pour Te®(X), va alors nous permettre de calculer Tig®(X) :

Lemme 10 : Notons Zig*(X) et Zig®(X) les moules a valeurs dans l'algebre
CIXII(Y)ren+] =~ C[X;Y1; Yo; - - -] définis respectivement par :

ZigYrYr(X) = Zigr—XoYrX
Zigt Y (X) = Zig X

Alors, dans C(X)[(Y,)ren+], on a Iégalité :
Tig*(X) = Zig*(X) x Cig*(X) x Zig® (X) .

Démonstration :  Rappelons que les moules Ce® et Ce®(X) sont définis, pour z € C*, par :

Cel(z) =1 Ce(X)
, si scN* et Ce*(X)

1.
X% , si seN*.
0 , 81 I(s)>2.

z
Cef(2) =0 , si lI(s) >2 Ces(X)



La série génératrice Cig®(X), du moule Ce®(X), vaut alors :
Cig" X)=1.

Cig¥tvYr(X) =0, si r>2.

La trifactorisation du moule Te®(X) s’écrit, dans C((X)), de manitre semblable
a celle du moule Te® : Te®*(X) = He? (X) x Ce*(X) x He? (X). Celle-ci se traduit
sur la série génératrice Tig®(X) .

En effet, pour r € N*, on a alors successivement :

TigW Y (X) = Y ST He T (X)Cesit s (X)He T (X)

s1,8p 21 (ii)€l05r]?
i<j

XY1% Y,

s [ 5 meeeonn e

(i55)€[0; ]2 81, 8i2>1
i<j

% Z CeSi+1r 8] (X)Yi+18i+1 L Yij

Sit1,82>1

X > HeMTTT(X)Y Y

Sj41,Sr>1

= Z Higzl"“"Yi(X)CigYiﬂwaj (X)Hig\_(Hh“',YT(X)
(i35)€[0;7]2
i<j
— (Hig% (X) x Cig®(X) x Hig® (X))
Sachant aussi que Higg (X)x Cig’ (X)x Hig? (X) =1="Tig" (X), les calculs précédents

permettent alors de conclure quant a 1’égalité voulue.
O

4.7 Contractions et seconde expression de Tig® .

La trifactorisation du moule Tig®(X) ne permet pas encore de lever la deuxieme
difficulté. Par ailleurs, le théoreme de la page [133| n’indique pas si I'on peut étendre
les relations de réduction en monotangentes aux multitangentes divergentes.

Pour répondre a ces deux questions, nous allons utiliser la méme démarche que lors
de la démonstration de la réduction en monotangentes dans le cas des multitangentes
convergentes : on utilisera une décomposition en éléments simples. Ici, pour synthétiser
et simplifier les résultats, n’oublions pas que nous travaillons sur les séries génératrices.
L’écriture du résultat nécessite des notations et notions introduites par Jean Ecalle dans
son étude des structures de flexions (cf. [17], [I8], [19] [20]).

Contractions. Les quatre contractions | , | , [ et | agissent sur des factorisations de
(bi)séquences.
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Donnons-nous deux alphabets 2 et {25 et considérons ’alphabet produit 2 = 7 x s ;
considérons aussi une séquence w = w'---w’ € Q*.

Le contracteur | va agir sur w' en soustrayant a chaque élément inférieur de w*
I’élément inférieur droit de w'~!. Le contracteur | va agir sur w' en ajoutant & 1’élément
supérieur gauche de w' la somme des éléments supérieurs de w1

De méme, le contracteur | va agir sur w' en soustrayant & chaque élément inférieur
de w' 'élément inférieur gauche de w't!. Le contracteur ] va agir sur w' en ajoutant

a lélément supérieur droit de w' la somme des éléments supérieurs de wt!.

En fait, a travers ces contractions, les éléments de 2; vont s’additionner les uns avec
les autres, alors que les éléments de €25 vont se soustraire.

. . Ug 5+, Ul Uy 5,0, Uis
Voici un exemple. Siw =---ab---=--- ’ ’ ’ ’ cee
Y6 - V1o Vi1 5,000, Uis
alors on a :
ull ul Uu +...+u11 u12 ul
Lh: ) ) 5 ot [b: 6 ) ) ) 5
V11 =010 ,°°, V15 — V1o V11 y Vig ,°, Uis
Ug Ui Ug -, U9, U+ -+ U
Q_J — b ) et g_l — ) b )
V¢ —V11 , -, V1o — V11 V¢ -+, 7o, V10

Couleurs. Pour pouvoir donner la seconde expression de Tig® de maniere stre, nous
allons redéfinir les moules que nous considérons en des bimoules, i.e. avec des couleurs.
Cela nous évitera de passer a coté de structures des flexions présentes. Nous n’utiliserons
ensuite plus ces couleurs.

Commencons par considérer le bimoule des multizétas colorés défini sur (Q/Z x N*)*
par :

Gy e
Vre N, Zelsnone) = Y

nlsl . e nTsr

ny . Ny

-6 N o
" otep=e " pour k€ [1;n].

1<n,<---<ny

La série génératrice Zig® définit alors un bimoule symétral sur (Q/Z x (Vi)ieN*)*. Cela

permet aussi de définir le bimoule Zig® par :
€1y s €r Eryir, €1
Zz’ggvl’m’w) - (—1)TZig<VT""’V1>

De méme, nous pouvons définir les multizétas de Hurwitz colorés et les multitangentes
colorées, qu’il s’agisse de moules analytiques ou formels. Ce sont des bimoules a valeurs
dans H(C — Z) ou C[X] .

En prenant <2 Z:) € (Q/Z x N*)" — {0} et en notant toujours e, = e~27  pour

k€ [1;n], ceux-ci sont respectivement définis par :

€1, e " "
81, ", S €1 1...€TT
He (2) = E

(1 +2)™ - (e 4 2)7

;
0<n,y<---<ny1<+00

g — 3 ﬁ(8i+ff—1) el ) Cx

k>0 kit-tko=k Li=1
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€1, "5 Er

Te() (z) = > a

(n1+2)"" - (n, + 2)

Sr )
—oo< Ny < - <ny1 <400

€1, ", €r §1 £
el ) ) > 1) ) 0@ ) 18 x)
el §2 ) §3 (e
(2)(2)()-0)
Evidemment, ces définitions demandent a étre renormalisées dans les cas divergents,
c’est-a-dire lorsque (g1;s1) = (0;1) dans le cas des multizétas de Hurwitz, et lorsque
(e1;51) = (0;1) ou (g,55,) = (0;1) dans le cas des multitangentes. Ceci se fait a travers

la renormalisation de la série génératrice Zig®, et donc du lemme désormais bien connu
(cf. [I8] p. 5 et [20] p. 6) :

1 x .
Lemme :  Soit """ = ———— ol la séquence n = (ny;---5m,.) € (N*)" atteint
i Tp:

r1 fois sa valeur la plus élevée, ry fois la valeur suivante, etc.
Pour (uy)pef1:,] € C" et k € [1; 7], notons toujours e, = e 2™

Enfin, pour tout £ € N*, considérons les moules doZig; et coZigy, définis
pour tout <ZiZ:> € (Q/Z x (Vi)ieN*)* par :

ni ., . n

( el e, T .
up, Uy E . ,sir#0.
AWV, Vs |<n e ms <k (n1—Vi)---(n, —V,)
doZig, = Shr<e<m
L 1 ,sir=0.
r N1,y
UL, -, Ur (_1)T E M— 7SIH7AQ
. Vi, -, Vr 1< s <k Ny -+ Ny
coZig, = X Snp<ee<ny
L 0 ,siu=20.

Alors, le moule Zig admet la “factorisation” suivante :

Zig®* = lim (coZig;, x doZig) .

n——+o0o

Notons que dans cette “factorisation”, le moule doZig; donne les termes dominants de

la série Zig®, alors que le moule coZig; joue le role de correction permettant
e "ML T

de rétablir la convergence de la série divergente Z ! . .

(1 —v1) - (ny — )

1<n,<--<ni <k

De nouveaux moules. Notons 0 I'indicatrice de {0} . Considérons aussi les bimoules
formels Qig® et 0° sur (Q/Z x (V;)ien+) par :
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Qig" =0 .
Qist) — 1l v

UL, ", Ur

Qig<vl"" ’Vr) =0,sir>2.
" =0.
5(3/11’,::: {L/:) (i) d(uy)---0(u,) , sirest pair.

7!
0 , s1 7 est impair.

Seconde expression de Tig®. Dans la premicre expression de Tig®, appliquons
le lemme précédent permettant d’exprimer Zig® . Cela permettra de décomposer en
éléments simples les fractions rationnelles en lindéterminée X. Automatiquement,
on obtient le théoreme suivant :

Théoréeme 3 : Notons Qig®(X) le bimoule a valeurs dans 'algébre commutative
CIXII(Vy)ren+] >~ C[X; V1; Va; -+ -], lequel est défini par :

Qig"Vr(X) = Qight X Ve X
Alors, dans C[X][(V;)ren+] , on a I'égalité :

Tig*(X) = 6° + Zig*) x Qigl*!(X) x Zig® .

Démonstration :  De maniere désormais traditionnelle, posons :

V7"'yv7‘ . \Y% 7Y,"',V7~7Y
doZigy ' (X) = doZigy ! .

Up, e Up ur o, e, U

. Vl)"'7VT‘ . Vl_Y""sz_Y

coZigy (X) = coZigy .

(uh---,ur) (fur,---,fm)

Vi, Vo v v
doZig y (X) = (-1)doZig. y V(X)) .

<’U41»"'7ur> (*Um 7*“1)

V,"',V7- . _V’I'a"'7_v
002,’2'97’1\1I (X) = (=1)"coZig’ y ! X) .

*

. UL,y Up
e Soit (Vll,- ",Vr) € (Q/Z X (Vi)iéN*) .

Le lemme de la page|136|permet d’écrire Tig®(X) = Zig®(X)xCig®(X)x Zig® (X) .
En injectant dans cette égalité 'expression de Zig® donnée par le lemme précédent
ainsi que celle de Zig® déduite immédiatement du méme lemme, on obtient :

Tig*(X) = lim (coZigk x Tigh(X) x coZig® ) ,

N—+oc0

ot Tig{(X) = doZigy (X) x Cig*(X) x doZig® (X) .
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Il n’est pas difficile de remplacer chacun des termes apparaissant dans ’expression
développée du produit moulien Tigy pour obtenir :

UL,y Ur
ng( - . (52)
N D DI e 7 S e

e Il s’agit désormais d’effectuer la décomposition en éléments simples annoncée :

UL,y 5 Ur r
Vi, , Vs e;"™ e

Tigy =2 > 11 (n; —np+Ve—V;) | np— Ve + X

k=1 —N<n,<---<ni<N jel1;7]
i#k

En reportant cette décomposition en éléments simples dans 'expression (52)), apres
calculs, on obtient dans C[X][(V,)ren+], 1’égalité :

Tig®(X) = 6° + Zig®) x Qigl*1(X) x Zig!® .
]
Pour finir ce paragraphe, remarquons que le moule Qig®(X) ne s’exprime qu’en fonction
des monotangentes. En effet, seule la composante Qig¥(X) est non nulle et vaut

—Te*(Y — X). La formule de Taylor formelle permet alors d’affirmer que dans C[X][Y],
on a:

Qig¥(X) = —Tel(Y -X)
+o0
= =) (~DFTH(=X)Y*
k=0
+oo
_ ZTekJrl(X)Yk
k=0

= Tig¥(X) .

Ainsi, I'égalité algébrique Tig®(X) = 6* + Zig*! x Qig'*!(X) x Zig!® , ou encore Tig*(X)

8 + Zig* x Qig®(X) x Zigk si 'on revient aux simples moules, permet d’exprimer les
multitangentes divergentes en fonction des multitangentes convergentes ; mais aussi, elle
permet, plus généralement, d’exprimer toute multitangente, convergente ou non, en fonc-
tion des monotangentes.

Cette expression contient donc, en particulier, la réduction des multitangentes
convergentes en monotangentes.

Passage du formel a ’analytique. Notons que la derniere formule donne ’expression
de la série génératrice des multitangentes formelles.

Il n’est pas difficile d’obtenir une estimation analytique des monotangentes permettant
de prouver que y; — Qig¥' (z) est correctement définie sur un voisinage de 0 dans C
(cf. pour une majoration de 7e®) . Ainsi, Qig®(z) est lui aussi correctement défini
sur un voisinage de 0 dans C*.

Par ailleurs, les séries génératrices Zig® et Zig® sont aussi des séries entieres définies
sur D(0;1)*. En effet, on a : |Ze%| < 477! pour toute séquence s € (N*)" de longueur r.
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L’estimation est, certes, grossiere mais suffisante. Elle repose sur I'expression de fshe(a ; B )
ainsi que sur 'algorithme de rejet des 1 a droite :

(I(s) + k—1)!
(I(s) =)~

k41 .
alors [Ze™s) < | Zetze!s Zen
ueshe(1lFl.s; 1)—{1lk+1.g}

e (l(s) + B!
(U(s) =D
Ainsi, pour tout k € N et toute séquence s € S} , on a :
(l(l§() ;— kl—)'l)! < 22k+l(§)(k!) < 4k+l(§)(k!) < gF+(s) <k‘+ l(s))! ]
s) —1)! -
Cela permet de construire un voisinage de 0 dans C* on Zig® x Qig®(X) x Zig£°
est une série entiere, donc analytique. Le principe du prolongement analytique permet
alors d’en déduire :

|Zel[k] 3| < ok+1

Théoréme 4 :  Notons Qig®, le moule & valeurs dans H(C — Z) défini par :

V2e C—Z, Qigh¥(z) = Qigh = mvr—?
_ { —Tel(yy —2) ,sir=1.

0 , sinon.
On a alors I’égalité, pour tout z € C — 7% :

Tig*(z) = 6° + Zig®) x Qig*(z) x Zigl* .

Notons que dans ce théoreme ot nous définissons le moule Qig®(z), nous fixons d’abord
z € C — Z, puis nous choisissons un ensemble de séquences de C* avec |y;|, i € [1; r],
suffisamment petit pour que y; — z € Z. Nous pouvons faire le contraire : choisir d’abord
comme ensemble de séquences 'ensemble (C — Z)*, puis ensuite choisir z € C de sorte
que y; — z & Z pour tout i € [1;r]. Cette seconde méthode autorise alors d’annuler
le nombre complexe z dans la formule précédente.

4.8 Réduction en monotangentes des multitangentes divergentes.

Réduction en monotangentes. Reprenons l'expression moulienne de Tig®(z) tout
juste obtenue pour en déduire un résultat sur les multitangentes et pouvoir étendre
notre résultat de réduction en monotangentes aux multitangentes divergentes. Pour cela,
redéveloppons en série formelle (ou plutot en série entiere...) Tig®.

T

On a: Tig' ¥ (z) = § 9 + Zzz'gyryk,m,yk_l—yk Q,L'gyk(Z)Ziggk+l—yka“'ayr—yk .
k=1
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Par ailleurs :

Zigylfyk,---,yk,lfyk — Z ZeSt k-1 (yl _ yk)sl_l - (yk:—l _ yk)sk_l—l

51»"'75k7121

k—1
= Z Z Zes1Sk-1 H (Si lj 1)

s1,8k—1>21 11€[0; 51—1}] i=1
l L <K\ 1N<F|— (k-1
lkfle[[O;sk,lfl}] XYt yYp—1'k 1(—yk)||§ (=157 (k=1)
k—1
= E E 2651+17"'75k—1+1 H (Si
l.
lionl—120 s12l i=1 ’
: l L <k||_j1<k
Sp—1>l—1 XYyt Y1k 1(—yk)||§ [|—=]I1=7]|
k—1 I
= g E Zestthtl sk 1+l 1+1 H <5i +
l4
I, k=120 s1,,5,_1>0 i=1 t
.. lls<"]|

. yk_llkfl (_yk) S

Z Z 2651+l1+1,~~~,5k—1+lk—1+1 Iﬁ (Sl‘ Z— l7,>

X1

by g>0 515088120 i=1
sptetsp_1 =l
l l
Xyll...yk kl( yk’)

k—1

E § : ZesiH sk 11 H s; +1;—1
li—1

121 81,8120 i=1

lk>0 s1+-- +5k 1= lk

Xyl ! T yk‘—l k=1 ( yk‘) k

Zig¥ert TR I ()rok Zg gy Yk Ukt~ Yk

Y S aperzesema 1T (%)

lgp1olr21l spyq,,8r20 i=k+1

0 ke ! log1—1 1
L R

Ainsi : Zigyl*yky'”:ykfl*ykZiggk-‘rl_yky"‘yyr_yk

B Z Z Z (— 1)kttt ﬁ <3i ZE 1— 1)

Lol lr>1 0 185120 sy, sr20 i
>0, 1220 sitebsg 1=l sppytoter=IE =
x ZestHlssk1tHlk1 Zosrtlr, skt

lr—1

-1 lo_1—1,, 11412 lpr1—1 ”
1 ...yk_lkl yk‘k kyk+1k+1 ...yr

XY1
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Uk

= Z Z Z (_1)lllc+lk+1+"‘+lr ﬁ (‘Si Z_E 1_ 1)
I
1,20

11, g, lp>1 1L=0 s1,5k—120 Sk410 5120 z_'=1.
k 51+»-»+sk_1:li Sk+1+"'+ST:lk71i i#k
x ZestHiysk1 k1 Zesr e, skt
1—1 lp—1—1,,1 l —1 lr—1
XYLt Yt T e Y
'
_ 2 : z : (_1)31+"‘+Sk71+lk+1+"'+lr H s; + lz —1
~ . i—1
Ty, gy lp>1 9J>O,j7ﬁk z:)lC
1 >0 Z]#k szlk i
wx ZestHlssk1Hk1 Zesrtlry s skp1itHet
-1 lp_1—1,, 1 l —1 lr—1
R o e S
= E E ERL Zzesitl, o sp—1tle—1 Zosrtlr s skp1tliia
s
Ul lp =1 8520, 57k li—1 lp1—1,, 1 lpy1—1 lp—1
1420 r Sk 5=l Xyl 1 C e Yk—1 k—1 Yk kyk-‘rl k+1 Yy r

2: 1 -1 lp_1—1,1 lpp1—1 Ir—1
= Zk;,lkyl 1 P yk—l k—1 ykkyk+1 k+1 . yr .

U Uyl >1
1, >0

En conséquence :

ﬂgylwuyr(z) _ 5y17“'7yr_l_ZZigyl_yk,“'ayk—l_ykQigyk(Z)Zz‘gyk+1_yk7"‘7yr_yk

k=1

'

. 1 -1 lo1—1, u lpa1—1 lr—1

= guer gy > padl Yt T T U Y T

k=1 ll,m’l’];m,szl

u>0
X E Te”(z)yk”_l
v>1

, !
S DD DY Zk 2T @y

F=1 0l 21 21 =1

r g

— 5y1,..‘,yr + Z Z Z lec,lk—jTej (Z) ylll—l . yrlr—l )

I, >1 \k=1 j=1

On en déduit alors la généralisation de la relation de réduction en monotangentes
aux multitangentes divergentes :

144



Théoreme 5 : réduction en monotangentes, version 2

Notons : ‘Ey = (H(_l)kz) ( H (_1)8l> H (Sl ;—l lﬁ 1— 1)

=1 l=i+1 =1
1#i

ng — E iEizesr+kr7"'ysi+l+ki+l Zesl+k17“'75i71+ki—l
1, Kk *

k;>0, j#i
Zjikj=k

rl

)"
55 — (i) ,sis =11 et sir est pair.
0 , sinon.

Alors, pour toute séquence s € (N*)", on a :

Tes(z) =0+ ) Z Z2 Tk (2) .

i=1 k=1

De plus, sis € §*, alors la somme portant sur I'indice £ commence a 2 .

Ce théoreme permet d’établir des tables de multitangentes divergentes, comme nous
en avons établis pour les multitangentes convergentes (cf. Annexe . On y voit que
les multitangentes divergentes Te?! et Tel? sont nulles. Ce fait remarquable montre que
la relation de symétrélité Te*Te! = Te*! + Te'? + Te® = Te3(z) permet de retrouver la
plus simple des relations entre séries d’Eisenstein.

De nombreuses autres multitangentes divergentes sont nulles (cf. la table présentée a
I'annexe (3)) .

Relations entre multizétas. Rappelons que dans la seconde expression de Tig®, nous
pouvons annuler le nombre complexe z (cf. p. [142)) . De méme que pour la seconde ex-
pression de Tig®, la premiere expression (cf. p.[136]) a un sens analytique. On peut aussi
y annuler z a condition de ne considérer que des séquences y € C* non vides telles que

yi # 0.
Lorsqu’on égale ces deux expressions de 7ig® en z = 0, on obtient la relation suivante :

V1, ccr, Ur

Lemme : Pour toute séquence w = <“1’ o “T> de (Q/Z x (C—1Z))", on a:
S zigcig it = (67 + Zig*) x Qigh x Zig*)" . (53)

whw?-wd=w

Nous avons démontré cette relation en égalant les deux expressions connues de Tig®.
En fait, la formule trzgonométrique est équivalente a 1’égalité de ces deux expressions :

Lemme : La formule est vraie si et seulement si on a égalité entre les deux

expressions de Tig®, c’est-a-dire si I'on dispose de la réduction d’une
multitangente (convergente ou non) en monotangentes.
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u

Démonstration :  Si (‘7) € (@/Z X (Vi)ieN*) , Papplication de I’égalité donne successivement :

1 2 3

Tig(i) = Z Zig (il)J (X) Qig[(iz)—‘ (X) ZigKiS) (X)

Tzl n)
_ Zig Vi — Vi1 Vi — Vi1
(j)§ﬂ<(;; 12 <u1+.‘ + i1, Uit wj_1 uj+ +ur>
< Xng Vit:1 =X  ,Vip2 — X V01 —-X,  V; =X
( Ujt1, u )
Vit =V Vy =V

5 Calcul de quelques multitangentes particulieres.

Avant d’effectuer des calculs de multitangentes, rappelons que si a est une séquence

quelconque alors al”l désignera la séquence @ - --- - a , ol la séquence a est concaténée
—_—
r fois
a elle-méme k fois. En particulier, la notation n[k], désormais classique, désigne la séquence

(n;---;n), ou lentier n est répété k fois.
5.1 Calcul de 7¢!"'(z) pour r € N.

Pour tout r € N, Te'™ () est le terme constant de Tig¥ Y, d’om :

(im)"

,sir e 27 r—1
T (x) =4 " + [ zig™ zig? ) el (X)
0 ,sir¢?2Z h=0
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Il nous reste a calculer Z Zigo[k] Zigglnfk] pour n € N*. Pour cela, calculons le produit
k=0
Z,Z | puis développons le en série formelle, ol :

Zz, = 2Zig""xn =Y zeMx

n>0 n>0
. oln [n]
Z_=§ Zig?" X" = § ZelTX™.
n>0 n>0

Les moules Ze® et Ze® étant symétrels, on obtient automatiquement les équations
différentielles (cf. la propriété 4 de la page [148)) :

”

DZ, = Z, x (Z(—nnze"HX") = Z. Hel .

n>0

DZ_=Z_x <Z(—1)nzeﬁ+1xn> — Z_He' .

\ n>0
Ainsi:D(Z,2.) = Z Hel(X)Z_ + Z,He! (X)Z2_ = Z,Z_(Hel + Hel)
= —2Z.Z_ (Z Ze2n+2X2n+1> = —2Z . Z_ (Z ZeanQn—l) '
n>0 n>1

D’ou, en notant Exp 'exponentielle formelle :

z 2n
Z,Z_ =Exp <—§ LX%) .
n

n>1
- X) 1
Par ailleurs, dans C((X)) : Hel (X) + He!. (X) = Te!(X) = X' == Zlor?é;TX)) - %
in(rX
En fait, cette relation est dans C[X], d’ott : Hel (X) 4+ He! (X) = D (Log (&;))) ;
T

ce qui se traduit immédiatement par :

Z,Z = Eaxp (—Z %)@n) _ Sin;;X) _ Z(_l)”—éZ}i) 1n>' .

n>1 n>0

Finalement, on obtient :

)" 0 sire2z
o (m') ,Sir e 27 o

Tel (X) = r + (i) x Te!(X)

0 ,sirg2Z or—1y ST e

D’ou I’égalité analytique :
Vg )
(_1)p(2p)' ,sir=2p.
VreN,VzeC—7, Te'"(z) =
2p

(—1)ph7‘el(z) ,sir=2p+1.
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5.2 Calcul de Te”[k](z), pour n € N* et k e N .

Nous allons calculer les multitangentes de la forme Ter (2), pour n € N* et k € N,
en fonction des monotangentes et des multizétas en établissant la propriété suivante :

Propriété 4 :

Soit n € N* et k € N.
Notons aussi E, la fonction partie entiere et définissons les fonctions ¢ ,,
pour (k;n) € N x N* par :

cos™V(x) | sik est impair.

R =
Ve € R, tgn(z) { sin(n_l)(l‘) , si k est pair.

Considérons les moules sg®, e®, s* a valeurs dans C et définis sur
I'alphabet © = {1; —1} pour tout ¢ = (e1;---;&,) € Q* par :

n n n
_1)ix
ng:Ha‘k, §& = E €k , s = E epeZF VT
k=1 k=1 k=1

Alors, pour tout z€ C—7% , on a :

(_l)n—l—i-E(%)ﬂ.kn

nlkl] 2) —
T2 = o @smir)

Z 595 (e9)"™ tppm(s5m2) .

§:(51§"';€n)69n

Pour démontrer cela, nous allons utiliser une théorie élémentaire des séries formelles
a une indéterminée. Le point central est 'utilisation du lemme suivant. Celui-ci donne
une équation différentielle formelle satisfaite automatiquement par la série génératrice
de la famille de multitangentes que l'on cherche a calculer. Il ne restera alors plus qu’a
effectuer un nouveau développement en série formelle des solutions de cette équation.

5.2.1 TUne propriété liant symétrélité et équation différentielle formelle.

Propriété 5 :

Considérons une algebre commutative A, un semi-groupe (£2;+) et
un moule symétrel Se® € M3 (Q).
Notons, pour tout w € € :

+00 +oo
Fo=> Se"XP | Gy=Y (—1)Serrhexr
p=0 p=0

Etant donné w € 2, la série formelle F, vérifie I’'équation différentielle :

DY =YG,, .

La démonstration de cette propriété repose sur I’algorithme de rejet a droite des w € €2
commencant la séquence d’évaluation du moule Se® ; elle repose donc sur la notion méme
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de symétrélité. Cet algorithme se traduit récursivement par la formule :

(] [p+1] [p—k—1]
VpeN, VweQ, Se“"Se” = (p+1)Se?” —i—ZSe 2w, Wi
Démonstration :  Fixons w € Q et définissons u,; pour (p;l) € N x N* par :
a (k] (=Kl
= (1 3o e
k=0
Alors, par symétrélité, pour (p;l) € (N*)2, on a :
p
(—1)lSe""[p]Sel"" _ (_1)12 Sew[k]’ lw,wP=F l'HZSe (I Dw , wlP= 1k

= Up, — Up—1,1+1 -

Cela implique, pour p € N* :
p—1 P
Z(il)lsew[l’—l] Se(l+1)w - Z(*l)lsew[p*—l_” Selw

=0 =

=

p
= E Up—(141),0 — Up— ll+1>
=1

= Uo,p+1 — Up,
[p+1]

= (=1)PT1Se+w 4 (p+1)Sev

P
Ainsi : Vp e N*, (p+1)Se W+ Z Gell+Dw
1=0

Puisque I'égalité précédente est aussi vraie pour p = 0, cela se traduit par I’égalité
entre séries formelles :
DF, =F,G,

O

En utilisant le fait que deux séries formelles ayant méme dérivée formelle ne different
que par leur terme constant, il n’est pas difficile de voir que, si A est un anneau
et si p € A[X], alors les séries formelles vérifiant DY = YDy sont définies par :

Y(X) = C Ezp(p(X) — ¢(0)), Ce A

Ici, Exp désigne la série formelle de I'exponentielle. La résolution d’une telle équation
différentielle se ramene donc a un probleme d’expression de primitive formelle. La constante
C est déterminée comme étant le terme constant de Y.

Comme conséquence élémentaire, remarquons que ce lemme donne une démonstration
de la relation :

> ze"'X" = Eap Z(—n’"—lﬁw

r
r>0 r>1
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En effet, comme nous I'avons déja annoncé lors du calcul de Te'1(X) (cf. p. [146),
par symétrélité de Ze®, la série formelle Z, = Z ZeX" vérifie I’équation différentielle

r>0
formelle :

DZ, = Z, (Z(—1)pzep+1xp> = Z, He! .

p=>0

5.2.2 Application au moule Te*(X).

Rappelons que le moule Te®*(X) a été prolongé de maniere symétrelle a (N*)®
a la section précédente. Ainsi, le lemme précédent s’applique : si I'on note, pour n € N*,

+o0 +oo
T, = Z Te”[p](X)Yp et U, = Z(—l)pTe”(”H)(X)Yp, on a alors dans C((X))[Y] :
p=0 p=0

vn € N*, DT, =T,U, .

Il s’agit donc de pouvoir exprimer simplement une primitive formelle de U, pour
pouvoir calculer Te"” (X) pour tout p € N. Pour cela, considérons V,, € C((X))[Y] définie
par V,(X;Y) = U,(X;Y") . Une permutation des symboles de sommes des séries formelles
(a priori non licite dans 'anneau des séries formelles...), suivie d'une décomposition
en éléments simples, suggerent que 'on ait :

—

Vi€ N, nY" WV, (X Y) = =3 @Dt <X - e<2k+1>%Y> .
0

£
I

Rappelons qu’ici S et D(y) désignent respectivement la prise de terme constant et
la dérivée formelle par rapport a I'indéterminée. La formule de Taylor formelle permet alors
effectivement de démontrer cette relation dans l'anneau des séries formelles C((X))[Y].
Sil € Netsi W, désigne le membre de droite de 1’égalité précédente, on a successivement :

n—1
l—1'S (DZ(Y)WTL) = S (_ Z €(2k+1)(l+1)%’T€l+1 <X . e(gkﬂ)i;Y))
' k=0

n—1
- _< 6(2k+1)(l+1>i3;) Te+(X)

k=0
B 0 ,sil+1#0[n].
B n(=1)71Tet(X) ,sil+1=qn.
+00 +oo
LI 1 l l q+1 qn qn—1
Ainsi: W, = ﬁS (D(Y)Wn) Y' = Zn(—l) Te™(X)Y
=0 q=1
+oo
= Y™ (=1)ITe @ (X) Y
q=0
= nY" 'V, (X;Y) .
n—1
Dans C(X))[Y], on a donc : nY" 'V, (X;Y) = — Y eZF+DTel (X - e(%ﬂ)%Y) .
k=0
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Le morphisme d’anneau ¢, : C(X)[Y] — C(X)[Y'Y"] défini par o,(Y) = Y'/»
est continu pour la topologie de la convergence formelle ; on constate alors que si P est
un polynome sur C((X)), alors ¢(P(X+Y)) = P(X+Y"). Ceci s’étend aux séries formelles
de C(X))[Y], par continuité de ¢, et densité des polynomes.

Transposée dans C((X))[Y'/"] a I'aide du morphisme ¢,,, la relation calculant V,,(X;Y)
devient alors dans C(X))(Y'")]) ~ C(X;Y™)) :

3

—1
Un(X:Y) = — = 37 ekt (X - e<2k+1)%y%) N
n

k=0

A priori, cette dernicre égalité est dans C((X;Y'/™)), alors que par définition méme,
U, € C(X))[Y]. Nous pouvons donc raisonner composante par composante dans 1’anneau
C(X)[Y], les éventuels termes créés s’annulant puisque

Te! (X - @ 0FYT) Vit e o(X; Y)

Pour d’exprimer T, en utilisant la formule générale de résolution d’une équation
différentielle formelle linéaire du premier ordre, il nous suffit de déterminer 1’exponentielle
de la primitive (en Y), sans terme constant, de wTe'(X + wY) dans C(X))[Y] (en fait,
a priori, dans C(X;Y))...)

Pour cela, rappelons que nous avons démontré, page , dans C[X]((Y)), la relation
Te!(X+Y) = . Alors, pour tout w € C, wTe'(X + wY) € C(X))[Y] .

tan(m7X + 1Y)
Ainsi, la primitive en Y de wTe'(X 4+ wY), pour w € C, sans terme constant, est donnée

sin(7(X + wY))
par Log ( sin(7mX)

). De méme, dans C((X))[Y#], la primitive en Y sans terme

sin(m(X + wYw))
sin(7X)
de I'équation différentielle formelle dans C((X))[Y'/"], on en déduit alors que :

constant de —Te! (X + wY%>Y%_1 est Log (

). Ainsi, par intégration
n

n—1

oo H sin (W(X — e(%ﬂ)%Y%))
¥n €N, T, =Y Te"”(X)Y? = &=

p=0

sin"(7X)

Insistons sur le fait que, bien qu’ayant I'air d’étre une relation dans C((X))[Y'/"],
a priori, cette égalité est bien une égalité dans I'algebre des séries formelles C((X))[Y], par
définition de T,, .

5.2.3 Nouveau développement en série formelle de T,,.

Pour pouvoir calculer Ten" (X) pour (n;p) € (N*)? nous avons besoin de développer
T, en série formelle autrement que par sa série formelle de définition. Il s’agit donc
de développer un produit de sinus.

Il n’est pas difficile de vérifier, par récurrence sur n € N*, que dans C[Xy;---;X,] :

?

T (=)t Ske[Lin] : et} o (1) [ O
’Hsm(Xk): o Z (—1) k sin Zeka :

(e1;sen)e{+ -1 k=1
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Considérons les moules sg°®, e®, s*, a valeurs dans C et définis pour toute séquence

€= (e1;-;en) € Q2 de 'alphabet Q = {1; —1} par s¢¢ = Hek = (—1)Heellinl s ei=m1}
k=1

n n

_q)ix

§& = E e et e& = E gke(% D,
k=1 k=1

(-D(X) | si k est impai
Notons aussi E la fonction partie entiere et ¢, ,(X) = { cos (X) i ke est impair

sin®Y(X) | si k est pair
pour tout (k;n) € N x N* .
Ainsi, pour tout n € N*, on obtient successivement :

_1 n—1 L
T, = —(2( <) X)) Z sg& sin™Y <S§7TX + €§7TY5)
s (7 n

e=(e1;56n)EQN

—1)n1 0 (LD EER) (eep)k .
(2<Sin(>7rX))” 2. (596 Z( : A ) tk,n(seﬂX)YH) :

g=(g;36n) Q" k=0

+oo (_1>E(ﬁ)

car sin®" V(X 4Y) = ten (X)Y* dans C[X; Y]

+00 (_1)n_1+E(%)Wk

e e\k € k
= S (e5)" ten X)Yn
2 k!(2sin(rX))" 2. 50 ()" thn(sTX)
k=0 e=(e15;6n)EQT
Notons que la derniere somme provient du fait que 2™ est un ensemble fini.

Comme nous 'avons déja indiqué, a la fin du paragraphe précédent, on a, par définition
k
méme de T, : T,, € C(X))[Y]. Cela impose la nullité des coefficients de Y= si n t k dans
I’égalité précédente. Donc :

oo (_1)n—1+E(k"2+1)ﬂ.kn

T, = Z (kn)!(2sin(7X))"

k=0

Z 595 ()" tpm(s27X)Y"

e=(e1;;6n)EQN

Ainsi, nous avons bien l’égalité formelle annoncée dans 1’énoncé de la propriété
(cf. p. [153) que nous démontrons actuellement :

(_1)n71+E( k";l kn

I

k) € N* Ten™ =
Vinik) €N N, Te (kn)!(2 sin (7 X))

Z 595 (€)M tppn(s=7X) .

e=(e1;5€n)EQM

Pour conclure ce calcul, il ne nous reste plus qu’a justifier le passage du formel
a 'analytique. Cela est clair, car chaque multitangente (convergente ou non) est une série
de Laurent en 0, donnée exactement par I’expression de la multitangente formelle associée.
Dans l'égalité coefficients par coefficients tout juste obtenue, on peut donc remplacer,
les majuscules droites par des majuscules cursives afin d’obtenir la propriété voulue :
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Propriété 4 : Soit n € N* et k € N.
Notons aussi E, la fonction partie entiere et définissons les fonctions ¢y,
pour (k;n) € N x N* par :

cos™ V(z) , sik est impair.
sin™V(x) | sik est pair.

Ve e R, tpn(x) = {

Considérons les moules sg®, e®, s* a valeurs dans C et définis sur
l'alphabet Q = {1; —1} pour tout € = (e1;---;¢,) € Q* par :

n n n
_1yin
sggznek, 58 = 5 €k , es = 5 epe PN
k=1 k=1 k=1

Alors, pour tout z € C—7 , on a :

(_ 1>n71+E( k";l )7Tkn

ey
T3 = L i@smira))

Z 5g5 (€)M tppn(s5m2) .

5.2.4 Quelques exemples.

1. Pour n =1, ce résultat donne, pour k € N*et 2€ C -7 :

(~)Pt

[+ 2
T@l (Z) = m ((—1)ktk71(ﬂ'z) —th(—’ﬂ'Z)) .
En distinguant la parité de k et en utilisant le fait que Te!(z) = : 7(T 7’ cela permet
an(mz
de retrouver (cf. p. (146]) :
—1\Pr2r )
% , S1 k= 2p .
VEeN, VzeC—27, Te'(2) =
(=1)pm?r __, :
WTG (Z) ,Slk:2p—|—1.
2
2. De méme, pour n = 2, sachant que Te?(z) = —+, ce résultat donne, pour
sin®(mz)

keN'etzeC—-7%Z:

(_1)k+1ﬂ.2n

(2k)!(2sin(7z))

72" (2) = 2 (_(—21')%75%,2(0) - (Qi)th2k72(O>) ’

c’est-a-dire :

22k—1ﬂ_2k—2

VkeN', V2eC—7, T (2) = WTe?(z) .

3. L’annexe D donne d’autres résultats explicites provenant de cette propriété.
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5.2.5 Un calcul de multizétas.

On peut noter que la réduction en monotangentes entraine ’égalité :

p
T2 — (Z ZeQ[p”ZGQ[”]> Te?(2) . (54)
i=1

En notant Z, = 2262[p]Xp et Ta(z) = ZT@QM(z)X”, I'égalité (54) se traduit par
p=>0 p>0
une autre égalité entre séries formelles de C[X] :

Ta(2) = 1+ X 2,2 Te?(z2) . (55)

D’un autre coté, le calcul précédent de Te2" permet d’écrire dans C[[\/Yﬂ :

ch(2nvX) — 1

272

22]{:—171_2]@—2

TR Te*(2) .

To(z) = 1+ (Z

k>1

Xk) T3 (z) = 1+
D’ou :

Ta(z) =1+ M%%) . (56)

2
En égalant les relations et , on obtient alors immédiatement :
sh?(mv/X)
X
Ainsi, le calcul de TeQ[p], p € N, permet de retrouver les valeurs des multizétas Ze2,

Malheureusement, la situation ne semble pas se généraliser simplement pour les autres
multizétas...

22:

5.3 Des multitangentes nulles.

1. 1 existe des multitangentes convergentes qui sont nulles (cf. annexe . La premiere
d’entres elles est Te?b2. C’est trés simple & voir : la réduction en monotangente impose
a Te>1? d’étre C-liée a Te?, donc d’étre paire ; pourtant, la propriété de parité nous in-
dique que Te?'? est aussi une fonction impaire. Nécessairement, la multitangente Te*!?
est donc nulle.

Le méme raisonnement permet d’énoncer le lemme suivant :
Lemme 12 : Soit s € S* N {1;2}*, symétrique (i.e. s = s), de poids impair et

de longueur supérieure a 2.
Alors, Te2 est identiquement nulle.

2. Au regard des calculs de multitangentes convergentes effectués jusqu’au poids 14,
il semble que la réciproque soit vraie :

154



Conjecture 1 :  Caractérisation des multitangentes nulles.

Les multitangentes convergentes identiquement égales a zéro sont
exactement les multitangentes Te® avec s € S*N{1;2}*, symétrique,
de poids impair et de longueur supérieure a 2.

Nous verrons, a la page que cette conjecture est vraie en longueur 3 et qu’on
pourrait I’étudier en toute généralité selon le programme suivant (avec les notations
introduites au paragraphe [9.3.1]) :

1. s est symétrique (en montrant successivement que si s; = my, alors s,11_; = my, ol
my > --- > m, est la suite décroissante des valeurs que prends la séquence s) .

2. m1:2.
3. |Is|| ¢ 2N .

3. Notons que les composantes paires d'une multitangente impaire sont naturellement
nulles ; de méme, les composantes impaires d’'une multitangente paire sont elles aussi
naturellement nulles. Il est alors intéressant de se poser la question suivante : “ 5% E =s,
peut-il y avoir une composante Te*, k € [2; max(sy;---;s,)], qui n'apparaisse pas dans
la réduction en monotangentes de Tes ?”

Il semble que la réponse soit non, sauf si la multitangente qui ne contient pas cette
composante est paire ou impaire.

Une autre question est aussi : “ Si Te2 est paire ou impaire, a-t-on nécessairement
— . . , . . ;. JER
s = s 77 Il semble cette fois-ci que la réponse soit oui. La réciproque est d’ores et déja

acquise, d’apres la propriété de parité.

Cela se synthétise en la conjecture suivante (qui implique évidemment la précédente) :

Conjecture 1’ :  Caractérisation des multitangentes paires ou itmpaires.
Soit s € §*.
1. Si la composante Tek, k € [2; max(sy;---;s,)], n’apparait pas

dans la réduction en monotangentes de Te2 , alors Te2 est de méme
parité que k (et donc éventuellement nulle) .

F
S

2. La multitangente Te2 est paire ou impaire si et seulement si s = s .

5.4 Quelques calculs de multitangentes particulieres.

La réduction des multitangentes convergentes en monotangentes (cf. §3.2)
permet aussi d’effectuer quelques calculs explicites de multitangentes. Pour mémoire,
rappelons cette réduction (cf. p.[121])) :

l(s) s;
Vs€S*, Ter(z) =) > 2, Te'(2) .

1,8;—
o i=1 k=2
On a noté ici :
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GO (ﬁ(_n’ﬂ) (H (—1)5’> H ( Sl_s:]ﬁl_l )

I=i+1 =1
1#£i

Zr = E IS ZesrtHhrsitithiny gosith s sioithiog
2, L :
k>0, i
i ki =k

Pour pouvoir appliquer cette réduction simplement, voici quelques remarques
élémentaires :

1. Seuls les indices ¢ vérifiant s; > 2 apportent une contribution a l’expression
de la réduction.

2. Sis € 8*N{1;2;3}* est symétrique (ie s = s) de poids pair, seule la monotangente
Te? entre en compte ; cela veut dire que seuls les indices k = s; — 2 apportent
une contribution a la réduction.

3. Sis € 8*N{1;2;3}* est symétrique de poids impair, seule la monotangente 7e? entre
en compte ; cela veut dire que seuls les indices & = s; — 3 apportent
une contribution a la réduction.

5.4.1 Calcul de 7¢*'"2, pour pe N .

Pour tout p € N, la séquence (2;17);2) est symétrique avec un poids de méme parité
que p. Ainsi :
Te2() = (2577 + 22507) T(e) = (BR” + YL ) 26 Te ()
= (14 (=1)")Ze>"Te2(z) .

Or, le théoreme de dualité sur les multizétas impose Ze2!"” = ZeP+2 pour tout p € N .
Donc :

Lemme 13: Vpe N, Te21#.2 (1+ (_1)p)Z€p+27~62 .

,2

On retrouve en particulier que Te21™:2 est nulle lorsque p est impair. En procédant

de méme, on obtient :

Lemme 14 :  Pour tout (p;q) € N>, on a :
7-62,1[1’1,2,1[‘1],2 _ ((_1)p+qzep+2,q+2 + (_1)qZ€p+2Zeq+2 + Z€q+2,p+2) Te2 .
5.4.2 Calcul de 7e>'™31"2 pour pe N .

Pour tout p € N, la séquence (2;1P;3;1P1;2) est symétrique de poids impair.
Ainsi - 7-62’1[p]’3’1[p]’2(z) _ 254_1;1:1(;3,1[1?],27-6%2) _ p+2E%7..,70(26271[17])27-63(2)

= (—1)P(ZeP?) TR (2)
Donc :

Lemme 15 : Vpe N, 7e2!"3172 — (L1)p(Zert2)?7e8
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5.4.3 Calcul de 7e3'™3, pour pe N .

Pour tout p € N, la séquence (3;1PPF1:3) est symétrique de poids impair.
Ainsi : T 9() = (234 2B )Te (2)

= ("B 4 ORI 26T () = 2260 T (2)
Donc :

Lemme 16 : Vp e N, Te3 ™13 — 9 ze310 73

5.4.4 Calcul de Te31"™3, pour pe N .

Pour tout p € N, la Séquenc({?),l}[p],?)) est symétrique de poids impair.

Ainsi :
P

3,1}l 3 ; 3,1}l 3 e 8o 5o
Te{S,l}[P § Z2{z+1}0 Z) — § 21+1E37m7](’] Z 5201y 82042 Z 81, ’8227'63(2)

=0

= ZZe{g’l}pfiZe{?”l}iTe?’(z) :

=0

+oo +0o
En considérant les séries formelles 7 = ZTe{:’”l}[p]’?’(z)X‘l” et Z = Z ZeB1UWIxp
p=0 p=0
la derniere relation s’écrit alors plus simplement : 7 = Z27e3(2) .

2m? h(rX) — X
Légalité Zeld1)" = T se synthétise en Z = ch(nX) — cos(nX)

(cf. 21, 31, [54)).

(4p + 2)! (7X)?
Un calcul élémentaire donne alors le développement en série formelle de Z2, d’ot :
TP
Lemme 17 : Vpe N, T3PS _ (otp+d _ o gypt1y_ T g3
S ( S vai]

5.4.5 Calcul de Te>'"™3 et Te31"2, pour p € N .

L’application & la séquence (2;17); 3) de la réduction en monotangentes donne :

Tee) = 2T+ ZE T () + 2 TE )

p

<p+1
_ 1E3:,1.[_%’3Ze3’1[p]7‘62(z)—I— Z pr2p217.3 Ze((271[p]’3)+85) Te2(2)

k1, kpy1
(kq3:5kpyq)ENPHL
kqtothppq =1

—|—p+3E21 32621 Te(2)

p+1
_ ( 1)“326 ﬂp]Te 28]26211'1 +ej T2 ( )+Z€2’1[p]T€3(Z)
7j=1
p+1
= (-1 =12 T (Zz (2a1) +eﬂ> T (2) + 22T (2)

31 La séquence ({3,1}P],3) désigne la concaténation des p répétition de {3,1} avec la séquence 3. Par

exemple, si p = 2, elle vaut (3,1, 3,1, 3).
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D’apres le théoreme de dualité sur les multizétas, ainsi que les relations d’Ohno liant
les multizétas entres eux, on obtient :

Te2’1[p]’3(z) = — (((—1)” +1)ZePt2! 4 Zep+3) Te? + ZePt2Ted |

Enfin, la relation de parité permet d’écrire :

Lemme 18 : 1. Pour tout p € N, on a :
TS = — ((—1)7 + 1) ZePt2! 4 Zet?) Te? 4 ZeP2Te .
2. Pour tout p € N, on a :

7-63,1[17],2 _ (((_1)p + 1)Z€p+2,1 + (_1)pZ€p+3) T62 + (_1)pzep+27-€3 _

6 Elimination des 1.

6.1 La conjecture.

Appelons valuation d’une séquence d’entiers, le plus petit des entiers la composant.
En suivant [20], nous savons que tout nombre multizéta, méme divergent, peut s’exprimer
comme @ -combinaison linéaire de multizétas de valuation supérieure a 2, de méme poids
et de longueur possiblement moindre. De plus, cette écriture est unique aux relations
de symétrélité pres. Pour une démonstration, voir le récent article [?]. L’exemple le plus
célebre de telles relations est celui du & Euler : Ze?! = Ze3.

Un tel résultat peut étre qualifié de “nettoyage des 17.

Notons 83, = {s € (N*)*; Vie [1;1(s)] , s; > 2} = (N* — {1})".

Nous conjecturons un résultat similaire quant aux multitangentes. En notant

MTGF; = Vectg(Te®)sess,, l'espace vectoriel des multitangentes convergentes
de valuation supérieure a 2, et MTGF;, = Vectg(Te®)scsz,, le sous-espace vectoriel
llsli=p

des multitangentes convergentes, de valuation supérieure a 2 et de poids p, cela s’écrit :

Conjecture 2 : Nettoyage des 1.

Vs € §*, Te2 € MTGFy g -

Par exemple, la multitangente convergente la plus simple non nettoyée et non nulle
est Te?13. Son nettoyage est donné par les relations suivantes :

Te>t3 = %7'64’2 — iTeZA + %TGS’S
SRSV CENSY SR EEX

_ 142 1424 | 1733 37,222
= 77e iTet + zTe s5 7€ )
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Comme le montre cet exemple de nettoyage, il n’y a pas unicité de l’expression
nettoyée. Cela est di a la quantité de relations liant entres elles les multitangentes.
Ici, il s’agit de la relation 37e?%? + 2Te*3 = 0, prototype d’une relation plus générale
liant des multitangentes entre elles : 37e2™" + (—=1)¥27¢*™ = 0. Cette relation est
obtenue immédiatement par les relations de réduction en monotangentes (cf. Annexe ,

ou encore, tout aussi simplement, par les calculs précédents de Ten" (cf. Annexe .
Pour d’autres exemples de nettoyage de multitangentes, nous renvoyons le lecteur
au tableau de la page [247] .

6.2 Reéduction de la conjecture.

1. La nouvelle conjecture. Rappelons que 8% = {s € (N*)" ; s = Q) ou sy > 2}.
Voici une autre conjecture :

Conjecture 3: Vo €St , Ze2Te? € MTGFy|q)42 -

Les conjectures 2 et 3 sont tres probablement équivalentes. Ce qui est certain, et simple
a montrer, est I'implication suivante. Elle va nous permettre de réduire sensiblement
I’étude de la conjecture 2.

Propriété :  La conjecture 3 entraine la conjecture 2.

Démonstration :  Soit s € S*.

D’apres la conjecture 3, on sait écrire chacun des termes de la forme ZeZTe?,
g €81, dans MTGF,.

La propriété de différentiabilité entraine alors qu’on sait écrire chacun des termes
de la forme ZeZTe", 0 € St et k € N* — {1}, dans MTGF,.

Apres linéarisation des multizétas, la réduction en monotangentes de Te s’écrit

sous la forme (cf. p. [121)) :

max(s1;-++;8y)
Ted = Z <Z ciZe"L\k) Tek | avec g, €ST .

k=2 [

Elle permet donc d’écrire Te2 comme Q-combinaison linéaire de multitangentes

de valuations supérieures a 2.
O

2. Comment exprimer pratiquement Ze?Te? dans MTGFy 442 7 11 s'agit
de procéder par récurrence sur le poids p de a. Supposons donc que 1'on sache écrire
Ze2Te? dans MTGF,,,2 pour toute séquence s de poids p < ||g|| . Alors, la propriété
de différentiabilité permet d’écrire ZesTellell=lsl+2 dans MTGF |g42 -

La réduction en monotangentes de TeS? s’écrit, pour tout séquences s € 8%, de poids
lle|| + 2, sous la forme : -

D Zef | T+

i€E(s)
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Ici, I'ensemble E(s) est fini et ne contient que des séquences de S} de poids ||g|| ;
les pointillés désignent, eux, des éléments de MTGFy)g)1+2 . Pour pouvoir exprimer
Ze?Te? dans MTGFy )42 , il s’agit de trouver une relation linéaire a coefficients ra-
tionnels entre les sommes Z ZeS valant ZeZ .

i€E(s)

3. Quelques exemples. Exprimons ZesTe? dans MTGFy |42, pour ||s|| < 5 :

L’annexe [2| donne directement Ze?Te? = %7—62’2 .

Par ailleurs, on sait que tous multizétas de poids 3 et 4 s’écrivent respectivement
en fonction de Ze? et (Ze*)2. Ainsi, il suffit de savoir exprimer Ze3Te? et (Ze?)*Te? dans
MTGF;5 et MTGF;¢ respectivement.

L’annexe [2|donne les expressions en monotangentes des multitangentes de poids 5 et 6.
On peut, par exemple, choisir :

1

1
2637'62 — _T€3,2 . —T62’3 )
6 6
21272 5 33
(Ze?)*Te? = ——=Te".
12
Le cas |[s|| = 5 est légerement plus délicat. En effet, on conjecture que le Q-espace

vectoriel engendré par les multizétas de poids 5 est de dimension 2, et qu'une base est
(Zed; Ze2Ze?). Ce qui est certain, c’est que sa dimension est majorée par 2. Il suffit

donc d’exprimer Ze’Te? et Ze*Ze*Te? dans MTGF,; . L'annexe [2| permet de choisir
les expressions suivantes :

1

ZedTe?2 =
e’Te 30

(Te2’5 4+ 9Tt oTets Te5’2) ‘

1 1 1 1 1 1
ZR2ZAT? — 322 L2238 Loas L osa L oas L5
e’ Ze’Te 12Te 12T€ + 24Te + 12Te 12Te 24Te

Pour d’autres exemples d’écriture de Ze?Te? dans MTGFy)|g|1+2, nOUS Tenvoyons
le lecteur au tableau [D] de la page .

4. Formalisation abstraite de la méthode. Rappelons que les multizétas de poids n
s’expriment Q-linéairement en fonction d’un nombre fini d’entre eux, appelés les multizétas
irréductibles. Notons alors ¢, le nombre d’irréductibles de poids n.
Un théoreme de Goncharov-Térasoma affirme que si (d,)nen est la suite définie par
dl == 0
do=d3=1 ,alors : Vn € N, ¢, < d, . Une conjecture diie a Zagier*?
VneN dy3=dy1+d,
affirme que (¢, )nen vérifie exactement la méme récurrence, ie :

61:0.

02203:1 .
VneN,cn+3:cn+1+cn.
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Soit g € S}, de poids p. Notre but est d’exprimer Ze?Te? dans MTGFy 5 .

Pour cela, commencgons par écrire les réductions en monotangentes de toutes
les multitangentes de poids p + 2 et de valuations supérieures a 2. Ensuite, isolons
d'un méme coté du signe = les composantes Te? ; puis exprimons chaque multizéta ap-
paraissant en fonction des ¢, multizétas irréductibles. Puisque chaque terme ZeZTek,
k > 3, apparaissant dans une réduction en monotangentes est exprimable par récurrence
dans MTGF3 40, nous aurons écrit des équations linéaires liant entres elles des termes
du type ZeZTe?, dont les seconds membres sont éléments de MTGFg 45 .

Cela nous donne un systeme linéaire a résoudre, a f, 1o équationﬁ et ¢, inconnues ;
le probleme est ramené a un calcul de rang de matrice.

Voici un exemple : pour p = 4, tout multizéta de poids 4 s’écrit en fonction de Ze?.
On obtient alors le systeme :

AZeATe? = Te>t +2Ze3Ted3 — Ze2Te .
—6ZetTe? = Te33 .

4Ze'Te? = Te'? —2Ze3Ted — ZeTet .

AZeATe? = Tt +2Ze3Ted — Ze2Tet .

Ce systeme est relié a la matrice colonne (4; —6;4;4), qui est de rang 1. Il nous suffit
de choisir 1’équation que nous allons utiliser. Evidemment, ce sera la seconde qui est
la plus simple, et donc produira les relations les plus simples possibles lorsque nous
aurons besoin de la dériver.

La premiere difficulté est de savoir la dimension de la matrice que 1’on doit considérer.
Cela revient a devoir répondre a la conjecture de Zagier sur le nombre d’irréductibles
de poids n ... Nous pouvons contourner cette difficulté en traitant toutes les valeurs

de ¢, possibles, ie 1, ---, d,, ce qui n'est guere satisfaisant. Néanmoins, on sait que
si A € M,,(Q) est de rang p et de vecteurs colonnes ay,--- ,a, alors la matrice dont
les colonnes sont a; —ras , ag,--- ,a, ,r € Q, est de rang p— 1. En appliquant ce principe

a notre matrice (éventuellement plusieurs fois), il suffit de considérer le cas ou ¢, = d,,, ie
de supposer la conjecture de Zagier vraie.

La deuxieme difficulté est, en supposant vraie la conjecture de Zagier, d’évaluer
le rang de la matrice, de taille f,12 X ¢, . Voir page pour observer les matrices
obtenue pour les poids p € [4; 7]. Celles ci sont respectivement de rang 1 = ¢4 , 2 =c¢5 ,
2 =cg , 3 = c7, sous 'hypothese que la conjecture de Zagier est vraie. ’annexe [2| permet
de vérifier facilement que ceci reste vrai pour n € [8; 10]. En fait, des calculs de tables
de multitangentes ont été fait jusqu’au poids 15 ; ceux-ci montre que cela est encore vrai
jusqu’a p = 15.

Cela conduit a penser que :
=0, co=c3=1.

Conjecture 4 :  Soit (¢, )nen définie par : { Vi €N, Cyis = Coiy + O .

Si p > 2, la matrice, de taille f,12 X ¢,, obtenue par le procédé
ci-dessus pour les séquences de poids p, est de rang ¢, .

32 Concernant cette conjecture, désormais bien connue, nous renvoyons le lecteur aux travaux de P.

Deligne et A. B. Goncharov ([14]), de T. Terasoma ([48]) ainsi qu’au récent travaux de F. Brown
([ et [8]) -

33 Tci, (fy)nn désigne la classique suite de Fibonacci.
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Sur cette nouvelle conjecture, commencons par dire qu’elle est équivalente a
la conjecture 3, donc elle entraine la conjecture 2.

Voici un argument quantitatif pour nous convaincre du bien fondé de cette quatrieme
conjecture :

Les premieres matrices obtenues contiennent de nombreux 0. Cela permet de dire
qu’elles sont “hautement” de rang ¢, ; nous sous-entendons par “hautement”, le fait que
si les vecteurs-colonnes sont indépendants, cela n’est pas du au hasard. Cela provient
du grand nombre d’équations, et du petit nombre d’inconnues (en comparaison 'un de
l'autre), mais aussi de la répartition d’'un grand nombre de zéros qui force les vecteurs-
colonnes a étre linéairement indépendants.

Par ailleurs, on sait que :
fore = 0,28 x 1,627F2 , cp ~ 0,41 x 1,327 .

Ainsi, plus p sera grand, plus il y aura de chances de trouver quelques lignes, bien
choisies, qui seront linéairement indépendantes. Ainsi, la conjecture sera d’autant plus
vraie.

6.3 Quelques exemples de “nettoyage” générique.

1. Expression de Ze"Te? dans MTGFg 12 . On sait que, dans la réduction

en monotangentes de Te¥°2, (s1;s9) € (N* — {1})?, le coefficient de Te? vaut :
2

§ :231,52 — (1E81,82 —|—2Esl’82)2651+s2_2

1,5;—2 s1—2 So—2
i=1

_ (_1\s 514+ 83— 3 $14+ 82— 3 $1L80—2
S (G R A ) E

A partir de 1a, plusieurs expressions dans MTGF 15 sont possibles. Toutes nécessitent
de procéder par récurrence sur n.

La premicre solution consiste & dire que Te™? = n(—1)"Ze"Te? + - - -, ol les pointillés
désignent toujours des termes écrits dans MTGFg 10 , p <n , ie. :

1)
Ze'Te? = = Te™? ...
n

La deuxieme solution consiste & essayer de garder une certaine symétrie. Ainsi :

Ter+lptl — (el (pr_ 1) ZeTe? ...

Tepthpt2 _ JeptZptl  — 9(_1)p ((?) + <p2fl)> ZetITer ...
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d’ou aussi I'expression possible sous la forme :
( (_1)p+1 1
2 (Qp — 1)
p
(1) 1
2 2p 2p )
+
N (p > (p +1
2. Expression de Ze? Ze?Te? dans MTGFy 1442 , si g € 2N . Notons g = 2r. Alors,

la réduction en monotangentes, couplée avec la propriété de parité entraine qu’il existe
une famille de rationnels (74)kep2,r] telle que :

Tepthrtl 4. ,sin=2p.

ZeTe? =

(Tep+1,p+2 . T€p+2m+1) 4+ ,sin=2p+1.

E(“5h)

Ter+1,r+1 _ 2(_1>r+1 (QTT_ 1) ZGZTTGQ + Z TkZGQT_QkT€2k+2 )

k=1
Ainsi : )
E(555)
-1 r41 2
ZeP ZelTe? (=) ZePTerthrtl Z rpZeP Ze2 T2k +2

S (2T7~_ 1) -

_ (_1)T+1 ZepTer—i-l,r—l—l . an

2(—1yr+1 (27’ — 1) 0z2k

r
Pour pouvoir exprimer Ze? Ze?Te? dans MTGFa 4412 , avec g € 27 , en procédant
par récurrence, il s’agit d’étre capable d’exprimer ZePTe™ ™! dans MTGFa 4410 -
La symétrélité de Te®, la propriété de différentiabilité et le paragraphe précédent
entrainent immédiatement ce calcul :

E("5H)

Tk 22k 2
Z ok !ZepZe Te
k=1

—1)

ZePTertlrtl  — %Zep <(Te”1)2 B T€2T+2>
1o (ZepTez>

p r—+1 r+1
(ZerTe™) Te @r+1) 9z

DN | —

Le paragraphe précédent permet d’exprimer Ze?Te" ™' dans MTGFs 4,11 , puis par
symétrélité, ZeP (T€T+1)2 s’exprime dans MTGF3 4442 -

De méme, ZePTe? s'exprime simplement dans MTGFs,.2, puis en utilisant
01 (Z eP T€2>

la propriété de différentiabilité, on obtient une expression de 92t
z

MTGFs 12 -

dans

Pour clarifier ’algorithme, voici un exemple :
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1 1
Z@QZGSTSQ = 5263762’2 — 1263 ((Te2)2 . T64)

1 1 32(2637'62)
- Z(z 3 2 e R
4( e’Te*) Te o o
1 32 2.3\ .2 1 02('763’2 —T€2’3)
= (7€ =T)Te - 922
1
= (2T 9T TR 9T 4 9T 4 Te)

Remarquons que l'on retrouve par cet algorithme une relation déja indiquée.
Remarquons aussi que cet algorithme permet d’écrire dans MTGFg 1 g, 4.9, 42 tout
produit du type ZePZe? ... ZedTe? ou (qi;---;q,) sont des nombres pairs. En effet,
il existe C € Q explicite tel que Zelt - .. Zelr = CZet ™t Tar,

3. Expression de Ze?ZelTe? dans MTGFs, .12 , si p et ¢ sont impairs. Ici,

la situation semble beaucoup plus compliquée que précédemment. En effet, il s’agit d’étre

capable d’exprimer dans MTGF3 19,41 la quantité Ze? (7’6””rl — Ze”l”") )
Malheureusement, la symétrélité de Te® ne semble pas étre d'une grande aide...

. . 1 10
Pourtant, nous avons une relation simple : (263)2T62 = —§T€3’2’3 + ﬁ7'e2’2’2’2 e

6.4 Une derniere série de conjectures.

Nous dirons que Te, s € §*, est de valuation supérieure a 2 lorsque s; > 2 pour tout
ie[1:i(s)]-

Pour pouvoir généraliser les majorations (cf. §7.1.1) des multitangentes de valuation
supérieure a 2 a toutes les multitangentes, nous énoncgons trois nouvelles conjectures
concernant la taille des coefficients rationnels apparaissant dans les nettoyages des 1.

Conjecture A :  Si S;(s) désigne la somme des valeurs absolues des coefficients dans
un nettoyage de Te2, alors :
il existe C > 0 tel que pour toute séquence s € S*, il existe
un nettoyage de Te2 vérifiant S, (s) < Clisll .

Conjecture B :  Si S,(s) désigne la somme des valeurs absolues des coefficients
d'une combinaison linéaire exprimant ZeSTe*, alors :
il existe C > 0 tel que pour toute séquence s € S* et pour tout
entier k > 2, il existe une combinaison linéaire exprimant ZesTe*
vérifiant S, (s) < Cllsll

Conjecture C : Si S,(s) désigne la somme des valeurs absolues des coefficients
d’une combinaison linéaire exprimant Ze$Te?, alors :
il existe C > 0 tel que pour toute séquence s € S*, il existe
une combinaison linéaire exprimant ZesTe? vérifiant S, (s) < Clisll .
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Il n’est pas difficile de démontrer que la conjecture B entraine la conjecture A et
qu’elle est aussi équivalente a la conjecture C. On peut méme conjecturer que ces trois
conjectures sont équivalentes...

En particulier, la conjecture C, couplée avec la proposition de la page [166| entraine :

7! |Sm

sl
12
IC>0,VseS —0,VzeC—R, |Tes(z)|§_<—c|) _
z

6.5 Nettoyage des multitangentes divergentes.

Finissons cette section en rappelant que toute multitangente divergente a été renorma-
lisée en une Q-combinaison linéaire de multitangentes convergentes. Ceci envoie au milieu
les 1 situés en début et fin de séquences. Il ne reste plus qu’a nettoyer les uns dans les
multitangentes convergentes obtenues.

Ainsi, nous pouvons généraliser la conjecture 2 en :

Conjecture 2’ :  Nettoyage des 1.

Vs € (N*)*, Tes € MTGF27H§H .

7 Propriétés analytiques.

7.1 DMajoration des multitangentes.
7.1.1 Deux majorations géométriques.

Nous allons voir que les multitangentes vont converger tres vite vers 0 lorsque z tendra
vers l'infini hors de l'axe des abscisses. Il s’agit du caractere exponentiellement plat
des multitangentes convergentes. Mais la majoration obtenue n’est pas vraiment fonction
du poids de la séquence s. Nous allons déterminer deux majorations géométriques (ou
presque) dont la puissance sera le poids de la multitangente considérée.

Pour commencer, pour toute multitangente convergente, montrons la majoration
suivante :

Al(s)

Sm 2|Isl-1@-1 -

Lemme 17 : Vse S* ,VzeC,argz € {0;7} = |Tes(2)| <

argz € {0;m} .

Démonstration :  Soient s € §* et z € C vérifiant §
ISm 2| > 1.

Notons f* la fonction définie sur R x R par :

fE(@ry) = > !

I P
—so<n, <r<ni<too (M1 +2)2 + %) 2 - ((ny +2)% +¢2)

On a alors : |Te2(z)| < f&(Re z;|Sm z|). De plus, en procédant de méme qu’a

la page on obtient la factorisation : f*(x;y) = f$(z;y) X I*(z;y) X f2(z;y) ,
ol les fonctions f} , f* et I® sont définies sur R x R* par :
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fizy) = > ! -

51 Sr °
CB(z)<n, <-<m<too (M1 +2)2 +42)2 - ((ny + 2)? +3%) 7

Flzy) = S ! =

—oo<n, < <ny < —E(x) (n1+2)24+y2)2 - ((ny +2)% +y?)

y2
S(x: — 0 s’Sil(§)7é1.
I2(;y) { ((@—B@)*+y?) 7, sills) =1

On a alors successivement :

By = % B :

0<np< i <too (M1 +2 = E@)2 +42) % - ((nr + 2 — E(2))? +y2) F

1
< —— e — /277 (@ - E();0)

1 1
= 12,821, 48 —1 Z 200 ..
ys ySZ Y 0<n,<---<ni <+oo g T
Ze211
= yllsl-iE -1
2
= yllsll=ie)-1 -
2
De méme, on a : f2(z;y) < TETE T
y 2 2.
Ainsi :
l(s) o<k s>k
|Tes(z)] < ijr (Re z;|Sm z|) x ¢ (Re z;|Sm z|) x [ (Re z;|Sm z]|)
k=1
I(s)

2 1 2
[Sm 2B === " [Gm 2 [Sm 2|l -A@—H-1

(]

-
=

w
@« I

4

‘%m Z|||§H*l(§)*1

=

=1
4l(s)

ISm 2| =11 °

O

Voici désormais la seconde majoration. La démonstration utilise les mémes notations et
en partie les méme faits que la premiere.

lIsll

1 2
Cx

)!''\ /|Sm 2|

Lemme : V§€S§2—@,VZE(C—R,\Te§(z)|§l

Démonstration :  Soient s € S%, de longueur r, et z € C - R.

Considérons toujours f% | fi , 2 et I# comme dans la démonstration précédente.

Dans les majorations qui suivent, puisque s € 3, C §* , on dispose de la premiere
majoration. Les autres étapes résultent d’une simple comparaison avec intégrale :
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filzy) = > H < ! )

0<n, <<ni<+oo i=1 \((ni +2 —E(z))? + ZIQ)?L

T

1 1
-4 ox o )
r (ny;mp)€(NH)T §=1 (i +2 —E(x))2 +92)2

iFj=>n;#n;

11 1
< = 5
21l (% ((n+2 - B(x)? +y2>2>
1 T 400 1 1 +o0 T
< 7H / at gl IS T T (/ 2du 2)
a\ (e -B@p ) T ey
_ 1)
= iyl
De méme, on a : f=(x;y) < l' I(Igl\) .
rlylisi—=r
" <k >k
Ainsi: |Te2(z)| < Zfi (Re z;|Sm z]) x I**(Re z; |Sm z|) x f2 (Re z;|Sm 2])

k=1

™

k—1
- 1 (5) y 1 .
Z (k — 1)1 |Sm 2[[lE=F-(=1) 1Sm, 2]t

LG

(r — k)l [Sm 2|1 =0—8)

IN

r\7—1 T e a\r—1
(5) 3 1 12t (5)
|Sm, z|llsll=r — (k—=D!'(r—k)! — (r=1)|Sm 2|lIsll-"

a1 1 4r 1

(r— D![Sm 2lsll=r = 71 [Sm [llll=r

I ne reste plus qu’a constater que pour s € 8%, , on a |[s|| > 2I(s). On en déduit
donc enfin la majoration recherchée :

(sl
1 2
VzeC—R, Vs € 8%, |7’es(z)|<r|<> .
> _ .

|Sm

7.1.2 Des conjectures.

1. Premiere généralisation. Il semble que nous disposions de la seconde majoration
géométrique pour toute séquence s € §* et non uniquement pour les séquences de S%, :

lIs|
2

Conjecture 5: Vse S*, VzeC, argz ¢ {0;71} = |Te(z)| <
|Sm 2|
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2

2400
i =[1;2399], pour les poids p € [2; 15]. Numériquement, cette majoration est donc

certaine.

Celle-ci a été vérifiée numériquement dans toutes les directions 6 = ¢ x

2. Seconde généralisation : un intermédiaire entre la majoration géométrique
précédente et le caractere exponentiellement plat. Nous verrons dans un instant
le caractere exponentiellement plat des multitangentes (cf. p. . La majoration
précédente est une majoration géométrique ; elle sera utile pour montrer des convergences
de séries faisant apparaitre des multitangentes.

Il semblerait qu’on dispose d’une autre majoration, intermédiaire entre les deux
précédentes. Elle aurait pour fonctions de redonner le caractere exponentiellement plat
des multitangentes convergentes, mais aussi d’avoir une dépendance géométrique
relativement au poids de la multitangente considérée :

Conjecture 6 :  Pour tout s € S* et tout z € C vérifiant [Im z| >1,ona:

|Tes(z)|§< 1 )||s| 2

1Sm z| ) sh?(7Qm z)

Une telle majoration semble licite (vérification numérique a l'appui, pour 6 = argz

pour toutes les multitangentes de poids inférieur

1
iant entre 0 et 2 de ——
variant entre 0 et 27 par pas de 5100

A 10).

7.2 Développement en série de Fourier des multitangentes conver-
gentes.

Il est clair que toute multitangente convergente définit une fonction 1-périodique
sur C — Z. 1l est donc intéressant de connaitre le développement en série de Fourier
des multitangentes convergentes. Nous en déduirons ensuite les coefficients de Fourier
des multitangentes, pour enfin en obtenir une majoration.

Toute cette section est centrale pour le calcul explicite des invariants holomorphes
d’un difféomorphisme tangent a 'identité.

7.2.1 Développement en série de Fourier.

Rappelons le développement en série de Fourier de Te! (cf. [46]) :

z'7r—i—2i7r§ e si Im oz < 0.
s n<0

V2eC—Z, Te'(z) = ——— = . (57)
tan(mz) —4 — ZiWZ e si Im oz >0 .
n>0
Puisque la convergence de Te' est normale sur {{ € C ; Sm ¢ < —c} et
{¢ € C; Sm ¢ > c}, pour tout ¢ > 0, 'expression est bien le développement
en série de Fourier de Te! . La propriété de différentiabilité entraine alors :
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—9% o—1 )
2iwzﬂemmz,si Sm 2z <0 .
Vo e N—{0;1} , V2 C—-Z, Te’(z) = (—2inm)e-L
—QiWZLeZi”W,Si Smz>0.

On peut reporter ce développement en série de Fourier dans l'expression donnant
la réduction des multitangentes en monotangentes (cf. §3.2)) pour obtenir, lorsque s € §* :

ZZ .75] kTe )

=1 k=2
(
2 k=1 .
2”22 (Z Ll),zzsj_k> e*mm% si Qm oz < 0 .
- n<0 j=1 = )
2 k=1 .
_QWZZ (Z m—ﬂ-l)),zisj_k> e si Im oz >0 .
n>0 j=1 = :

La convergence des séries précédentes étant normale sur {¢ € C ; Sm ( < —c} et
{C € C; Sm ¢ > ¢}, pour tout ¢ > 0, on obtient bien le développement en série de
Fourier des multitangentes :

Lemme : Noton*] pour tout n € Z et tout s € S* :

2m7r)k b .
7j=1

Alors :
Zﬁgq”,si%mz<0.

n<0

VseS*, VzeC—-Z, Tei(z) =
—Zﬁgq",si%mz>0.

n>0

7.2.2 Majoration des coefficients de Fourier des multitangentes convergentes.

Commengons par majorer les coefficients de Fourier d’'une multitangente de valuation
supérieure a 2. Fixons-nous alors une séquence s de 8%, et ¢ >0 .

Considérons aussi les fonctions T% et T2 définies par TS (z) = Zﬁgz" et
n>0

34 Remarquons que le moule ’YA;; ne peut étre symétrel : Par exemple, on a :

-~ -~ 4 8
27'12’2+7'14:2><§7r4—§774:0.

(ﬁ2>2 = 167% .

Ceci explique 'absence de la lettre e dans son nom.
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T2 (2) = Z’?fz" Celles-ci sont définies et holomorphes sur {¢ € C ; 0 < [(| < e72™}
n<0
et {C € C; |¢] > e*™} respectivement.

Si z € C vérifie |z| = ™ (resp. |z| = €*™) avec r > ¢, on peut écrire : 2 = ¢
(resp. z = 2™ +20m) pour § € [0;1]. D’ott en utilisant la majoration que nous avons
démontré a la page [L66|:

27rr) —27r+2i07

;

Is! .
T2 ()] = | Tes(0 + ir)| < (%) wp_ [T §<i sl
ie. Wr>c ¢ 7T 2T sl
Is! Isl 2\"
T2 (2)| = |Te2(0 —ir)| < (%) |Z\S:UjQ)7TT T (z)‘ S( r)

Les inégalités de Cauchy donnent alors :

. sl
VneZ,Vse S, ,Vr>c,|Te,| < <7> e*mT avec € = sg(n).
= T

Alinsi, par passage a la limite lorsque r — ¢, on obtient :
IIsl|
< <i) Q2
Ve

En procédant de méme pour n’importe quelle multitangente, c¢’est-a-dire en utilisant
la majoration de la page [L65| plutot que celle de la page[166, on obtient une autre inégalité
des coefficients de Fourier. Ces deux inégalités se trouvent énoncée dans le lemme suivant :

WnEZ VseS, Ve 0, [Te

Lemme : Notons, pour tout n € Z et tout s € S* :
Fs o Sy (—22’n7r)’“*13§
T = ”Z Z (k—1) “dsimk )
j=1 \k=2
Alors :
—~s 41
1.Vn€Z,VseS*, Ve>0, |Te, gi 2elnjm
nl = cllsll=is) -t
. 9 llsll
2. ¥neEZ, YseSL, Ve 0, T < (%) J2elnl

7.3 Caractere exponentiellement plat.

Nous avons déja annoncé, lors de l’étude de la réduction des multitangentes
en monotangentes, le caractere exponentiellement plat des multitangentes. Nous allons
en donner trois courtes démonstrations.

1. Par la transformée de Borel. La transformation de Borel est un argument
permettant de justifier que les multitangentes sont exponentiellement plates, car
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cette transformation ne “repere” pas de telles fonctions.

Rappelons que la transformée de Borel B est définie pour les séries formelles du type

f(z) = Z Z—Z par : B <Z ZiL) ) = Z %cn CSi L H(Q) — H(Q) est définie par

n>0 n>0 n>0

L(f)(z) = f(z+1), alors on a : B(L(f))(¢) = e™*B(f)(¢) ; donc, B (Z L”(f)) (€)=0.

PEZ

Alors, comme annoncé lors de l'expression des multitangentes en monotangentes,
on en déduit le caractere exponentiellement plat des multitangentes convergentes, mais
de maniere non explicite. Bien que l’explicite est ici possible, nous n’aborderons pas
cette question.

2. Par les séries de Fourier. Nous venons de voir que :

E T2e* ™ [ si Qm 2z <0 .
n<0

VseS*, VzeC—-Z, Te¥(z) =
—27;56%””,81 Smz>0.

n>0
~ 41(s)
* S = 2c¢|n|m
YnelZ,VseS*, Ve>0, |TF < TE—lo—T .
. |Sm 2| . . .
Ainsi, pour z € C—R et ¢ = 5 et si la notation n < 0 désigne n > 0 lorsque

Sm z > 0, et n < 0 sinon, on obtient alors :

—7|Sm 2|

s 4l (§) —nTSm z 4l (§) €
7e%(2)] < e ;e S T —e—om a1 -
ns

Cette derniere inégalité prouve le caractere exponentiellement plat des multitangentes
convergentes.

2

T 2

™

3. Par la formule de Cauchy. Puisque |Te?(z)| =

sh?(7Sm 2)
pour tout z € C — R, la formule de Cauchy et la propriété de différentiabilité permettent
d’obtenir, pour tout z € C — R, et tout s € N — {0; 1} :

s (—1)52 952 1 Te?(¢)
| Te* ()| (s — 1)1 9252 <% /C(z,%;Z) =2 dﬁ)‘

—(s—2
Te? <z+%ei9) (%m Z) o de

sin?(7z2)

1 27

2 Jo

IN

2 2

171



Ainsi, lorsque z € C — R vérifie |z| > 5 la réduction en monotangentes donne a

nouveau . ; r Sj HSH k—s;+1,_2 :BHSH']TQ
7 2 y Ul r

2 < — -
=1 k=2 ‘1= sh (mSm 2) sh*(7Qm z)

En effet, il n’est pas difficile de prouver que \ka\ < 2lisll+k=si=1 " Cela prouve encore
le caractere exponentiellement plat des multitangentes, de maniere explicite.

8 Propriétés arithmétiques.

8.1 Indépendance linéaire des monotangentes.

Les multitangentes convergentes vérifient de nombreuses relations les liant entre elles :
la propriété de dérivabilité, les relations de symétrélité, ou encore des relations obtenues
par réduction en monotangentes. Néanmoins, on dispose de la propriété suivante, tres
simple et d'une grande utilité :

Propriété :  Les monotangentes sont linéairement indépendantes.

Plusieurs preuves sont possibles, utilisant la propriété de différentiabilité, le recours
aux coefficients de Fourier précédemment calculés, en regardant les poles... En voici une :

Démonstration :  Supposons que la famille (7e™),en+ soit liée.

Alors, on disposerait d’un entier r > 2, d’un r-uplet (n1;---;n,) € (N*)" vérifiant
ny < --- <mn,p et dun r-uplet (A ;-5 An,.) € C" = {(0;---;0)} tels que :

ZT: An, TE™ =0

k=1
En utilisant la propriété de différentiabilité des multitangentes, on obtient :

T

Z (_1)7Lk—1)\nk 8nk—17—el

=0.
(g —2)!  Ozm—1

k=1

Ainsi, Te! vérifierait une équation linéaire & coefficients constants, et s’écrirait
donc sous la forme d’'une C-combinaison linaire d’exponentielles polyndémes. Cela
permettrait de prolonger analytiquement Te! & tout C. Puisque ce prolongement
entre en contradiction avec I’expression-méme de Te', nous venons de démontrer

le fait que les monotangentes sont linéairement indépendantes.
O

Vu le nombre de relations liant les multitangentes entre elles, nous savons qu’elles
ne sont ni algébriquement, ni linéairement indépendantes. Nous avons déja retrouvé,
lors de la renormalisation de Te® (cf. p. , la plus simple des relations liant entre
elles les séries d’Einsenstein : Te?(z)Te!(z) = Te*(z). En dérivant cette relation, puis

2 3
en la multipliant par 7e?, on obtient alors : 2<Te3> = 3Te*Te* — (7'62) . Ceci montre

que méme si I'on se restreint aux monotangentes convergentes, ces dernieres ne sont pas
algébriquement indépendantes.
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8.2 Transcendance des multitangentes.

Il est souvent agréable, pour mettre en place une méthode de transcendance, de savoir
si telle ou telle fonction est transcendante. Nous entendons, ici, par fonction transcendante,
un élément de F(€2,C) transcendant sur C[X]. Nous disposons alors d’un résultat tres
simple pour les multitangentes convergentes :

Lemme : Toute multitangente convergente non nulle est transcendante.

Notons d’ores et déja que pour espérer pouvoir rendre ce lemme utile, il est nécessaire
de caractériser les multitangentes nulles, i.e. de répondre a la conjecture donnée page [155]

Démonstration :  Soit s € §* telle que Te2 # 0.

Supposons que 7Te2 soit algébrique, c’est-a-dire qu’il existe un polynome
P € C[X;Y] tel P(z ; Te§(z)) = 0. Considérons le plus petit degré possible d’un
tel polynome, noté d . Notons ce polynome sous forme développée, de sorte que :

d
3(Po; -+ Pg) € CXIHT — {(05-:0)} , Y2 € C~Z, 3 Pif2) (TeX(2))' =0 .
=0

Le caractere exponentiellement plat des multitangentes convergentes entraine,
lorsque z tend vers l'infini sans passer par ’axe des réels :

VP e CIX], Vs € S*, P(2)Te(z) — 0.
d

d
Ainsi ZPi(z) (Te2(2))" — 0 . La nullité de la fonction ZPi (Te2)"
i=1 i=0
entraine que Pg(z) — 0, d’out Py est identiquement nul. Ainsi, la non-nullité
de Te2 entraine :

d d—1
S TPi(2) (Te2(2) ' =Y Pisa(2) (Te(2) =0 .
i=1 i=0
Ceci entre en contradiction avec la minimalité de d ...

On a donc bien montré la transcendance de toute multitangente convergente
non nulle.

O

Sachant que l'on dispose de la relation Te?? = 2Ze?Te?, ainsi que de la relation
de duplication :

12 k
VzeC—-Q, Vpe N* | TeQ(pz):EZTeQ (z—i—;) ,
k=0

la mise en application de la méthode de Mahler pourrait étre envisagée pour obtenir
une nouvelle démonstration de la transcendance du nombre Ze?. Ceci permettrait d’ouvrir
des pistes pour étudier 'arithmétique des multizetas.

8.3 Absence conjecturale de QQ-relations linéaires entre multi-
tangentes de poids différents.

De nombreuses conjectures sont émises pour les multizétas. Celles-ci sont profondes, et
hors de portée a ce jour. Nous disposons notamment de celle-ci, de nature transcendante :
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Q ,sik=0.

Conjecture 7 : Notons Z, = {0} ,sik=1.
Vectg(Z€®) sest sk >2.

sl1=F
Il n’existe pas de relation entre multizétas de poids différents :

Y Z=P 2.

keN* keN*

Cette conjecture entraine notamment la transcendance des nombres Ze®, s € N* — {1},

5
Ze2Zed 7Q.
Nous pouvons conjecturer un résultat analogue pour les multitangentes :

mais ne suffit pas pour affirmer directement, par exemple, que :

Q ,sik=0.
Conjecture 8 :  Notons T = {0} ,sik=1.
Vectg(Te®) sesy stk >2.

sl =+
Il n’existe pas de relation entre multizétas de poids différents :

S T- @R

keN* keN*

Rappelons que nous avons conjecturé :Vo € St , ZeZTe? € Tie|j+2 (cf. conjecture 3,
p. [159) . Cette conjecture a été vérifiée pour tous les multizétas de poids inférieur

5
B,

a 12. On peut alors remarquer que la conjecture 6 entraine alors :
Ze2Zed

(cf. Annexe [2)) .
La propriété suivante explique le lien entre les conjectures 7 et 8.

Propriété : 1. La conjecture 7 entraine la conjecture 8.
2. Les conjectures 3 et 8 entrainent la conjecture 7.

Démonstration : 1. Raisonnons par contraposée.

Supposons qu’il existe une Q-combinaison linéaire nulle liant entre elles
des multitangentes de poids différents :

il existe I C N fini pour lequel il existe (¢;);c1 € H T; tel que Z t;=0.
i€l iel
Chaque t; est une Q-combinaison linéaire, que 'on peut supposer non nulle,
de multitangentes convergentes de poids i. La réduction en monotangentes permet
alors d’écrire t; sous la forme :

Viel, 3(zij)jer;i] € sz , b= Zzi,i—kTek
i—1 k=

Remarquons que pour 4 fixé dans I, il existe au moins un z; ; # 0 : en efet, sinon
t; serait nul. Ainsi, en notant M le plus grand element de I, on peut écrire :

O:Zti:Zsz_kTe Z <Zz” k)Te

i€l icl k=2 i€l
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L’indépendance linéaire des (7e*)>2 entraine alors :

VkE[[2;M]], Z Zi,i—k:O-
i€l , i>k

Pour chaque valeur de k, nous obtenons alors une Q-combinaison linéaire nulle de
multizétas dont les poids sont différents et dont les coefficients sont non tous nuls.

Ainsi : E Zk#®zk
kEN* kEN*
Nous avons donc montré que :

TP =D 2+ P 2

keN* keN* keN* keN*

2. Raisonnons par ’absurde, en supposant qu’il existe des relations linéaires nulle,
mais non triviales, de multizétas de poids différents.

Considérons alors une telle relation :
n

In e N* | I(sh;---;8") € 8§, Fler;--560) € (Q— {0, ZciZeﬁz =0, ol
i=1

I'application i — ||s|| n’est pas constante.

Ainsi :

V2eC—-17Z, ZciZegTeQ(z) =0.

i=1

La conjecture 3 permet d’écrire, pour tout ¢ € [1;n], CZ-ZeﬁiTe2 sous la forme
d’une Q-combinaison linéaire de multitangentes convergentes de poids |[s’|| + 2 :

an P
Jn; €N, I(sb 88 €(SF)™, Iein; i Cim,) EQM ¢ Zes Te? :Z cijTes .
j=1
On obtient donc une @Q-combinaison linéaire de multitangentes nulles dont
les coefficients sont non tous nuls (sinon tous les ¢; seraient nuls) et dont les poids
sont différents :

n n;

Z ZC@jTeS’j =0.

i=1 j=1

Ceci contredit ’absence de Q-combinaison linéaire entre multitangentes de poids
différents. On a donc montré que :

2. Ti=DT
keN* keN~ = D pen 2k = PBren- 2k -
Vo € S_T_ ) Ze2Te? € 7—H£H+2

O

9 Sur I’éventuelle dimorphie de I’espace des multizétas
retrouvés par les multitangentes.

9.1 Un premier diagramme commutatif : deux moyens pour
multiplier deux multitangentes entre elles.

Nous disposons de deux faits essentiels :
1. la symétrélité du moule Te®.

2. la réduction des multitangentes en monotangentes.
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Ainsi, nous disposons de deux procédés pour multiplier deux multitangentes entre
elles, donnés par le diagramme :

multiplication
symétreéle

MTGF x MTGF MTGF
réduction®@réduction
MTGF x MTGF réduction
multiplication l
symétréle
MTGF réduction MTGF

Dans ce diagramme commutatif, le mot “réduction” désigne 1’extension par linéarité
a tout MTGF de la réduction d’une multitangente en monotangentes ; ’expression
“réduction ® réduction” désigne le produit tensoriel de “réduction” par elle-méme ;
enfin l'expression “multiplication symétréle” désigne l'extension par bilinéarité de
la multiplication suivant la loi de symétrélité de deux multitangentes.

Bien siir, ces deux procédés donnent des résultats égaux. Mais, ce qui est intéressant
ici, ce sont les différences d’écritures, et donc I'obtention de relations entre multizétas.

9.1.1 Autour des relations de symétrélité des multitangentes.
Tout d’abord, ce double procédé de multiplication des multitangentes permet de

retrouver en particulier toutes les relations de symétrélité entre multizétas.

Propriété :  La symétrélité de Te® et le diagramme commutatif précédent entrainent
la symétrélité de Ze®.

Démonstration :  Fixons-nous deux séquences s' et s?> de S*. Notons My, le plus grand entier

apparaissant dans ces deux séquences ; notons enfin M = Mg + 1.

Nous allons calculer le produit Tes' MTes”M o guivant les deux procédés décrits

précédemment de multiplication des multitangentes. Nous ne considérerons, dans
les deux résultats obtenus, que la monotangente dont ’argument est le plus grand
possible (par indépendance linéaire des monotangentes, cf. &} ie Te2M |

Par symétrélité de Te®, puis en appliquant la définition récursive de I’ensemble
she ,on a :

Te§1'MTe§1'M = Z TesM 4 Z TesM |

sEshe(s!; s2-M)Ushe(s'-M; s2) s€she(s!; s?)

Ainsi, la composante Te?™ du produit '7'(351'1\/1’7'e§1'1\/[7 obtenue par multiplication
par symétrélité, puis réduction en monotangentes, est : Z Zet .

s€Eshe(s!; s?)

D’un autre c6té, dans les réductions en monotangentes de Tes' M et Tes"™M | seules
les composantes TeM pourront donner une contribution & la monotangente 7e?M.
Ces composantes TeM sont respectivement Zes' TeM et Zes" TeM. On en déduit
que la composante Te*™ du produit Teﬁl‘MTeEI'M, obtenue par réduction
en monotangentes, puis par multiplication par symétrélité, et de nouveau par

7 . 1 2
réduction, est : Ze2 ZeS .
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Par conséquent, on obtient bien la relation de symétrélité voulue :
Zes Zest = Z Zet .
s€she(s!; s?)

Cela prouve donc que : Te® est symétrel = Ze® est symétrel .
O

On peut évidemment se poser la question de la réciproque. La réponse est clair et
provient de la factorisation moulienne de Te®.

Rappelons tout de méme que cette propriété ne redémontre aucunement la symétrélité
de Ze®, car les méthodes employées pour démontrer la symétrélité de Te® et de Ze® sont
identiques. Cette propriété sera néanmoins utile pour étudier les relations obtenues entre
multizétas (cf. a partir de la connaissance des multitangentes.

9.1.2 Obtention d’autres relations que celles de symétrélité.

Raisonnons par ’absurde.
Supposons que le diagramme de multiplication des multitangentes ne donne que
des relations provenant de la symétrélité des multizétas.

Effectuons le calcul des deux procédés de multiplication dans le cas le plus simple ou
le diagramme apporte un résultat.

1. Te?2 x Te*? = 2Z¢? (762)2 = 4Ze*Te?? + 2Ze*Te!
= 8(262)2T62 +2Ze*Tet .
9 Te2 x Te? — 3Te222 4 Teh? 4 Te2A
= (3(262)2 +6Ze?? + 8Ze4> Te? +2Ze2Tet .

Ainsi, en utilisant I'indépendance linéaire des monotangentes, on obtient la relation

6Ze>? +8Ze' = 5(Ze?)” . (58)
Or, modulo la symétrélité des multizétas, se réécrit ainsi :
3Zet = 4Ze*? . (59)
Mais, la seule relation de symétrélité, de poids total 4, est :
(2e?)* = 22> + Ze . (60)
Si provenait de , en utilisant uniquement la symétrélité de Ze®, on aurait
Zet = g(262)2 :
alors connaissance des valeurs 53 )
Ze?? = 1—0(262) .

Pourtant, pour obtenir ces relations, on a besoin des trois équations suivantes,
provenant des trois types de relations décrivant conjecturalement le noyau de ( :
(2e2)® = 22e*2 4 Zet
(262)2 = 2Ze>? 4 4Ze3t .
Zet = Ze*?  Zedl
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Ceci met en évidence une contradiction.

Ainsi, le diagramme commutatif des multiplications des multitangentes apporte
d’autres relations que celles de symétrélité. Il s’agit de relations entres multizétas de
troisieme espece, c’est-a-dire des Q-combinaisons linéaires de relations de symétralité et
symétrélité.

9.1.3 Passage aux séries génératrices.

Pour synthétiser les résultats, nous avons tout intérét a utiliser les séries génératrices.
Le diagramme commutatif que I'on vient de considérer se réécrit alors comme suit :

multiplication
symétrile

MTGF, x MTGF, MTGF,
réduction@réductionl
MTGFg X MTGFg réduction
multiplication l
symétrile
MTGFg réduction MTGFg

Dans ce diagramme commutatif, le mot “réduction” désigne 1’extension par linéarité
a tout MTGF, de la réduction d’une multitangente en monotangentes (cf. le théoreme
p. ; Pexpression “réduction ® réduction” désigne le produit tensoriel de “réduction”
par elle méme ; enfin l'expression “multiplication symétrele” désigne l'extension par
bilinéarité de la multiplication suivant la loi de symétrzlité de deux fonctions génératrices
des multitangentes.

9.2 Un second diagramme commutatif : deux manieres de dériver
une multitangente.

De méme que nous disposons de deux procédés pour multiplier deux multitangentes
entres elles, nous disposons de deux procédés pour dériver une multitangente. Ceux-ci
sont donnés par le diagramme commutatif suivant :

MTGF £ MTGF
réductionl Lréduction

MTGF m MTGF

Ici, le mot “réduction” désigne toujours l'extension par linéarité a tout MTGF de
)
la réduction d’une multitangente en monotangentes et le mot “dérive” désigne I'extension
par linéarité de la dérivation d’une multitangente.

Ce diagramme est naturel et semble pouvoir fournir des relations entre multizétas.
Pourtant, il n’en est rien... En effet, “dérive” va scinder les coefficients du bindéme en
une somme de coefficients du binome. Cela ne donnera donc aucun nouveau renseignement
sur les multizétas.

Voyons cela en détail, a travers le lemme suivant :
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Lemme : Soient s € §* de longueur r et k € [2; max(s1;---;$,)] -

. s+e; S
Alors:Vje[1;7], Z $iZ; gto,,—k = (B = D00l (85) 25, i1 -

i€f[1;7r]
sj2k=0;

» . . 52 " s+e; o s
Démonstration :  L’égalité Z $iZ g to,—k = (k- 1)]1[[k—1;+00[[(5j)zj,sj—k+1 que l'on cherche
ie[1l;r]
sj zkféi'j
a démontrer résulte d’un calcul simple. Celui-ci s’effectue en séparant la premiere
somme en deux : d'un c6té les indices i # j et de 'autre 'indice ¢ = j ; puis
on effectue un décalage d’indices et enfin on utilise le fait que :

iste; nt PR .
4 ]Ekfgi:_kiJEk , sl i#£g.

y sTe. : . . .
JEI*:L’ =JE; ,osii=7.

Alors, on a successivement :

. —
ste; _ Cjpste; 2 (stk+te,) 2 (stk+e;)”’
D SiZate, k= D > s; B Zel )7 zel )
i€[1;r] i€[1;7r] kp>0, 1#]
s;>k—8; ; sj2k=08; j  Sypjky=sj+8; j—k
iste k)<? ?
_ 2=, S S
= E E Si]]-[[l;-i-oo[[(ki) ]Ek—gzize(j*) Ze(stk)
iel1;r]—{5} _ k>0, 1
sjzk Mgy ki=sjtick

i~S+e k)<J k)>J
+ > 5k 1 poof(55) B ZeletW™ Zlsth)
k120, 1
Sigj ky=s;+1—k

S ——
= — Z killp1i4oop (ki) jEiZe(§+5)<J26(§+k)>J

i€[13r]—{j} k>0, 1#j
sj=k Sizj ki=sj+l-k
s
+ Sj ﬂ[k—1;+oo[[(3j)zj,sj+1—k
i <J >3
=Y (- X Bllppe(k)) By et zele
k>0, l#j ic[1;r]—{j}
Zl#j kp=sj+1—k sj=k
s
+ Sj ﬂ[k—1;+oo[[(3j)zj,sj+1—k

= Y (51— k) Ljppsoop(sy) TEEZeEtO Zeletl™
k>0, 1#j -
Y kp=sj+t1—k

+ Sj Il[[k—l;+oo[[(sj)zisj+l—k
= (Sj Lpp—154o00f(s5) — (55 +1— k)]luk;Jroou(Sj))Zist_k :
Ainsi, on obtient :

s+e; _ i S
E : Sizj,sﬁai,fk = (k- 1)]1|Ik*1§+00|1(8.7)zj,5j+17k :
i€l[1;r]
szk*‘si,j

Nous en déduisons immédiatement le corollaire suivant :
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Corollaire : 1. Les seules relations entre multizétas que 1’on peut déduire de 1’égalité
“dérive o réduction = réduction o dérive” sont exactement les relations
de symétralité obtenues par I'annulation de la composante Te! dans
la réduction en monotangentes.

2. L’égalité “dériveoréduction = réductionodérive” provient du scindage
précédent des coefficients du binome et ne donne donc aucune nouvelle
relation entre multizétas.

Démonstration : e Rappelons que :

max(sy;-+;8,)+1 r
, . L. _ s+e; k
réduction o dérive = E E E sy o -k T€
k=2 i=1 JE[[l T]]
>k 84
max(s1;-+;8,)+1
, , . . s k
dérive o réduction = — E (k—1) E Zj’SleTe
k=3 jel1;r]
sj>k—1

L’indépendance linéaire des multitangentes (cf. p. [172)) permet donc de traduire
I’égalité “réduction o dérive = dérive o réduction” en une égalité composante par

composante :
s+e .
YOy sz ) D Zkn osikz3.
=1 jel1; v]] JE[[I r]
sj2k—5;, sj2k-1
s _
> 2z, ,=0.
Jeltsr]
e Pour k € [2; max(s;---;s,) + 1], le lemme précédent implique sans peine :
T T
oste; _ oste;
DX mES ] = 2 X sES
=1 jef1;r] j=1 ic[1;r]
sj2k—5; ; sj>k—5; ;
T
s
= Y (k= Dlperyoof(5) 25, ki
i=1
s
= (k—1) g Z; ki -
jelisr]
szkfl
e Ainsi, pour tout k € [3; max(sy;---;$,)+ 1], on obtient bien :
s+e o S
Z Z Ja31+5b i—k (k o 1) Z Z}Sj_k'f‘l '
i=1 agliinl jelisr]
j2k—5; sj>k—1

Pour conclure quant a l’égalité “réduction o dérive = dérive o réduction”, il reste
5 g s . . _
a remarquer que la quantité g Zj’sr k41 est nulle lorsque k =2 .

jel1;r]
sj>k—1

Ceci sera fait en détail au paragraphe suivant et résulte de la symétralité

des multizétas.
O

Ainsi, aucun autre diagramme que ceux donnant les deux moyens de multiplication
des multitangentes (cf. p. [L76)) ne pourra donner de résultats sur les multizétas.
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9.3 Quelques relations de symétralité.
9.3.1 Retour sur ’absence de composante Te! dans les relations de réduction.

Nous avons vu que les multitangentes convergentes sont exponentiellement plates
(cf. §7.3) . Cela implique I'absence de la composante Te!' dans les relations de réduction
précédentes. On en déduit donc des relations entre multizétas :

I(s)
Vs € S* | E iEiZesl“!‘klv"'vSifl“rkiflZesr+kr7"'75i+l+ki+1 =0 .
=1 k>0, j#i
Ljikj=si—1
D’un autre point de vue, nous pouvons montrer indépendamment ces relations entre

multizétas, ce qui aura immédiatement comme corollaire le caractere exponentiellement
plat des multitangentes, mais répondra aussi a la question “ces relations entre multizétas
sont-elles des conséquences des relations quadratiques ?”

En fait, ces relations sont uniquement des conséquences des relations de symétralité.
Notons S(r) le membre de gauche de I’égalité précédente, i. e. :

I(s)
Vr S N* ; \V/§ € S* y l(§) =T, S(T) = Z Z iEiZesl+k1,"~,Si—1+ki—1Zesr+kr,~--,si+1+ki+1 '
=1

k>0, j#i
Djpikj=si—1
Nous allons montrer que la nullité de S(r), pour tout s € S*, en linéarisant par
symétralité, les produits de multizétas. Voyons en détail cela :

Tout multizéta admet une représentation intégrale bien connue, diie a Goncharov,
sous la forme d’une intégrale itérée : nous renvoyons le lecteur a la section pour
des rappels sur les intégrales itérées. Cette représentation intégrale est équivalente a une
autre représentation qui est tout aussi connue :

r

[](si =1y

=1

1 s1—1 _ so—1 .. - — Uy Sr
Vse Sy, Ze2 = —/ bl (u2 —w) (ur = ur 1) duy - - - du, .
0

<up < <up <Aoo (eul _ 1) . (eur _ 1)

Ainsi, pour toute séquence s € S* de longueur r et pour tout i € [1;r], on a :

E iEiZB‘91+k17"'75i71+ki—l Zesr+krv"‘75i+1+ki+l

k>0, ji

2]7&2 kj=s;—1

(_1)si+1+"’+5r

s; — 1)!
B S Ut

T A A N
) (R A

i—2

_ Sp+1+tkpt1—1
p=1 (Up1 — up) et et
ot du1 cee dui,1
O<ul <--<uj_1<+00 —0 et — 1
p_
r sp+kp—1
(up — upir)*P
du: 1 du
] 1+ T
0<ur<--<ujy1<+oo p=i+1 e
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OI\IU():OetUT_i_l:O.

(_1)si+1+"'+5r -
zr—/ gi(ug; -5 uy) dug -+ - duy . .. du, |
{

| 0<uy <+ <uj—1 <400} x{0<uy < <uip1<+oo}
H(Sp —1)!

p=1

. Up — Up—1)* ! _
ol g;(un; -5 u,) = 11 C) (is1 — ui1)™ ",

w1
pellirl-(y  C

toujours avec ug =0 et u,41 =0 .

Pour pouvoir conclure quant a la nullité de S(r), il s’agit désormais d’effectuer
le produit de mélange {0 < u; < -+ < ;g < 400} X {0 < u, < -+ < wyy < +00} .
Pour cela, introduisons quelques notations issues de I’approche syntaxique des multizétas.
Considérons I'alphabet €2, = {uy;---;u,}, le polynéme non commutatif

T
er = Z(m ceiy) L (e i)
i=1

ainsi que l'ensemble E, = {w € Q,” ; (e,Jw) # 0} des mots de 2, apparaissant dans

ce polynome, i.e. dans la linéarisation des multizétas. Enfin, a tout mot w = wu;, - - - u;,
de ©,* contenant exactement une fois chaque lettre de I’alphabet €, sauf une que nous
noterons u;, associons 'intégrale I(w) définie par :

1) = -+ w3,) = (-1t | gilur; - suy) duy - duy - du,

O0<ujy <-+<uy,. <400

Ainsi : S(r) = r; (Z I(w)) .
H(Sp — )t ek

p=1

Nous allons calculer la somme apparaissant dans 1'égalité précédente en regroupant
deux a deux les éléments de E,. , de sorte a décomposer E,. en une famille de couples de mots
que nous appellerons mots associés.

Définition :  Considérons, pour tout (k;1) € [1; r]?, le morphisme ¢y de Q,* (pour
la concaténation des mots) défini par :

orr: [L;r] — [1;7]
{ui ,sii £
U; —

up ,sit=1.

On dit que deux mots w' et w? de ,* sont associés lorsque :
Jie[l;r], W =) ouw =g,

On note alors : w! § w?.

34 Voir page pour la définition du produit de battage de deux polynémes non commutatifs.
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%
Soit €2, , ’ensemble des mots de 2,* contenant exactement une fois toutes les lettres de
—~%
Q,. , a l'exception d’une lettre n’apparaissant pas. Notons que deux mots de €2, peuvent,
bien siir, ne pas avoir la méme lettre manquante. Enfin, a chaque mot w = us, - - - us,_, de

—~ %

(), , associons une permutation o, de [1; r]—{i}, ot 7 est I'indice de la lettre manquante
o 1 - 7—=1 241 -+ 7
de w, définie par : g, =
S1 0 S Si Tt Spd
Nous disposons alors des propriétés suivantes, qui ne sont que de simples conséquences
des définitions et notations posées :

Lemme: 1. Vw € E, ,Vie [1;r—1], 04, 1w) = Piit1 © 0w © Piiy1 | , avec
pivi: [Lir]={i} — [Lir]—{i+1}
k,sik#i+1.
g — {z‘,sik:zi+1.
2. YwekE, 3l ek —{w},wiuw.
3. V(whw?) €eE?, w juw? = I(w') = —1(w?) .

Démonstration : 1. Soit w € E,. . Notons 7, 'indice de la lettre manquante dans le mot w.

Quant a la permutation o, , deux cas sont alors possibles :
ou bien o,(i +1) =i+ 1,
ou bien o, (i +1) # i+ 1.

Premier cas : 0,(i +1) =4+ 1.
Alors, le mot ¢; ;11(w) s’écrit @ ;41 (w) = w<Ly;w> 1 Ainsi

1 e =1 i 42
Toiinn@) =\ G (1) v ou(i—1) i ou(i+2) - oulr) )

Il n’y a plus qu'a calculer p; 1100, 0 p;it1~ ! pour conclure :

Pii+1 O 0w O pi’H,lil(k) = Pii+1© O'W(k') = O'w(k) R sike [[].7 7"]] — {Z,’L + 1} .
Pii+1 00w 0 piy1 (i) =1 .

Second cas : o,(i + 1) # i+ 1.

Ce cas se traite comme le premier, apres avoir noté j = o, (i + 1) . Ecrivons
alors @ ;i1 (w) = W<t W=S<T ;- w>T ou ;41 (W) = W WIS W2 selon
quet+1<joui+1>j.

. . . . _ 71
AAIHSI7 on a bien : Op;ir1(w) = Piyi+1 ©0w O Pigr1 -

2. Soit w € E,. .

Nécessairement, pour ne pas avoir de lettre apparaissant deux fois, les seuls mots
de w susceptibles d’étre éléments de E,. et associés a w sont ceux ou ¢ est 'indice
de la lettre manquante de 2. Nous disposons donc de deux candidats potentiels :
W= (w) et W' = i i(w).

e Sii=1, seul w' est correctement défini. Plus précisément, on a w = u,. - - - us et
W = Up U

Ainsi, w’ est bien un battage de u; et de u, - - - ug : donc, c’est un élément de E,. .
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e Sii € [2;r— 1], puisque w est un mélange de wuy ---u;—1 et u.---u;y1 , o0 a,
par définition du mélange des séquences :

: _ -1 _ —1 o
Puisque O ip1(w) = Pii41 00w 0 Piit1 ~ €6 Op, i 1 (w) = Pi,i—100w O Pii—1 d’apres
le premier point, on montre facilement, par croissance de p; ;41 et p;;—1, que :

{aw,l(l) <-o<oti-1) ot {o—w,}(l) < <or(i—2) <ai(i) .
oM r) < <o Mi+2) <o i) oa(r) < <o r(i+1).

w/ W/ W// UJ//
Ainsi :

o, (i=1) <ojl(i+1).
ag

W eE, <= ol(i-1)<o(i) =
= o i+ <o l(i—1).

W' ER, <= o i(i+1)<a,i(i)

Ainsi, w possede exactement un et un seul mot associé dans E,. .

e Si ¢ = r, alors en procédant comme dans le cas ol ¢ = 1, seul w” est correctement
définiet ona:w’ =uy - tupour EE, . Orw=wuy- - tup_1,dottww”.

et w? =wuj ---up _ deux mots associés de E, .
1 _ 1. P
et j = o_i(i+ 1). Ainsi,

3. Soient w' = uy, - - - uy

r—1
Notons ¢, 'indice de la lettre manquante dans w

w? = wl w7,
Notons aussi D(w!) ={0 < up, <+ <ugy_, < Uiy < Uk, < Up,_, < +00} .
D(w?) ={0 < up, <+ <ugy_, <y <up,,, <Up,_, <+00} .

Effectuons dans I(w'!) le changement de nom de variable d’intégration wu; 1 ¢ u; :

Dans la définition de la fonction g; , la variable u;4; n’apparait au numérateur que
dans les facteurs (u; 11 —u;—1)% "1 et (u;11 —uir2)**+1 71 et au dénominateur a travers
le facteur e*+1 — 1.

Ainsi, le changement de nom de variables u;11 > w; transforme g;(up;---;u,) en

(=D gy (ugs -5 up)

Dun autre coté, le domaine d’intégration D(w') se trouve transformé en
{0 <up, < <up,_, <ui <ug,,, <ug,_, <+oo}, cest-d-dire en D(w?) .
Ainsi, on a :

J+1

L (71)5i+1+"'+51‘ —
(wh) = T/D( 1)gi(u1;---;ur) duq -+ -du; ... du,
H(SZ‘ - 1)' ¢
p=1
(f1)5i+1+---+sr I o
- T/( 2)(71)%rl Gip1(urs---sup) dug - dugyy ... du,
D(w

[IGi—1)!
p=1

= 1)

O

Puisque E, contient 2"~! éléments, comptés avec leur multiplicité d’apparition dans
E, , nous pouvons conclure, du second énoncé du lemme précédent, que E, se décompose
en 272 couples de mots associés dans E, .

Ainsi, nécessairement, d’apres le troisieme énoncé du lemme précédent, on en déduit

enfin : S(r) = 0.
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Ceci peut donc se réécrire comme suit :

Propriété : 1. Le caractere exponentiellement plat des multitangentes convergentes
entraine des relations de symétralité entre multizétas.
2. Les relations de symétralité des multizetas imposent 1’absence
de composante Te! dans la réduction en monotangentes.

9.3.2 Retour sur la conjecture des multitangentes nulles.

Les calculs et notations précédents semblent étre utiles pour étudier la conjecture
caractérisant les multitangentes nulles (cf. p.[155) . Rappelons son énoncé :

Conjecture 1 : Les multitangentes convergentes identiquement égales a zéro sont
exactement les multitangentes Te® avec s € S*N{1;2}*, symétrique,
de poids impair et de longueur supérieure a 2.

1. Une caractérisation des multitangentes convergentes identiquement nulles.
Voyons en quoi les outils précédents pourraient permettre d’étudier en toute généralité
la conjecture 1 :

Soit s € §* , de longueur r € N*.

r

Notons, pour tout k € [1; 7] : e, (s) = Z(ul ceettyog) LU (U uiag)

=1
s; >k

Epr(s) = {we Q" ; (epr(s)|w) #0}.

Notons aussi, pour (k;i) € [1; r]? vérifiant s; > k (toujours avec uy = 0 et u,,; = 0) :

IT =)™ | (i =)™ | [ (= wpan) ™

pe[1;i-1] peli+l;7]

Gon(uas - sur) =
’ H (e"r —1)
pe[1;7]—{i}
Dw)={0<u; < <wu , <4oo}siw=uy - -u;, , € Egss),

I?k;(“’) = (_1>SH1+N+ST/ gik(ul; sy )dug - j’Jz - duy
D(w)

)

Alors, la réduction en monotangentes permet d’écrire I’équivalence suivante :

TeE=0 <= Vke[2;max(si; 58], Y. 15 (w) =0.
WEEk,r(§)

2. Quelles sont les multitangentes convergentes nulles et de longueur 3 ?

Soit s € S* de longueur 3, telle que Te® = 0 sur C—Z . Notons alors m = max(sy; $2; 3)
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e Commengons par montrer que nécessairement, on a m = §; = s3.

m,m,m

Le calcul déja effectué de Te montre que I’'on ne peut avoir s; = s = S3 =m .

Par ailleurs, la trifactorisation du moule Te® montre que l'on peut écrire, pour
tout z€e C—-2%:

N Hel P (z) N Hel (z)He(2)

253 252

He™>™(2)

251

0= He(z) + He} (z)He?™ (z) + + He (z) .
Ainsi, si 51 = s; = m (et donc nécessairement s3 < m), on obtiendrait la limite
H S1 H S3 H 592,83
suivante : lim ey (2)He(z) + Hem 7 (2)
z—0 ZMm—s3

lim (He (2)He™(z) + He™™(2)) =0, ie ZeT Ze®s + (—1) 71 Zes1 =0 .
z—0

= —Ze’t% = —Ze™™ | Alors, nécessairement,

Ainsi, en utilisant la symétrélité de Ze®, et en distinguant suivant la parité de s; = m,
cela donnerait la nullité d’une somme de termes strictement positifs.
Donc s; = s = m et s3 < m n’est pas possible.

S <m.

De méme, on montre I'impossibilité de
Sog =83 =1Mm.

Enfin, si m n’était atteint qu'une seule fois, la réduction en monotangentes permettrait
de conclure a la nullité d’'un multizéta, ce qui n’est pas...

Par conséquent, si Te2 = 0 ou s € S est de longueur 3, on a nécessairement :

{ L7 % Autrement dit, s est symétrique.
So < 81 .

e Le méme argument que précédemment donne maintenant :

lim He " (z) + He? ™ (2)

z—0 251752

= —Ze1 Ze*? |

Dot = lim (He*(z) + He™™(z)) = 0, c’est-a-dire en utilisant le fait que s; = s3 :
PN

(1+ (—1)%2*ss) Zes*2 = 0. Ainsi, nécessairement m + sy & 27 .

Par ailleurs, en désignant par I, ---, I; des intégrales de fonctions positives,
la caractérisation précédente, appliquée a k = 2, s’écrit (—1)™ (I; + I+ I3+ (—1)*2I;) = 0.
Donc sy € 27 . Comme de plus m + sy € 27, on en déduit que m est nécessairement pair.

e Supposons désormais que m > 2.

Si sy = m — 1, alors dans la réduction en monotangentes de 7e"™~ 1™ la nullité de la
composante 7e™ ! donne : 2mZe™ Tt 4 2(m — 1) Ze™™ = (Zem)2 . Mais, il n’est pas
difficile de voir que cette relation n’est pas possible pour m > 2 : le membre de gauche se
majore aisément par 2mZe™ 1™l 4 9(m — 1)Ze™™ ; il est donc strictement plus petit
que 1 des que m < 6, ce qui n’est pas possible. Les cas particuler m € {3;4;5} sont aussi
impossible. Ainsi, so #m — 1, i.e. so < m — 2.
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Alors, dans la réduction en monotangentes de Te™ 2™ la composante Te™ ! s’écrit :
13572 (uzug)+15 572 (uyug) = 0. Mais cela est impossible, car 153" (usuz) et I35™™ (uyus)

sont deux nombres strictement positifs.

On en déduit que nécessairement m = 2, d’ou le lemme suivant :

Lemme : La seule multitangente convergente nulle, de longueur 3, est Te?? .

Autrement dit, la conjecture de la page [155] est vraie pour les longueurs 3.

3. Programme pour aborder la conjecture 1. Si l'on regarde les étapes mises en
oeuvre pour démontrer que la conjecture caractérisant les multitangentes est vraie pour
les longueurs 3, on peut essayer d’établir dans le cas général les résultats suivants, lorsque
s € §* est telle que Te2 =0 :

1. s est symétrique (en montrant successivement que si s; = my, , alors s,.1_; = my ,
ol my > --- > m,, est la suite décroissante des valeurs que prend la séquence s) .

2. my = 2.

3. |Isl| & 2N .

9.3.3 Quelles relations de symétralité sont obtenues ?

Ce qui précede permet de se poser la question suivante :
“Connaissant le caractere exponentiellement plat des multitangentes, ce procédé permet-il
de retrouver toutes les relations de symétralité entre multizétas ? Si la réponse est négative,
quelles relations obtenons-nous ¢”

La réponse est simple. Une rapide exploration des tables de multitangentes (établies
grace a la réduction des multitangentes, mais sans connaitre explicitement les valeurs
des multizétas, et en écrivant la composante Te! bien qu’elle soit nulle) donne le tableau
de la page [251] résumant les premieres relations de symétralités obtenues.

On voit immédiatement que les tables de multitangentes au poids 5 fournissent toutes
les relations de symétralité des multizétas de poids 4. Malheureusement, ce fait n’est pas
général, car des le poids suivant, il manque une relation de symétralité :

3Ze?Pl L 623Ul 4 Ze?12 = ZePlZe? | (61)

Remarquons que celle-ci est duale de I'autre relation de symétralité obtenue au méme
poids. De méme, au poids 6 (pour les multizétas, ie provenant des multitangentes de poids
7), certaines relations de symétralité sont manquantes :

263262’1 — 5263’2’1 + 9264’1’1 + 2263’1’2 + 2262’3’1 + 262’2’2 + 262’1’3 ) ( )
Ze*?Ze? = 3Ze*?? 4 4ZeM? + 4ZP 4z (63)
ZedZe? = Ze?P 4 4Ze3? 4 9Zebh 4 ZeBh? (64)
(262,1)2 _ 97z 2121 + 62221 + 19223011 ( )
262262,1,1 _ 4262,2,1,1 + 8263’1’1’1 + 2262,1,2,1 + 262,1,1,2 ' ( )
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Parmi elles, certaines sont duales : ce sont et , puis il y a celles qui ne peuvent
s’obtenir par ce procédé car autoduales. De toutes facons, actuellement, il n’y a pas
de procédé connu permettant de retrouver le théoreme de dualité des multizétas a partir
des multitangentes, ni méme en sens inverse (i.e. permettant de traduire une relation de
dualité entre multizétas en une relation entre multitangentes) .

En fait, sur les premiers exemples indiqués dans le tableau, nous voyons que deux
cas se présentent : soit nous obtenons une relation de symétralité, soit nous obtenons
une combinaison linéaire de relations de symétralité. Plus précisément, en réduisant
une multitangente Te® ou s € S*, on ne peut obtenir une relation de symétralité par
I'annulation de la composante Te! que s’il n'y a qu'un seul produit de multizétas dans
I’expression de la réduction en monotangentes de 7e2 : ce qui ne peut se produire que
lorsqu’on réduit une multitangente de longueur 3.

Ceci montre donc qu’on obtient directement toutes les relations de symétralité
du type Zes' Ze®® avec s! et 82 de longueur 1, et uniquement ces relations la.

Cependant, n’oublions pas que nous obtenons légerement plus : nous obtenons
une multitude de Q-combinaisons linéaires de relations de symétralité.

9.3.4 Contraste.

Notons que, quitte a résoudre quelques systemes linéaires en partant des expressions
données dans les réductions en monotangentes, on peut alors écrire :

1 1 1 1 1 1
Z2 22 TR — ST S | D232 L o233 L fom224  Lomdid  Lom21s
e“Zes'Te 4Te Te 4Te Te 24Te 8T€ 87'6 47'6
Losie , Loruse  1uns | 1330
+ 47'6 + 8Te + 8Te + 247'@ :
<3Z€2,2,1 L 62 4 Zez,u) Ted — ;7%4,1,1,2 _ ;7—62,1,1,4 L OTe2218 | 9Bl y 2312
1__,. 1 3 3
_ Tels2 4 57—62,5,3 _ 57—63,3,2 I Z_17-62,2,4 _ Z_17—64,2,2
U 9 1l 6o 1155 11__ 54
+ 247'6 247'6 + 127'6 12T€ .
Ainsi, la relation de symétralité est équivalente a la relation entre multitangentes :
36Te> b4 + 6Te2123 + 307132 4 36Ted122 4 9Teh!d 4 77e>32
+ 21Teh?? + 117e52 4 227Te>3
(67)

36Tebb12 4 6Ted212 1 30Te?312 + 36Te2?13 4 9Ted 14 4 7Te233
+ 217224 4 11Te25 + 22Te35 .
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De méme, est équivalente a la relation entre multitangentes :

432Tet212 4 432Te>124 4 648Te>222 4 648Te2223 4 576Te>3 12

+ 576Te>133 4 672Te>>13 4 672Te>123 + 576 Teb 122 + 576 Te>>14
+ 6727'63,1,3,2 + 672T€2’3’1’3 + 432T€2’4’1’2 + 432T€2’1’4’2 + 456T€2’3’2’2
+ 456Te?232 — 270Te>>2? — 270Te??® — 135Te>3* — 135Te*>?

— 397?43 — 39Te3*2 — 519Te?3 — 5197324 — 4807513

— 4807Te3'5 — 240Te>16 — 2407512 — 49753 — 49736

— 87Tt — 87Te® — 576Teb M — 240Te?33 — 30752

+ 9Tet32 + 9Te234 + 9Ted 2 4 9Te243 4 9Teh23 4 9Ted 24

— 15Te%3 — 15Te36 — 45Ted* — 45Tetd + 187333 |

(68)

Les deux relations et (68)), entre multitangentes, peuvent se démontrer en utilisant
uniquement des propriétés sur les multitangentes (les relations de symétrélité, la dérivation
des multitangentes, les multitangentes nulles, ou encore des propriétés ou évaluations
des multizétas établies uniquement a ’aide des multitangentes). Ceci laisse a penser que
meéme les relations de symétralité qui ne sont pas obtenues par le biais de ’annulation de
composantes Te! dans les relations de réduction en monotangentes peuvent étre obtenues
par des propriétés sur les multitangentes.

9.4 Un autre procédé pour multiplier les multitangentes.

Nous allons présenter dans cette section un nouveau procédé pour multiplier entre
elles les multitangentes. Cependant, celui-ci aura pour défaut de ne pas étre interne a
MTGE. Ce procédé est en tout point similaire a ce que 'on a fait pour les multizétas :
représentation intégrale sous forme d’intégrales itérées et multiplication symétrale liée a
cette représentation. Cela permettra de retrouver le codage symétral des multizétas.

9.4.1 Notion d’intégrale itérée.

Commencons par rappeler la définition des intégrales itérées, due a Chen (cf. [11],
p. 833), dans le cas de la droite réelle.

Etant données deux formes différentielles a et 3, on définit leur produit aff par
t
la formule : afff = aP, ou P(t) = [ . Ce produit est associatif, mais non commutatif.

0
Nous pouvons alors définir l'intégrale itérée des n formes différentielles ¢q, - -+, ¢, par

I’expression :
1
[loe s
0

Par convention, on donne la valeur 1 a 'intégrale précédente lorsque n = 0.
De maniere générale, une intégrale itérée désignera une combinaison linéaire de telles
intégrales.

189



Une autre maniere de définir l'intégrale itérée, venant de l’associativité du produit
des formes différentielles, est la suivante : les 1-formes différentielles ¢; , i € [1; n],

s’écrivent sous la forme f;(t)dt. L’intégrale itérée des ¢1, - - -, @, s’écrit alors récursivement
sous la forme :

/01%01ﬂ-.-1j90n:/01 (/Otgplﬁ...ﬂgonl) fa(t)dt .

o1 = fi(t)dt, ou l'intégrale du membre de droite est classique.
0 0

Remarquons qu’a l'aide de cette notation 'intégrale itérée des 1, -- -, ¢, vaut alors :

/ it on = / F(t) - falt)dty - dby
0 0<t1<--<tnp<1

Il est a noter que c’est un cas particulier de la définition de Chen, qui sera suffisant
pour la suite.

Enfin, pour finir ces rappels, nous redonnons la propriété importante des intégrales
itérées, concernant leur produit :

(/O golﬂ---agok) (/0 sokﬂw--man):/o<golﬁ---ﬁ<,ak)mmﬂﬂ---ﬂ%).

Iei, (w18 tor) L (@raat - - fpn) est a comprendre comme le produit de battage
des mots @y - - - @ et Y1 - - - o sur alphabet {¢1;- -5, }. Cela signifie qu’ici le symbole
# remplace formellement le produit de concaténation usuel.

9.4.2 Un moule symétral.

du
1—u
pour exprimer les multizétas sous la forme d’une intégrale itérée (cf. par exemple [17],
[18], [19], [49] et [54]) :

. . . . . du
Il est désormais classique de considérer les formes différentielles wy = — et wy; =
u

1
Vse ST, Zet = / wof -+ - fwo fwi | §---8 | woll---fwo fwr
—— N ——
0 répété s1—1 fois répété s, —1 fois

- /0 (w0 D) £+ £ (woiCrDuy)

Ceci va nous guider pour exprimer sous forme intégrale le moule He%, , défini
temporairement lors de la démonstration du lemme 4 (cf. §4.3)) :

Définition :  Considérons les formes différentielles, pour z € {¢ € C ; Re ( > 0},
défines par :

wo(z) = — et wi(z) = du .
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Considérons le sous-ensemble Q* de ({0;1} x {¢ € C; Re ¢ > 0})" défini
par :

V' ={(g;2) € ({0;1} x {Re ¢ >0})" ; 61=0,e,=1et Re 2, >0} .
On définit alors le moule intégral Za® sur Q*, a valeurs dans C, par :

€

Ia(;) = /01 Wa1<zl)ﬁ' ..ﬁw€r<z7’) :

De méme que pour les multizétas, il existe une condition assurant la convergence
de l'intégrale itérée les définissant ; il en existe aussi une quant au moule Za® :

e1=0,e.=letRez >0.

Plus précisément, les conditions &, = 1 et Re 2, > 0 assurent que w, € L!(]0;¢]) pour tout
t €]0; 1] et la derniere condition &1 = 0 assure que we, (21)f - - - fwe, (2,) € L'(]0; 1]).
Tout comme pour les multizétas, on a aussi le lemme suivant :

Lemme : 1. Le moule Za®, défini sur 2* et a valeurs dans C , est symétral.
2. Soit (g;2) € Q.
Alors, il existe s € S telle que € = (0;---;0,1;---;0;---;0,1).
——— ——

s1—1 fois sr—1 fois
Avec ces notations, on a :
() !
Vig;z) € O, Ta\¥ = :
OSTL;SM <n1 tz -+ Zr)sl T (nT + ZT)ST
Démonstration : 1. Consédérons les alphabets infinis Xg = {xo(z) ; 2€C, Re z > 0} ,

Xlz{xl(z); z€~(C, §Rez20} et Qp =XgUX; .

Considérons aussi £2f 'ensemble des mots de €2y dont la premiere lettre appartient
a X et la derniere lettre appartient a Xy .

Enfin, 'application Ia : (NZ(') — C est définie pour w = x.,(21) - zc, (2r) par :

€
Ia(w) =Za <Z> . Celle-ci est prolongée par linéarité a Q<> = Vectg(w), g, -

La multiplication des intégrales itérées donne alors : Ia(
2
pour tout (w1, ws) € Q<> ; c’est-a-dire, pour tout

Ta <§>Ia<§z> = Z Ta <§> .

&
N M
— =
N
IN ™
-
~__
m
=2
>*
S~—
[\v]

Ainsi, Za® est symétral.
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2. Utilisons des notations abrégées : n;. ; , s;.; et z;. ; désigneront respectivement les
quantités n; + -+ +mn; , s;+ -+ s; et z; + -+ + z; pour tout couple (i; ;) € (N*)?
vérifiant 1 <1i < j < n.

Il s’agit alors de montrer que :

01, s 107 1, ,0é s 207 1 1
Ia Uy, - 7u51717217'“ SUTe 7u57,717Z7‘ —
- Zn - (N1 + 21.00)50 -+ (N + 2) 57
157Ny

Cela provient tout simplement des développements en séries de puissances
z—1

. U . e . .
des fonctions w+— 1 apparaissant dans lintégrale, puis de la permutation
—u

sommes / intégrales, qui est licite car les conditions ont été posées pour avoir toujours
we, (21)f - - fwe, (20) € LH(J051]) .

Nous avons alors :

€
z 1
Ia<g> = .
( Z)eNT(n1+"'+nr+zl+"'+zr)sl"'(nr'i‘zr)ST
L R

Il ne reste qu’a effectuer un changement d’indices pour obtenir le résultat voulu :

€

V(E;Z)GQ*71G<Z) > (i btz bt

0<n, <-<ny

1

2p)50 s (g + 257 ’

9.4.3 Multiplication des multitangentes.

Nous avons alors tous les outils pour écrire une multitangente comme une intégrale
itérée :

Propriété :  Soit S; et Sy, les applications de (N*)" x C sur ({0;1} x C)*, définies

par :
s1—1 fois sr—1 fois
e —N—
07 7071 O’ ’0’ 1
Si(s;2) = (1’ 1.1 1,1, z)
sr—1 fois s1—1 fois
—_— ——
O,"',O,l O,"',O, 1
SQ(§,Z>:<1,"'7171 17"'7171_2)

Considérons les moules H$ et H* , a valeurs dans H({( € C; Re { > 0})
et H({¢ € C; Re ¢ < 1}) respectivement et définis sur S* par :

HE (2) = ZaS1?) et HE (2) = (—1)lslZgS2(82) |

AIOYS . Te‘.{0<%e <<1} = %‘.i‘ X H._ .
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Puisque s € §*, remarquons que la premiere ligne de Si(s; z) et Sy(s; z) commencent
toutes deux par un 0 et finissent toutes deux par un 1. Si l'on ajoute la condition

z€{CeC; 0< Re (<1}, ceci assure la convergence du moule Za® sur toute séquence
S1(s; 2) et Sa(s; 2).

Démonstration :  Grace a la représentation précédente sous forme de sommes, nous pouvons écrire
apres un changement d’indices, si s € §* :

Vze{CeC; Re (>0}, Hi(z) = > 1

0 <y <oy (n1 + 2)51 .. (nr + z)sy‘ .

Vee{CeC; Re¢ <1}, HE(z)= ) :

Np<-<ny1 <0 (nl + Z)Sl cee (nr + Z)S"' .

I ne reste plus qu’a voir que HS x H® est définie pour toute séquence s € S*
a valeurs dans H({¢ € C; 0 < Re ¢ < 1}) pour conclure quant & 1’égalité
moulienne : Te¥ o g, cc1y = HL X HE .

O

Puisque nous savons multiplier les intégrales itérées entre elles, par symétralité
du moule Za®, nous disposons désormais d’un nouveau procédé pour multiplier
les multitangentes entre elle. Remarquons que cela ne définit pourtant pas un codage
symétral des multitangentes car aucun des deux moules HS et H® n’est symétral
ni symétrel. En effet :

Ve (CEC: R0}, Vs e (5 Wi = Y zale).

(2) csnats () 52062
Dans cette somme, les séquences z contiennent deux indices avec un z, et non un seul !
Dans la suite, nous nous référerons a ce procédé de multiplication en 'appelant
multiplication “symétrale”.

9.4.4 Equivalent du moule Za®, au voisinage de 0, dans certains cas particu-
liers.

Nous disposons du lemme suivant, tres simple, mais qui sera utile pour ce qui va suivre.

Lemme : Soit s € S} .
Soit (p1;--50p) €E{z2—— 22— 1—2; z+— 1} our=1I(s) .
Notons alors : € =(0,---,0,1, --- ,0,---,0,1) .
——— ——
s1—1 fois sr—1 fois
Z:(la"'717901(z)7 717"'717907“(2))'
——— ——
s1—1 fois sr—1 fois

On suppose que les fonctions ¢, ne sont pas toutes égales a idc.
Alors, en notant ¢ = max{k € [1; 7] ; ¢r #idc}, on a:

£ 1 1
ICL(Z> Z:OM Z r S1

2o (1 S0 (me 00
k=i

k=1

S;
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Au lemme suivant, nous appliquerons ce résultat dans le cas particulier ou il existe
ie[l;r]tel que (¢1;-;0i) €E{zr—1; 2—1—2} et vy ==, = idc. Sous
ces conditions, on a alors :

€ s
Ia(z) ze

z—0 ZlIs™l T

Démonstration : En utilisant les mémes techniques que pour le lemme de définition des moules
symétrels (cf. p. , on montre I’holomorphie sur C — {p € Z ; p < -1}
. 1
de la fonction z +— Z - = - =
P <
0<n,<---<ny <n1+290k(2)> <nr+2@k(2)>
k=1 k=r
si s € 8§ . En particulier, celle-ci est continue en 0.
Ainsi :

N
IN 1™

Ta

) 1 1
z:)() zTr Z r S1 r Sr_1 *
0=nr—1 s sm (nl + Z@k(@) (nr_:l + Z @k(z)>

k=1 k=r—1

En itérant r + 1 — i fois ce résultat, on obtient le résultat escompté.
O

9.4.5 Relations de symétralité des multizétas.

Nous disposons a nouveau de deux faits essentiels : la multiplication “symétrale”
du moule Te®, ainsi que la prise d’équivalents dans certaines intégrales itérées Za®.

Nous obtenons alors deux procédés pour obtenir un équivalent d’un produit de deux
multitangentes : multiplier les équivalents directement ou bien utiliser le procédé de
multiplication symétrale des multitangentes, puis déterminer un équivalent de la somme.

Ceci nous permet d’obtenir la propriété suivante :

Propriété :  La multiplication “symétrale” des multitangentes entraine les relations
de symétralité des multizétas.

Démonstration :  Fixons-nous deux séquences s' et s> de S*. Notons My, le plus grand entier
apparaissant dans ces deux séquences ; notons enfin M = Mg + 1.

Nous allons déterminer un équivalent de Te§1'M(2)Te§2'M(z) au voisinage de 0
par deux méthodes distinctes. Cela imposera 1'égalité des deux écritures de
cet équivalent.

1
S
sl.M Zes
’ . . . Te (Z) Z:>0 ZM !
e La réduction en monotangentes impose : 2
7_ SQ'M( ) Zes
e> z) o~
Ainsi z—0 ZM
nsl :
1 2
1 2 Zes Zed
Tes M()TeS M(z) ~ T |
(2) ( )zﬂ(] 22M
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e D’un autre coté, la multiplication “symétrale” des multitangentes permet
d’obtenir une autre expression de I’équivalent recherché. En effet, 'expression

des multitangentes sous forme d’intégrales itérées, et le lemme donnant
15

z

un équivalent de Ia< ) dans certains cas particuliers permettent d’écrire :

Tes M(2)Tes M (z) o~ HE MM e M) = 3 Ta @ .

—0
(i) €sha(S: (s'-M); 1 (s2-M))

Les séquences apportant un poids a I’équivalent recherché sont les séquences (i) de

sha(S1(s1); S1(s?)) - sha(S1(M); S;(M)), ou :

s1—1 fois s,-—1 fois
—— ——
Q 0, ,0,1, )0, ;0,1
Sl(S) N (15 alala o 717 517 1>

=

TeEl'M(z)Te§2‘M(z) ~ Z Z Ia<

(i) €sha(S1(st) ; S1(s2)) (i ) €sha(S1(M);S1(M))

g

z

Le lemme donnant un équivalent de Ia< > dans certains cas particuliers permet

d’écrire, pour toute séquence (i) € sha(S1(s"); S1(s?)) :

M+k—1 fois M—k—1 fois
—_—— ——

§'§l M-1 07"'707170""7071
Z Ia 1.z — 2 <M+k—1>za 1,“',1,271,"',1,2
k
k=0

(i ) €sha(S) (M), (M)

=

) M4 k—1) Zes
0 E ) g
0

ES
Il

n
1
Siu, = Z (n+k;> o8 il n’est pas difficile, en utilisant la relation de Pascal,

k
k=0
1 . 1 B 1 (2n+1 1 (2n+2\
emonrerque.iunﬂ—un—&—ﬁ ntl) gz \nil = U, .
Donc, pour tout entier naturel n : u,, = 2".
Notons S(s) = (0;---;0;1 --- 0;---;0) et S(e) = (sy;---:8,), lorsque
N—— ——
s1—1 fois s,-—1 fois
e=(0;---;0;1 --- 0;---;0) . Ainsi, pour toute séquence <€> € sha(S1(s'); S1(s?)),
—— —— 1
s1—1 fois s,-—1 fois

ou ce qui revient au méme, pour toute séquence ¢ € sha(S(s!);S(s?)), on a :

SHRS

c _
<i- ) ZeS(e)
Z Ia z:>0 7Z2M .

(i) €sha(S1(M); S1(M))
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Donc :

1, 2. Zeg(é)
IR CIND SRR
e€sha(S(s!); S(s?))

e Par conséquent, on obtient bien la relation de symétralité voulue :
ZeS ZeS = Z 250
e€sha(S(s'); S(s?))

Cela prouve donc que la multiplication “symétrale” des multitangentes entraine

les relations de symétralité des multizétas.
O

9.5 Etude de l’espace de multizétas, retrouvé par la connais-
sance des multitangentes.

Le procédé de multiplication des multitangentes tout juste décrit n’est pas interne,

au sens ou le résultat obtenu ne s’exprime pas simplement en fonction de multitangentes.

Il est méme probable que le résultat ne puisse s’exprimer en fonction des multitangentes :

c’est une question a étudier. Cela ne fournit donc pas de relations entre multitangentes.
Les seules relations entre multitangentes que nous connaissons sont donc :

1. Les relations de symétrélité.
2. Les relations de réduction en monotangentes.
3. Les relations issues de la propriété différentielle.

Nous avons pour l'instant démontré les implications suivantes :

Symétrélité de Te® Symétrélité de Ze®
Réduction en monotangentes. Trace de la symétralité de Wa* .

Donnons des dimensions du Q-espace vectoriel engendré par les multizétas soumis
aux seules relations obtenues par la connaissance des multitangentes, pour les poids 4, 5
et 6.

9.5.1 Relations obtenues entre multizétas de poids 4.
Par le diagramme de multiplication des multitangentes, on obtient :
6Ze>2 4 8Ze* = 5(2e2)”.
2Ze?? 4+ Zet = (262)2 .
Par le caractere exponentiellement plat, on obtient aussi :
2Ze?? 4423 = (262)2 :

Cela permet de résoudre le systeme donnant les multizétas de poids 4 en fonction
de (Z€2>2. Ainsi, I'espace des multizétas retrouvés par les multitangentes de poids 4, est
au plus a 4 — 3 = 1 degré de liberté.
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9.5.2 Relations obtenues entre multizétas de poids 5.

Par le diagramme de multiplication des multitangentes, on obtient :

ZePP 4 ZPP 4 Ze” = ZePZel. (69)

ZeP? 4222 + 2P0 4 ZeM = ZePZeH (70)

ZeH? 4 22?4 2220 + 327 + T2 = ZeP(Ze0 4 ZeP) . (71)
4Ze*3 +6Ze*? +152e° = 10Ze*Ze® . (72)

Par le caractere exponentiellement plat, on obtient aussi :

Ze?? 4 3232 4 62t = Z2ZeP .
Mais cette relation est combinaison linéaire de et .

Cela permet de résoudre le systeme donnant les multizétas de poids 5 en fonction
de Zed et Ze?Ze? en particulier : I'espace des multizétas, retrouvés par les multitangentes
de poids 5, est au plus a 7 — 4 = 3 degrés de liberté.

9.5.3 Relations obtenues entre multizétas de poids 6.

Le diagramme de multiplication des multitangentes livre sept relations de symétrélité,
puis quatres autres relations ; le caractere exponentiellement plat en livre quatre. Celles-ci
se lisent a travers I’écriture matricielle AZ; = BZ; , ot l'on a :

1101 0 0 0 0 00 O0OO0OUO0OO0O Zeb
10 2 0 0 0 0 0 O0O0OOOOO0OO Ze24
0100 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 Ze33
01 01 0 001 1 1 0 0 0 0 0 Zet?
001 01 00 1 1 10000 0 Zedl
0000 0O 1 01 001 1 0 2 0 Ze21:3
0001 0 00 2 00 2 0 2 40 Ze2:2:2
A=] 0 0 2 6 12 0 0 0 0 0 0 O O O O tz) = | Ze2d1
01 2 4 8 0 0 0 0O O0OO0OO0OTO0O O Zed 12
00 00O O OO O O0OUO0O 0 2 2 2 4 Ze32:1
0000 0 1 1 1 1 1 00 00 0 Zet 1l
5 4 4 4 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 O Ze2 11,2
32 22 0 000 O0O0O0OO0OUO0OO0OTO0 Ze2 1,21
004 2 1 1 1 3 3 0 3 00 0 0 0 Ze22 11
0 3 2 1 4 2 3 4 2 4 0 0 0 0 O Zed L1
1 0 0 00 0 0 O
01 0 00 0 0 O Ze2 2ok
0 0 0 01 0 0 0 32
000 10000 gzeggeg,l
0 0 1 00 0 0 O o2z
B= 0 0 0 0 01 00 tz, = e zel
0 0 0 00 01 0 o2 o211
-4 2 0 -3 0 0 0 4 el zo21
2 1 0 00 0 0 O o3
3 2 4 3 100 0 (2¢?)
0 0 2 1 2 0 0 0

Puisque la matrice A est de rang 12, le sous-espace des multizétas, retrouvés par
les multitangentes de poids 6, est au plus a 15 — 12 = 3 degrés de liberté.
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10 Conclusion et questions ouvertes.

Pour conclure, en plus de diverses propriétés, nous avons démontré deux théoremes
important : la réduction en monotangentes des multitangentes (convergentes ou non) et
la renormalisation des multitangentes divergentes.

Ce premier résultat, la réduction en monotangentes, établit un lien profond entre
les multizétas et les multitangentes. Il permet notamment d’esquisser une philosophie
des multitangentes : chaque résultats aritmétiques sur les multizétas semble pouvoir
se traduire en un résultat sur les multitangentes, et réciproquement.

La conjecture 3 (cf. p. est un second lien tout aussi fort. Cette conjecture, tout
comme les relations de réductions, fait apparaitre des mélanges entre les multizétas et
les multitangentes : la réduction en monotangentes exprime une multitangente comme
une Q-combinaison linéaire de produit d’un multzétas et d’'une monotangente ; a I'inverse,
la conjecture 3 exprime sous la forme d’une (Q-combinaison linéaire de multitangentes
le produit d’un multizéta par une multitangente.

D’une certaine maniere, la conjecture 3 est donc une réciproque de la réduction en
monotangentes.

D’autre part, nous savions que les séries génératrices Zig®/Zag® ont joué un role
important dans I’étude des multizétas. Avoir une série génératrice pour les multitangentes
est donc importantf™. 11 est notable que celle-ci s’exprime en fonction de Zig®.

Enfin, puisque nous ne disposons que d’une symétrie, la symétrélité de Te®, nous
ne pouvons pas avoir de dimorphie comme pour les multizétas. Néanmoins, plusieurs
résultats sur les multitangentes entrainent des relations entre multizétas. Nous avons
donc ébauché une étude de I'algebre des multizétas que l'on retrouve a partir de ’étude
des multitangentes.

Nous avons y montré que les multizétas considérés sont soumis aux conditions de
symétrélité, mais seulement a une partie des conditions de symétralité. Cette algebre est
donc intermédiaire (cf. [I8], p. 21 pour la définition précise) .

Essentiellement, les algebres secondaires connues aujourd’hui vérifient les relations de
symétralité et une partie des relations de symétrélité ; ici, c’est le contraire. Il serait
donc intéressant de l'identifier. Pour cela, nous avons commencé a determiner les degrés
de liberté pour les poids 4, 5 et 6. La question est encore ouverte.

Au terme de cette étude, de nombreuses questions sont encore ouvertes, notamment
toutes les conjectures émises au cours du texte (cf Annexe ?7 pour avoir une vision
d’ensemble de ses conjectures, et une vision de leurs implications. Voici maintenant, pour
finir, une liste de questions a étudier dans un futur proche, ou moins proche (car certaines
semblent hors de portée aujourd’hui) :

1. L’étude de la conjecture sur les multitangentes nulles, en toute généralité.

35 Cela est d’autant plus important que notre motivation premiere a 1’étude des multitangentes est

le calcul des invariants holomorphes d’un difféomorphisme tangent a l’identité. Dans le cas-type,
ce calcul ne fait apparaitre que des multitangentes convergentes ; dans le cas général, des multitan-
gentes divergentes apparalssent...
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. Compter le nombre de multitangentes indépendantes de poids et de longueur donnés.

. Généraliser le calcul de Zy = Z Ze" X" obtenue a partir de Ty = Z Te2" (X)Yy™.

n>0 n>0
L’objectif est d’obtenir une expression de Z, = Z Zer"'X", p>2.

n>0

. La conjecture sur le nettoyage des 1 dans les multitangentes, notamment :
(a) Etude de la conjecture 3.
(b) Etude de la possible équivalence des conjectures 2 et 3.

(c) Le calcul du rang de la matrice obtenue par le procédé d’écriture de ZeZTe?
dans MTGF,.

d) Méme question, en ajoutant & cette matrice les lignes obtenues a partir
J g
des n ultitangentes (1ivergentes.

(e) La recherche d’une autre méthode, car il semble peut probable que le calcul
du rang aboutisse.

. Réfléchir a la réciproque de I'implication :

> z,=z =)> MTGF, = MTGF, .

p=>0 p=>0 p=>0 p=>0

. Réfléchir a une démonstration analytique de ZMTGFP = @MTGFP , méme
p=0 p=0
si cela semble étre hors de portée aujourd’hui.

. Les relations du type Te?? = 2Ze*Te? peuvent-elles donner des informations sur
la nature arithmétique des multizétas ? Elles permettent probablement de demontrer
des résultats d’irrationnalité.

. Etudier les multizétas elliptiques et les multitangentes elliptiques. Il s’agit de
familles d’objets, intermédiaires entre la fonction ¢ de Riemann et la fonction p
de Weierstrass, certainement soumises, elles-aussi, a de nombreuses relations.
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Annexes.

201



202



Rappels et notations :

séries formelles, polynomes non
commutatifs et calcul moulien.

Voici les rudiments nécessaires sur les séries formelles et les familles formellement
sommables, sur les polynémes non commutatifs et enfin sur le calcul moulien. Pour
chacune des sections suivantes, on ne donnera que les notations et résultats qui seront
réutilisés dans la suite de ce travail de maniere plus ou moins explicite.

Pour une introduction détaillée et pédagogique de la théorie des séries formelles,
on lira avec profit l'article [39]. En ce qui concerne les polynémes non commutatifs,
le livre [42] s’impose comme une référence. Enfin, pour des précisions sur le calcul moulien,
on consultera les livres [15], l'article d’'introduction [43], le survol [49] sur les multizétas,
ou encore les articles [17], [18] et [19].

1 Séries formelles et familles formellement sommables.

1. Séries formelles a une indéterminée. Considérons un anneau A.
On supposera que le lecteur est familier avec la théorie des séries formelles. On ne
donnera donc que des notations.

On notera A[Xy;---;X,] Pensemble des séries formelles d’indéterminée Xy, -+, X,
a coefficients dans I'anneau A ; on notera aussi A{z} l'ensemble des séries entiéres,
en la variable x, a coefficients dans ’anneau A.

La dérivation usuelle des séries formelles sera notée D, ou D s’il y a besoin de préciser
I'indéterminée par rapport a laquelle on dérive. On notera aussi S : A[Xy;--+; X, ] — A
I'application qui a une série formelle associe son terme constant (ou encore Sx s'il y a
besoin de préciser I'indéterminée que 'on annule) .

On rappelle qu’on dispose d’une formule de Taylor pour les séries formelles :

1 n - . .
F:m;>0m S(Dxllo...oDXT(F))Xll,”XT '

Enfin, il est clair que A[Xy;---;X,] s’'injecte dans A[Xy;---;X,41]. On peut donc
considérer 'algebre des séries formelles a une infinité (dénombrable) d’indéterminées

en posant :
A[(X,)nen] = limind A[Xy;- -+ X,] .

r— 400
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Ceci est valable aussi bien d’un point de vue ensembliste que d’un point de vue espace
vectoriel topologique.

2. Topologie formelle et famille formellement sommable. Soit A un anneau,
commutatif ou non, muni d’une pseudo—valuationml/.

Pour un tel anneau, I'application d, : A x A — R? | (a;b) —— 277047 définit
une distance sur A qui est invariante par translation et ultramétrique. Lorsque d, définit
aussi une topologie complete, nous dirons que (A;v) est un anneau pseudo-valué
complet et nous appelerons sa topologie topologie formelle sur A.

La complétude de la topologie formelle sur A permet alors de définir une notion
de sommabilité : lorsque I est un ensemble (infini) d’indices, la famille (a;);e; d’éléments
de A est dite formellement sommable lorsque 'ensemble {a; ; ¢ € N | v(a;) < §} est
fini pour tout § € Z . La somme de cette famille est alors :

E a; = lim E a; ,
k—+o0

i€l i€l

ou (Iy)gen est une suite exhaustiveﬂde sous-ensembles finis de I. Notons que cette limite
ne dépend pas du choix de la suite (I)gen - En particulier, on peut choisir :

Iy ={a;; i€ N, v(a;) <k} .

3. Topologie sur A[X] et A(X)) . Le procédé ci-dessus permet de définir une topologie
sur un anneau a l'aide d'une valuation. C’est par ce procédé que nous allons munir
A[X] d’une topologie. Pour cela, définissons une pseudo-valuation sur A[X], noté Val.
Si A= ZanX” est une série formelle non-nulle, on dit que A est de valuation®lp € N,

neN
et on note Val(A) = p, lorsque p est le plus petit entier n tel que a, # 0 ; si A est nulle,

on pose Val(0) = +oo .

Alors, (A[X] ; Val) est un anneau pseudo-valué complet. Cela permet de considérer
la topologie formelle de A[X] .

On montre alors que A[X] est dense dans A[X], pour la topologie formelle de A[X] .

On peut prolonger Val au corps A((X)), c’est-a-dire au corps des fractions de A[X].
Ce corps est le corps des séries formelles de Laurent & une indéterminée, a valeurs
dans A. C’est un corps pseudo-valué complet.

4. Endomorphisme ayant une pseudo-valuation. Dans ce paragraphe, on suppose
que (A;v) est non seulement un anneau pseudo-valué complet, mais aussi une C-algebre

L On appelle pseudo-valuation d’un anneau A une application v : A — Z U {+oo} vérifiant, pour

tout (a;b) € A%2: (1) wv(a) =00 < a=0.
(2) wv(a—>b)>min(v(a);v(d)) .
(3) wv(ab) >v(a)+r(d) .
Cette définition appelle deux remarques : & priori, nous ne supposons pas que A est integre et
nous n’imposons pas 1’égalité dans la troisieme condition. C’est ce qui distingue une pseudo-valuation
d’une valuation.
2 e (JLi=1.
keN
On parle traditionnellement de valuation d’une série formelle, alors que 'anneau de base n’est pas

nécessairement integre. On devrait plutot parler de pseudo-valuation...
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unitaire et associative. Ceci permet de définir des endomorphismes sur A, ou A est alors
vu comme un C-module.

Notons, pour tout k € Z : Ay ={a € A ; v(a) >k} .

(Aj)gez définit une ﬁltrationﬁ de A, compatible avec la structure d’anneauﬂ de A,
exhaustived’] et séparéd’] . On définit alors une pseudo-valuation V sur la sous-algebre A
de EndcA des endomorphismes de A admettant une Valuationﬁ . de tels endomorphismes
sont ceux qui vérifient la condition : In € Z | Vk € Z , F(Ay) C Apyp -

Si F € A est non nul, on dit que F est de pseudo-valuation p € Z, et on note V(F) = p,
lorsque {n € Z ; Vk € Z , F(Ay) C Agin} est non vide majoré, de borne supérieure p ;
si F est nul, on pose V(F) = 400 .

Muni de sa topologie formelle, (A;V) devient alors un anneau pseudo-valué complet
possédant aussi une structure d’algebre, dont la distance dy est subordonnée a d, :

| ) oy, W(F@):G(a)
V(F;G) e A ,dv(F,G>—a€A}°{D} d,(a;0)

Tout endomorphisme de A admettant une pseudo-valuation est alors spontanément
formellement continu sur A. En particulier, si (F;);c; est une famille de A formellement
sommable, sa somme est formellement continue.

Nous pourrons appliquer cela lorsque A = C[X] ou A = C((X)) .

2 Polynomes non commutatifs.

1. Définition et notations. Soit (2 un ensemble fini, appelé alphabet.
Ses éléments seront appelés lettres. On appelle mot sur ) toute suite finie de lettres
de Q. Le mot vide sera noté ¢, I'ensemble des mots sur  sera notd’] Q*. On munit
Q" de la concaténation des mots, notée - , ce qui fait que (2*;-) est lelr_UImono'l'de libre
non commutatif sur 2. Celui-ci s’interpréte comme étant :

Q*:Um.

neN

Etant donné un corps K, on appelle polynéome non commutatif sur ¢,
a coefficients dans K, l'ensemble des combinaisons linéaires finies de mots de *.

4 ie. une suite décroissante de sous-groupes additifs.

ie. Ap-A; C Ay pour tout (k;l) € Z2 .
6 e [JAr=A.

T e [)Ar={0}.
keZ
De la maniere dont on définit les endomorphismes continus dans un espace vectoriel normé.

On prendra bien soin de distinguer ’étoile * désignant la contruction du monoide libre, de 1’étoile
x excluant I’élément 0 d’un ensemble. Cela permettra de considérer, par exemple (N*)*.
L’utilisation du pronom ‘le’ est justifiée par l'unicité a isomorphisme pres de 'existence de Q*
en tant que monoide libre.

10
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L’ensemble des polynomes non commutatifs sur € a coefficients dans K est alors noté

K<Q>. Un tel polynome sera noté sous la forme Z a,w, ou {a, € K;w € 0} est

weN*
un ensemble d’éléments de K a supports finis. Si P est un polynéome non commutatif

sur I'alphabet €, on note <P|w> le coefficient du mot w € Q*, de sorte que :

VPEK<Q>, P=> <Pl>w.

weN*

Muni de I'addition termes a termes, et de la multiplication issue de la concaténation
et étendue par linéarité, (K<{2>, +,+) est un anneau unitaire non commutatif.

2. Produit de battage, pour les polynédmes non commutatifs. P et Q étant deux
polynomes non commutatifs sur un alphabet €2, on construit le polynoéme non-commutatif
P LI Q par bilinéarité et récursivité. Lorsque P = p;---p, et Q = ¢1 - - - ¢, sont des mots,
celui-ci est défini de la maniere suivante :

Plle=cWP=P .

PLIQ=pi-((p2---p) W) +q@- (P (@) -

Par exemple, si P =a-b € O, et Q =c € QF, alors : P LLI Q = abc 4 acb + cab .

Pour mieux appréhender ce produit de battage, on peut en avoir une représentation
visuelle. Le produit de battage des séquences correspond a l'ensemble des résultats
possibles lors de 'insertion d'un jeu de cartes dans un autre : c’est le battage classique
des jeux de cartes.

Dans certains contextes, nous préférerons la notation syntaxique, i.e. sous forme
de mots ou de polyndomes non commutatifs, a la notation séquentielle (cf. p. .
Si (©;+) est isomorphe a (N;+), nous pourrons noter plus simplement les mots de Q*
par des séquences. Dans ce contexte, le polynéme a LLI B est un analogue non commutatif

de I'ensemble sha(a;B) (cf. p. D )

3. Produit de battage contractant pour les polynémes non commutatifs. Soit
2 un alphabet muni d'une structure de semi-groupe additif. P et Q étant deux polynomes
non commutatifs sur un alphabet 2, on construit le polynéome non-commutatif P x Q
par bilinéarité et récursivité. Lorsque P =py---p, et Q = q1 - - - g5 sont des mots, celui-ci
est défini de la maniére suivante :

Pxe=exP=P
PxQ=pi-((p2--p)*Q) +ar- (Px(a2--¢) + (1 +a) (2 p)* (@2 a)) -
Par exemple, siP =12 € N* et Q =3 € N*, alors :
PxQ=1-2-34+1-3-2+3-1-24+1-5+4+4-2.
De méme que pour le produit de battage, on peut avoir une représentation visuelle

de ce qu’est un produit de battage contractant. Proposons nous de décrire une analogie
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du produit de battage contractant a ’aide d’un mélange fictif de deux jeux de cartes,
I'un bleu et l'autre rouge. Celui-ci correspond au battage classique, auquel on ajoute
des cartes nouvelles. Ces nouvelles cartes sont hybrides, a savoir mi-rouges, mi-bleues, et
découle de la fusion de deux anciennes cartes. Elles sont obtenues lorsque ces dernieres
sont situées cote a cote dans le battage classique.

Poursuivons avec I’ambiguité de notations convenant de noter un mot et une séquence
de la méme maniere s’ils ont méme longueur et mémes composantes. Si (§2;+) est
isomorphe a (N;+), alors a@ x B est un analogue non commutatif de she(a;pB)
(cf. p. , tout comme a LLI B8 est un analogue non commutatif de sha(a; B). -

3 Eléments de calcul moulien.

1. Notion de Moules. Un moule est une fonction définie sur un monoide libre Q*
(ou éventuellement, sur seulement une partie de Q*), a valeurs dans une algebre A.
Concretement, cela veut dire qu’“un moule est une fonction a un nombre variable de
variables” .

Les moules dépendent donc de séquences w = (wy; - - -;w,) de longueur r quelconque.
Les variables w; sont éléments de 2. Comme nous venons de le voir, le monoide libre (2*
est, par définition, I'ensemble des mots construits sur €2, c’est-a-dire des séquences dont
les composantes sont éléments de Q.

De maniere générale, nous utiliserons les notations mouliennes :

1. Les séquences seront toujours notées en gras et soulignées, avec indexation supérieure
si nécessaire. [(w) désignera toujours la longueur de la séquence w , i.e. le nombre
de ses composantes. Sans plus de précision, nous réserverons la lettre r pour désigner
la longueur d’une séquence quelconque. Nous noterons aussi ||w|| = wy; + -+ +w,
la somme des composantes, si {2 est muni d’une structure de semi-groupe additif.

2. Etant donné un moule, noté traditionnellement M comme application de 0* dans A |
nous lui préférerons la notation M®. M% désignera alors I’évaluation du moule M*® sur
la séquence w de 2*.

3. Nous noterons aussi M$%(€2), I'ensemble des moules construits sur 'alphabet
a valeurs dans l'algebre A .

2. Opérations sur les moules. Les moules peuvent étre, entre autres, additionnés
entre eux, multipliés par des scalaires, mais aussi multipliés, composés entre eux, dérivés,
etc. Dans les opérations que nous utiliserons dans ce travail, seule la multiplication mérite
d’étre définie : si (A*;B*) € (M%(Q))?, alors la multiplication moulienne M® = A® x B*
est définie par :

l(w)
VweQ, M2= > AYUBY =) AvTpeT
(whw?)e(@x)? i=0
wlw?=w
Voici quelques précisions quant aux notations. Pour w = (wi;---;w,) € QF et
k€ [0;r], on note :
<k _ 0 ,sik=0 ot woh (Wkg1; - swyp) , stk <.
= (wi; jwg) , stk >0 = 0 ysik=r.
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Remarquons que les deux déconcaténations () - w et w - (Z) interviennent dans la loi
de multiplication moulienne, et correspondent & ¢ = 0 e = l(g) respectlvement

Nous noterons souvent, pour alléger 1'écriture : (A® x B®)« Z

Enfin, (M$(€),+, ., X) est une A-algebre associative, unlta;re, no}l commutative, dont
les inversibles sont facilement caractérisés : (M$(Q))* = {M* € M$(Q);M? ¢ A}
Nous noterons 'inverse multiplicatif d’'un moule M®, lorsqu’il existe, (M®)*~! .

3. Produit de battage, pour les séquences. Soit {2 un alphabet de base. Nous allons
définir une premiere opération interne a Q*, appelée produit de battage :

Pour (a;fB) € (2%)?, le produit de battage des séquences a et B, noté sha(a;B), est
I’ensemble composé des séquences de Q* obtenues en mélangeant les éléments de a et S,
tout en respectant leur ordre interne. B

Lorsque a - F désigne 'ensemble {a - f ; f € F}, ot a € Q et F C Q*, la définition
récursive du produit de battage des séquences a et § de (0, s’écrit :

sha(l;a) = sha(a;0) = {a} .

sha(a;B) = (a1 - sha(e=?; B)) U (61 - sha(a; B7?)) .
Par exemple, sia =a-b € O, et B =c € Q*, alors : sha(a;B) = {abc;ach; cab} .

4. Produit de battage contractant, pour les séquences. Soit {2 un alphabet
de base, que l'on suppose aussi étre un semi-groupe additif. Nous allons définir
une seconde opération interne a 2*, appelée produit de battage contractant :

Pour (a;B) € (2%)2, le produit de battage contractant des séquences a et B, noté
she(a:;B), est 'union de deux ensembles de séquences. Le premier ensemble est composé
des séquences de Q* obtenues en mélangeant les éléments de a et B, tout en respectant
leur ordre interne. Le second ensemble est ’ensemble des séquences obtenues en faisant
agir toutes les contractions possibles sur les séquences du premier ensemble. L’opération
(commutative) de contraction des éléments a et b, appartenant I'un a la séquence a,
'autre a la séquence B, sera notée ici (a;b) — a % b et est la loi du semi groupe €2.

Lorsque a - F désigne 'ensemble {a - f ; f € F}, ot a € Q et F C Q*, la définition
récursive du produit de battage contractant des séquences a et 8 de Q, s’écrit :

she(D;a) = she(a;0) = {a} .

she(a;B) = (a1 - she(@>?;:B)) U (B: - she(a; B7%)) U ((a1 x B1) - she(@?; 87%)) .
Par exemple, sia =a-b € Q" et B =c € Q*, alors :

she(a; B) = {abc; ach; cab;a - (b*c); (a*c)- b} .
Notons que si @ et 8 sont des séquences de longueurs a et b respectivement, alors :

tshe(a;B) = mi“f‘:?b) 2" (a ‘ k:) (b E k‘) ’

k=0
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5. Symétreélité. Lorsque €2 désigne toujours 'alphabet de base, muni d’une structure de
semi- groupe additif, et A une algebre, nous dirons que le moule Me®* € M3 (Q) est
symétrel lorsque :
V(a;B) € (2)?, Me*MeL = Z’ Me2 .
yeshe(a; B)
Ici, la somme Z' Me? est une notation abrégée pour noter Z mult ( Q’;é ) Me?2,
YEshe(a; B) yEQ*

o
ou mult ( _,;/é ) désigne le nombre de manieres distinctes d’obtenir la séquence 7 par

battage contractant des séquences a et B. En fait, ce coefficient vaut <a * 8 ly>, avec
I’ambiguité de notation convenant de considérer une séquence comme un mot. Dorénavant,
nous allons oublier 'apostrophe de ce symbole pour alléger 1’écriture :

V(a;B) € ()2, Me2MeB = Z (a*Bly) M = Z Me2 .

yen* y€Eshe(a,B)

La symétrélité impose, a travers une multitude de relations, une grande rigidité.
Par exemple, si (z;y) € Q2 et Me® désigne un moule symétrél, alors on a nécessairement :

Me*Me¥Y = Me®Y 4+ Me¥*® + Me* 1y .
Me™¥Me? = Meb®¥ 4+ 2Mem¥¥ + MeP 9 4 Me™2 |

6. Symétrzlité. Si Me® est un moule symétrel sur (N*)®, a valeurs dans une algebre
commutative A alors sa fonction génératrice, notée Mig®, est définie par :

Mig? =1 .
Mig®r-vr = Z Mestsrgs1=t g, sr71 ¢ Afvy; 50, .

81, ,8r>1
Le moule Mig® est alors automatiquement symétrel, c’est a dire qu’il vérifie la relation :
Mig*Mig™ = Z Mig* .
x€shi(v; w)

L’ensemble shi(v;w) est aussi un produit de battage. Si v et w sont des séquences
d’indéterminées, celui-ci est définit par shi(v; w) par récurrence sur [(v) + [(w) par :

shi(v;0) = shi(D;v) =v .

shi(viw) = (vi - shi(v>?;w)) U (wi - shi(v; w>?)) U ((v1 ® wy) - shi(v?; w>?)) .

L’opération ® est ici une contraction abstraite définie sur (N*)?, remplagant 'addition
dans le cas de la symétrélité. L’évaluation d’un moule Mzg® sur une séquence comportant
une telle contraction est alors récursive et donnée par la formule :

Mig¥®¥® — Mig¥vw
r—y

, sl xFuy.
Mig!(ﬂﬁ@)y)ﬂ _
OMig¥*¥
ox ’
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7. Quelques exemples de regles. Envisagé comme un simple systeme de notations,
le langage moulien conduit déja a des formules concise et a 1’économie de longue suite
d’indices. Mais sa véritable utilité tient aux diverses opérations mouliennes et aux regles
qui indiquent comment celles-ci affectent (conservent ou transforme) les symétries de base.

Ainsi : 1. alternal o alternal = alternal .
2. symétrel o symétrel = symétrel .
3. alterna/e conjugué parsymétra/e = alterna/e .
4. exponentielle (alterna/e) = symétrel = symétrel .
Etc.

4 Quelques notations.

Remarquons que nous noterons en gras, italique et souligné, dans tout ce travail,
I’alternance voyellique indiquant non seulement la symétrie des moules considérés, mais
aussi la nature des produits de battages qui apparaitront. Ainsi, il sera plus aisé de faire
la différence entre des moules symétrals, symétrels et symétrils ou entre les ensembles
sha(a;p), she(a;p) et shi(a;p).

Les moules que nous allons considérer porteront dans leur nom lalternance voyellique
indiquant immédiatement quelle symétrie ils vérifient. Par exemple, le moule Te®(z) est
un moule symétrel (cf. p , alors que Zig® est symétral (cf. p . L’absence de cette
voyelle indiquera aussi que le moule ne vérifie aucune symétrie. Il en est ainsi du moule

H* (cf. page [192))

Enfin, si @ = (aq; - -+ ; a,) est une séquence d'un alphabet 2, on notera respectivement
(7 /7 ’ 7’ 7’ 7’ /7 .
par a et al®!, la séquence a renversée et la séquence a répétée k fois

.(—
g:(an;...;al)’ Q[k]zg..g
S——
k fois
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Feuilles de calculs Maple.

Chacun des paragraphes suivants est consacré a une feuille de calcul Maple.

Celle-ci devra étre enregistrée dans un fichier “*.mpl” dont le nom sera le nom
donné au paragraphe correspondant.

1  Procédures préliminaires.

1.1 Ouverture des packages nécessaires.

with(linalg) :

1.2 Trois procédures.

Voici trois procédures qui nous serons utiles dans toutes les feuilles Maple suivantes :
1. La procédure “concatene” permet de concaténer deux listes.

2. La procédure “ajoute en téte e aux listes de E” permet d’ajouter en téte un élément
e a chaque liste de la liste E.

E, ainsi que le résultat de cette procédure, sont des listes de listes.

3. La procédure “ajoute en queue e aux listes de E” permet d’ajouter, en queue de
chaque liste de la liste E, ’élément e.

E, ainsi que le résultat de cette procédure, sont des listes de listes.

Pour la compréhension du code, notons qu’en Maple une liste s’écrit avec des crochets.

concatene := proc (L1,L2)
[op(L1), op(L2)] ;
end :
ajoute_en_téte_e_aux_listes_de_E := proc (e , E)
if E = []
then [[e]l] ;
else map (x -> concatene ([e] , x) , E) ;
end ;
end :
ajoute_en_queue_e_aux_listes_de_E := proc (e , E)
if E = []
then [[e]] ;
else map (x -> concatene (x , [e]) , E) ;
end ;
end :
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1.3 Exemples.

Voici quelques définitions de listes :

> L1 := [a, b, c] ;
> L2 := [Pi, I, exp(1)] ;
> L3 := concatene (L1,L2) ;
> L :=[L1, L2, 13] ;

L1 = [a,b,]

L2 = [m,i,e']

L3 = [a,b,c,m,i e
L := [[a,b,d],[r,i,e'],[a,b,c 7, i, e

Maintenant, nous pouvons ajouter aux listes L1, L2, L3 un méme élément en téte et
en queue :

> ajoute_en_téte_e_aux_listes_de_E (tete, L) ;
> ajoute_en_queue_e_aux_listes_de_E (queue, L) ;

([tete, a, b, c], [tete, 7,1, e'], [tete,a, b, c, 7, i, e']|

[[a, b, ¢, queue], [, i,e', queue], [a, b, ¢, 7,1, e, queue]]

2 Evaluation des multizétas en des multi-entiers, par
I’algorithme de Richard Crandall.

2.1 Notations.

On programme ici l'algorithme de calcul des multizétas de Richard Crandall.

La référence est 'article [I3] . On ne détaillera pas I’algorithme, celui-ci étant bien
documenté dans 'article mentionné : le travail théorique se trouve au début, de nombreux
pseudo-codes s’y trouvent, sans oublier que le calcul de complexité y est détaillé.

Voici juste les notations utiles a la lecture du code qui suivra :

Y([s1;- 38z N) = / u? ( L1 : )
[ 1 ] 0<uy < <up<A H e —1 (Si - 1)!

i=1
si—1 _—u;m; dul
Z([s1;-- 18 ; ) = Z (s — wy_y )5 e —L )
my,- ,me>0 A<ur < <ur 1
On écrit alors ((s1;- - -; sr) comme une somme finie de termes calculables rapidement :

C(fsisew5s:)) = Yoo+ sr]-ow+Z<[sl;~-;sr1;A>

r—1 Sk+1— 1

Y([s15- 58k @ N)Z([Ska1 — @ Skas -5 Se 3 A)
k=1 ¢q=0
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2.2 Ouverture des packages nécessaires.

with (linalg)

2.3 Calcul préalable des valeurs de f(n;r;\) .

~on n

r—1 —\n
Ici, f(n;r; \) désigne la fonction définie par : f(n;r;\) = ( 0 ) (6 ) )

f := proc (L1, rmax, lambda)
local k, j, i, tO, t1, t2, t3, t4, répomse ;

réponse := matrix(L1l,rmax,0) ;
t0 := exp(-lambda) ;
t2 =1 ;

for k from 1 to L1 do
tl := k * lambda ;
t2 := t0 *x t2 ;
for j from 1 to rmax do
t3 =1 ;
t4 =1 ;
for i from 2 to j do
t4 :=t4d * (j -1+ 1) ;
t3 = tl1 * t3 + t4 ;
end ;
réponse [k, j] := t2*t3*xk"~(-j) ;
end ;
end ;
réponse
end proc :

2.4 Evaluation de Z(ry;- - -;rj; A)

Z := proc (r , lambda, L1, F)

# r désigne la séquence (s_{j + 1} - q, s_{j + 2}, \cdots, s_r)

# lambda est la constante choisie dans 1’algorithme de R. Crandall pour écrire
# Zéta (s) sous forme d’un produit moulien.

# L1 est 1’ordre de troncature de la série donnant Z.

# F désigne la matrice dont 1l’entré (i ; j) est £(i ; j ; lambda)

local n1, i, 1, g, t ;

# nl et i sont des indices de sommation.
# 1 et q sont des variables, t est un vecteur de variables.

1 := vectdim(xr) ;
q :=0;
t := Vector(l + 1, 0) ;

t[1 + 1] =1 ;
for nl1 from 1 to L1 do
q:=q+1;
for i from 1 to (1 - 1) do
t[1-1i+1] :=t[1-1i+1] +t[l-1i+2]/ (q@+1-D ([l +1-13i]) ;
end ;
t[1] := t[1] + Fln1,r[1]] * t[2] ; #
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end ; # Boucle descendante, donné par <-----—-—--—----—

)

t[1] / GAMMA(r[1]) ; # le pseudo-code de R. Crandall
end proc :

2.5 Fonctions auxiliaires pour le calcul de Y.

Nous donnons ici deux procédures :

1. Celle donnant le produit de convolution acycliquelr] de deux séquences de méme
longueur.
2. Celle donnant le produit point par point de deux séquences de méme longueur.
La premiere sera noté “pca” pour “produit de convolution acyclique”, la seconde
“pppp” pour “produit point par point”.
Pour mémoire, le produit de convolution acyclique de (uy;---;u,) et (vi;---;v,)
T

T
correspond a la suite des coefficients du produit des polynomes Z u; X" et Z v X"

1=0 1=0
pca := proc (x, y) # -
local i, j, convolée, 1 ; # |
1 := vectdim(x); # |
convolée := Vector (1 , 0) ; # | # On peut aussi
for i from 1 to 1 do # | # utiliser la FFT
for j from 1 to i do # | # pour accélérer
convolée[i] := convolée[i] + x[jl*y[i + 1 - j] ;# | # 1’algorithme .
end ; # |
end ; # |
convolée ; # |
end proc : # -

pppp := proc (x, y)
local i, produit, 1 ;

1 := vectdim(x);
produit := Vector (1 , 0) ;
for i from 1 to 1 do
produit[i] := x[i] * y[i]l ;
end ;
produit ;
end proc :

2.6 Evaluation de Y(s1;---;s:;q;A) .

Y := proc (s, q, lambda, L2, B, G, S)

s désigne la séquence d’entiers sur laquelle on va évaluer le multizéta

q désigne un entier.

lambda est la constante choisie dans 1’algorithme de R. Crandall pour écrire
Zéta (s) sous forme d’un produit moulien.

L2 est 1’ordre de troncature de la série donnant Y.

B désigne les "nombres" de Bernoulli (ou presque...)

G désigne des quotients de factorielles.

#
#
#
#
#
#
#
# S désigne des sommes de termes de s.

1 “half cyclic convolution” en anglais.
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local N, 1, X, Y;

est un indice de sommation.
désigne la longueur de la séquence s.
et Y sont des vecteurs

H H R
> =

1 := vectdim(s) ;

X :=B ; # -

for N from 1 to (1 - 1) do # | Accélération de Bayley due en partie
X := pppp (X,row(G,N)) ; # | a4 1’utilisation de la transformation
X := pca (X,B) ; # | de Fourier rapide

end ; # -

Y :=0 ;

for N from O to L2 do
Y := Y + lambda~(N + S[1] + q - 1) / (N + S[1] + g - 1) * X[N + 1] ;
end ;
Y / GAMMA(s[11) ;
end proc :

2.7 Evaluation des multizétas.

Voici le code de l'algorithme de R. Crandall pour évaluer ((s). Dans cette premiere
version, les parametres A, L1 et L2 sont libres.

évalue_zeta_avec_liberté_de_choix_de_lambda_L1_et_L2 :=
proc (s, lambda, L1, L2)

# s désigne la séquence d’entiers sur laquelle on va évaluer le multizéta

# lambda est la constante choisie dans 1l’algorithme de R. Crandall pour écrire
# Zéta (s) sous forme d’un produit moulien.

# L1 est 1’ordre de troncature de la série donnant Z.

# L2 est 1’ordre de troncature de la série donnant Y.

local z, k, q, B, S, G, F, d, t, s_max ;

k et q sont des indices de sommation.

d, z, t, B, G et S sont des variables : d désigne la dimension de la séquence s.
z désigne la valeur que 1’on obtiendra du multizé&ta en cours de calcul.

B désigne les "nombres" de Bernoulli (ou presque...)

G désigne des quotients de factorielles.

H O H O H

d := vectdim (s) ;
# Calcul des nombres de Bernoulli, une fois pour toute

B := Vector(L2 + 1, 0) ;
for k from 1 to (L2 + 1) do

B[k] := bernoulli(k - 1) / GAMMA(k) ;
end ;

# Calcul de la matrice carrée F contenant a la place (i;j) la valeur de f(ij;j;lambda)

s_max := s[1] ; # -

for k from 2 to d do # | Détermination de 1’élément
if s[k] > s_max then s_max := s[k] ; # | maximal de la séquence s
end # |
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end ; # -

F

#

S

:= f(L1, s_max, lambda) ; # Calcul de la matrice F
Calcul des quotients de factorielles, une fois pour toute

:= Vector (d, s[1]) ;

for k from 2 to d do

S[k] := S[k - 1] + s[k] ;

end ;

G

:= Matrix (d - 1, L2 + 1, 0) ;

for q from 1 to (d - 1) do

for k from 1 to (L2 + 1) do
Glq,k] := GAMMA(k - 1 + S[ql - q) / GAMMA(k - 1 + S[q + 11 - @ ;

end ;
end ;
# Calcul de la somme donnant z&ta(s)
z := Y(s,0,lambda,L2,B,G,S) + Z(s,lambda,L1,F) ; # termes isolés de zeta(s)
for k from 1 to (d - 1) do #-
t =8 ; # |
for q from 0 to (s[k + 1] - 1) do # | Somme
z =z + (-1)°q / GAMMA(q + 1) * Y(t[1..k],q,lambda,L2,B,G,S)# | double
* Z(t[k + 1..d],lambda,L1,F) ; # | dans
tlk + 1] = tlk + 1] - 1 ; # | 1l’expression
end ; # | de zé&ta(s)
end ; # |
#_
z ;
end proc :

Voici maintenant une seconde version de cet algorithme. Cette fois, les valeurs de A,
L1 et L2 sont fixes. Mais, la procédure prend directement comme argument la précision
voulue dans I’évaluation de ((s).

evalue_zeta :

proc

end :

(s, d)

# s désigne la séquence d’entiers sur laquelle on va évaluer le multizéta.
# d désigne le nombre de décimales exactes souhaité.

local lambda, epsilon, L1, L2 ;

# epsilon désigne la précision voulue dans le calcul de zé&ta(s)
lambda := Pi / 5 ;

epsilon := 10"(- (d + 1)) ;

L1 := round (- 1n (epsilon) / lambda) ;

L2 := round (In (epsilon) / 1ln (lambda / (2*Pi))) ;

evalf (évalue_zeta_avec_liberté_de_choix_de_lambda_L1_et_L2 (s, lambda, L1, L2), d)
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2.8 Exemples .

1.

2.

3

Commencons par constater qu’on a bien Ze*! = Ze3, & 10 décimales pres.
Pour cela, demandons a Maple d’afficher 15 décimales :

> zeta_2_1 := evalf ( évalue_zeta_avec_liberté_de_choix_de_lambda_L1_et_L2
(2, 11, Pi / 4, 32, 12) , 15) ;
> zeta_3 := evalf ( évalue_zeta_avec_liberté_de_choix_de_lambda_L1_et_L2

([3], Pi / 3, 24, 14) , 15) ;
zeta_2_1 = 1.20205690315807
zeta_3 = 1.20205690315946
2
Vérifions 1'égalité Ze? = 3 a 50 décimales pres :
> evalue_zeta ([2], 50) ;
> evalf (Pi~2 / 6, 50) ;
1.6449340668482264364724151666460251892189499012067
1.6449340668482264364724151666460251892189499012068

Procédures autour des partitions d’entiers.

3.1 Ouverture des packages nécessaires.

with (linalg) :

3.2 Procédure déterminant toutes les partitions d’un entier de

longueur et de valuation données.

Commencons avec la procédure clé de toute cette feuille de calcul Maple. Il s’agit

de déterminer tous les r-uplets possibles d’entiers supérieurs a v et dont la somme vaut
‘poids’. Un tel r-uplet s’appelle une partition?] de longueur r et de valuation v.

La procédure “partitions de valuation longueur et poids donnés” est récursive.

Elle consiste a déterminer de la maniere suivante les suites de r entiers supérieurs a v,
dont la somme (appelée précédement ‘poids’) vaut p :

1. On note ¢ le premier entier. On complete récursivement les » — 1 autres entiers
par toutes les suites de r — 1 entiers supérieurs a v et dont la somme vaut p — 7 .

2. On effectue I'étape 1. pour toutes les valeurs possibles de i, c¢’est-a-dire lorsque
iefvip—(r—1v].
Ce point est fait dans la procédure intermédiaire “partitions intermediaire de valuation

longueur et poids donnés” ; le reste de la procédure “partitions de valuation longueur et

poids donnés” ne concerne que les conditions initiales a traiter a part.

Voici le code :

Certains auteurs font une distinction entre partition et composition, une partition désignant
un r-uplet d’entiers classés par ordre décroissant, tandis qu’une composition est un r-uplet d’entiers
non nécessairement ordonnés.

Nous n’effectuerons pas cette distinction et nous appelerons partition ce que 'on appelle parfois
composition.
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partitions_de_valuation_longueur_et_poids_donnés :=
proc (valuation, longueur, poids) option remember ;
local reponse, partitions_intermediaire_de_valuation_longueur_et_poids_donnés ;
partitions_intermediaire_de_valuation_longueur_et_poids_donnés :=

proc (valuation, longueur, poids)
local i, reponse, reponse_inter ;

reponse := [] ;
for i from valuation to (poids - valuation * longueur + valuation) do
reponse_inter := ajoute_en_tete_e_aux_listes_de_E
( i, partitions_de_valuation_longueur_et_poids_donnés
(valuation, longueur - 1, poids - i)
) # ici apparait la recursivité
# introduite précédemment.
reponse := concatene (reponse, reponse_inter) ; # regroupe 1l’ensemble
# des calculs éffectués
end ; # la variable ‘reponse’
reponse ;
end ;
reponse := [] ;
if longueur = 1 and poids >= valuation # traitements des conditions initiales
then reponse := [[poids]] ; # traitements des conditions initiales
elif longueur = 1 and poids < 2 # traitements des conditions initiales
then reponse := [] ; # traitements des conditions initiales
else reponse
:= partitions_intermediaire_de_valuation_longueur_et_poids_donnés
(valuation, longueur, poids) ;
end ;
reponse ;

end

Maintenant, écrivons une procédure qui donne toutes les partitions dont la valuation et
le poids sont fixés a I’avance. Pour cela, il suffit de concaténer les résultats de la recherche
de toutes les partitions de valuation, de poids et de longueur donnés lorsque la longueur
varie entre 1 et sa valeur maximale autorisée.

partitions_de_valuation_et_poids_donnés := proc (valuation, poids)
local r, reponse ;
reponse := [] ;
for r from 1 to (poids / valuation) do
reponse := concatene ( reponse
partitions_de_valuation_longueur_et_poids_donnés
(valuation, r, poids)

end ;

reponse ;
end

3.3 D’autres procédures.

Voici maintenant des cas particuliers de cette premiere procédure. Le titre indique
le résultat souhaité, ainsi que le nom des variables choisies.
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partition_avec_zeros := proc (longueur, poids)
partitions_de_valuation_longueur_et_poids_donnés (1, longueur, poids)
end

partition_sans_zeros := proc (poids, longueur)
partitions_de_valuation_longueur_et_poids_donnés (1, longueur, poids)
end

partition_de_valuation_supérieur_a_2 := proc (longueur, poids)
partitions_de_valuation_longueur_et_poids_donnés (2, longueur, poids)
end

partition_de_valuation_supérieur_a_3 := proc (longueur, poids)
partitions_de_valuation_longueur_et_poids_donnés (3, longueur, poids)
end

Il s’agit aussi d’étre capable de déterminer toutes les partitions de longueur et de
poids fixés a ’avance dont le premier élément est supérieur a 2, pour pouvoir considérer
des multizétas convergents. De méme, pour considérer des multitangentes convergentes,
nous aurons besoin de déterminer les partitions de longueur et de poids fixé a 'avance
dont les premier et dernier éléments sont supérieurs a 2.

La premiere procédure s’appelle “partition commencant par au moins un 2” ; la seconde
s’appelle “partition commencant et finissant par au moins 2”.

Le principe de ces deux procédures est basique : on écrit toutes les partitions
de valuation 1, de longueur et de poids voulus, puis on supprime celles qui ne vérifient
pas la condition souhaitée.

partition_commencant_par_au_moins_un_2 := proc (poids, longueur)
local reponse, reponse_intermediaire, i, memoire ;
reponse_intermediaire := partition_sans_zeros (poids, longueur) ;
reponse := [] ;
for i from 1 to (nops (reponse_intermediaire)) do
memoire := reponse_intermediaire[i] ;
if (memoire[1] > 1)
then reponse := concatene (reponse, [memoire]) ;
end
end
reponse ;
end
partition_commencant_et_finissant_par_au_moins_2 := proc (poids, longueur)
local reponse, reponse_intermediaire, i, memoire ;
reponse_intermediaire := partition_sans_zeros (poids, longueur) ;
reponse := [] ;
for i from 1 to (nops (reponse_intermediaire)) do
memoire := reponse_intermediaire[i] ;
if (memoire[1] > 1) and (memoire[nops(memoire)] > 1)
then reponse := concatene (reponse, [memoire]) ;
end
end
reponse ;
end
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4  Produits de battage et de battage contractant.

4.1 Objectifs.

Rappelons que la notion de produit de battage (contractant ou non) existe a la fois
pour les séquences et pour les polynomes non-commutatifs. Les deux acceptions coincident
via 'identification entre séquences d’un ensemble €2 et polynomes non commutatifs dont
I’alphabet est €.

Voici la définition de ces deux produits, dans le cas des polynémes non commutatifs :

Lorsque P et Q sont deux polynomes non commutatifs sur un alphabet €2, on définit
les polynémes non-commutatifs P LLI Q et P x Q (lorsque £ est muni d’une structure
de semi-groupe additif) par bilinéarité et récursivement.

Lorsque P =p;---p, et Q =qq -+ - qs sont des mots, l'initialisation s’effectue ainsi :

Plle = cwP="P . (1)
PLIQ = pr-((p2p)*Q)+a1- (Px(g2---q)) - (2)
Pxe = exP=P . (3)

PxQ = pi-((p2-p)*xQ)+a1- (Px(g2-q))
+(pr+ @) (P2 pr)* (g2 qr)) - (4)

On se propose ici d’écrire deux procédures, 'une donnant le produit de battage de deux
séquences, la seconde donnant le produit de battage contractant de deux séquences.
On se restreint volontairement au cas ou 'alphabet {2 est une partie de N .

4.2 QOuverture des packages nécessaires.

with (linalg) :

4.3 Maniere de représenter une séquence, et loi de semi-groupe

de N .
On travaillera avec I’alphabet infini des entiers, codé ici par n <— x[n] .
La séquence d’entiers s = (s1;---;s,) pourrait étre représentée traditionnellement en

Maple par la liste :
sl := [s1, 82, ..., sr ] :

Pour les procédures a venir, nous préférerons a s1 une représentation abstraite, donnée
aussi sous forme de liste :

s := [ seq (x[s1[il]l , i =1..v) 1 :

Enfin, on écrit une procédure codant la loi additive de notre semi groupe.
Les arguments a et b doivent s’écrire sous la forme x[k] sinon la procédure générera
une erreur ou quelque chose d’incompréhensible...

plus := (a,b) -> x [op(a) + op(b)] :
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4.4 Produits de battage, premiere version.

4.4.1 Les procédures.

Voici les deux premieres procédures de calcul des deux produits de battage.
Elles suivent les formules a . Ici, I'écriture adoptée est ensembliste.
Ces deux procédures prennent comme arguments deux listes, notées L1 et L2,
d’éléments de la forme x[k]. Celles-ci donnent comme résultat le produit de battage ou
le produit de battage contractant de ces deux listes ; ce résultat s’exprime alors comme

une liste d’éléments de la forme x[k].

Pour la compréhension du code, on rapelle enfin que pour extraire le k-ieme élément

d’une liste L en Maple, il suffit d’écrire L[k].

produit_de_battage_intermédiaire := proc (L1,L2)
local reponse ;

if L1 = []
then reponse := [L2]
elif L2 = []
then reponse := [L1]
else reponse := [ ajoute_en_téte_e_aux_listes_de_E
(L1f1..110]
produit_de_battage_intermédiaire
( subsop(1=NULL,L1)
L2
)
) [
ajoute_en_téte_e_aux_listes_de_E
(L2f1..110]
produit_de_battage_intermédiaire
(L1
subsop (1=NULL,L2)
)
) [
15
end ;
reponse ;
end :
produit_de_battage_contractant_intermédiaire := proc (L1,L2)
local reponse ;
if L1 = []
then reponse := [L2]
elif L2 = []
then reponse := [L1]

else reponse
:= [ ajoute_en_téte_e_aux_listes_de_E

( Lif1..1110]

H

produit_de_battage_contractant_intermédiaire

(  subsop(1=NULL,L1)
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AN
ajoute_en_téte_e_aux_listes_de_E
¢ L2[1..1]1(1
produit_de_battage_contractant_intermédiaire
(L1

Partie récursive
basée sur la
formule (1.4)

subsop(1=NULL,L2)
)
AN
ajoute_en_téte_e_aux_listes_de_E
( plus ( L1[1..11(]

L2[1..1110]
)

produit_de_battage_contractant_intermédiaire
( subsop(1=NULL,L1)
subsop (1=NULL,L2)
)

)

H O H HH HEHHHHHEHHEHHHEHHEHHEHHHEHHEHRHER

end ;
reponse ;
end :

4.4.2 Exemple.

Voici un exemple d’application de ces deux procédures :

> L1 := [x[2], x[3]]

> L2 := [x[3], x[2]]

> A := produit_de_battage_intermédiaire (L1, L2) ;

> B := produit_de_battage_contractant_intermédiaire (L1, L2) ;
A = [[an x37$37$2]7 [372, X3, T3, x?]) [1@,333,.’132, xS]a [$3>x2a x37$2]7

[ﬂfg, Lo, Lo, .Tg], [1'3, T2, T2, 333]]
B = [[:B% Z'g,ﬂfg,l’g], [fljg,.ﬁlfg,l’g, 1'2], [3:27:1737 X2, 1'3], [$27 €3, Zlf5], ['I?v Lo, 1'2],
(23, T2, T3, 2|, (T3, T2, T2, 3], [T3, T, W5, (23, Ta, Ta, T3], (23, T4, T3],

[$5, T3, $2], [$5, T2, $3], [$57 905]]

4.5 Simplification de la réponse obtenue.

D’apres I'exemple ci-dessus, la réponse peut comporter plusieurs termes identiques.
Le but de la procédure suivante est de simplifier ’écriture pour en obtenir une plus
proche de celle d’'un polynéme non commutatif sur l'alphabet (z[k])gen . Pour cela, nous
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allons regrouper les répétitions de séquences identiques dans le résultat obtenu.

Dans un premier temps, nous allons donc écrire une procédure “coefficient” donnant
deux réponses :

1. Le coefficient (i.e. le nombre d’occurrences) de m, qui désigne une liste/un mot,
dans 1'un des deux produits de battage des séquences L1 et L2.

2. Le résultat de I’évaluation du produit de battage choisi sur les séquences L1 et L2,
une fois retirée chaque occurrence de la liste/du mot m dans celui-ci

La procédure “coefficient” prend comme argument une séquence m, dont les termes
sont du type x[k], ainsi qu'une liste de listes E du méme type que m. Le résultat est sous
forme de liste, dont le premier élément est le coefficient, le second élément est le reste
du produit de battage.

Comment fonctionne le code de “coefficient” ¢ :

Nous balayons toute la liste E2, copie de la liste E a I’aide du booléen ‘arret’ : une fois
arrivé au bout du balayage, ‘arret’ devient vrai. La variable ‘compteur’ est ici un moyen
de se repérer dans le balayage de la liste. A chaque position, on regarde si le terme lu
est identique au mot m (et dans ce cas, on incrémente ¢ de 1 et on note la position dans
‘place’) , puis on supprime ce terme lu de E2, i.e. le premier terme de E2.

Ensuite, nous balayons la liste place2, copie de la liste place crée lors du balayage
précédent et servant de mémoire ou sont stockées les positions des mots m dans la liste
de départ E. A chaque position lue dans place2, on supprime 1’élément correspondant
dans E3, nouvelle copie de la liste E.

Le résultat est alors [¢, E3] .

coefficient := proc (m , E)
local arret, compteur, place, place2, c, E2, E3 ;
arret := false ; # -
compteur := 1 ; # | Initialisation
place := [] ; # | des variables
E2 := E ; # |
c :=0 ; # -
while arret = false do # -
if m = E2[1] # |
then ¢ := c + 1 ; # | Balayage de la liste
place := concatene ([compteur], place) ; # | E2 pour :
end ; # |
E2 := subsop(1=NULL, E2) ; # | 1. Compter le nombre
compteur := compteur + 1 ; # | d’occurrences de m
if E2 = [] # | 2. Repérer la place des
then arret := right ; # | occurrences de m
end ; # |
end ; # -
arret := false ; # | Initialisation de
place2 := place ; # | nouvelles variables
E3 := E ; # -
if place2 = []
then arret := right ;
end ;
while arret = false do # -
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E3 := subsop (place2[1]=NULL, E3) ; # |
place2 := subsop (1=NULL, place2) ; # | Balayage de la liste E3 pour
if place2 = [] # | supprimer les occurences
then arret := right ; # | dem

end ; # |

end ; # -

[c, E3] ;

end :

4.6 Produits de battage, seconde version.

Voici maintenant la seconde étape de la simplication avec les deux procédures voulues
qui0 prendront chacune comme arguments deux listes L1 et L2 (dont les éléments seront
de la forme x[k]) . Le résultats est une liste L = [[c1,m4], ..., [cn, m,]], dont les éléments
sont des listes a deux éléments, codant le produit de battage choisi des listes L1 et L2 .
Si 7 est un indice valide, ¢; est tout simplement le coefficient du mot m; apparaissant dans
le produit de battage choisi.

Comment fonctionne le code de ces deux procédures ? :

Nous balayons toute la liste ‘battage’ qui correspond au produit de battage choisi
des listes L1 et L2.

On regarde successivent le coefficient, noté ‘c’, du premier mot, noté ‘m’, apparaissant
dans ‘battage’ et on le note en mémoire dans la donnée ‘reponse’ sous la forme [c, m].
L’appel de la procédure “coefficient” donne a la fois le coefficient ¢, mais nettoie aussi
toutes les occurrences du mot ‘m’ dans ‘battage’. On effectue cela tant que ‘battage’ est
non vide.

On obtient alors un résultat de la forme [[c1,my], ..., [¢n, my]], ol les mots sont aussi
des listes de la forme [z[a4], ..., z]a;]] .

produit_de_battage := proc (L1 , L2)
local arret, reponse, c, m, battage;

arret := false ; # -
reponse := [] ; # |
c :=0 ; # | Initialisation des variables
m:= [] ; # |
battage := produit_de_battage_intermédiaire (L1,L2) ; # -

if battage = []
then arret := right ;
end ;

while arret = false do # -
m := battage[1l] ; # | Balayage de ‘battage’, si
c, battage := (coefficient (m , battage))[] ; # | nécessaire pour regrouper
reponse := concatene (reponse, [[c,m]]) ; # | avec leur nombre d’occurrences
if battage = [] # | les mots présents dans ‘battage’

then arret := right ; # |

end ; # |

end ; # -

reponse ;

end :

produit_de_battage_contractant := proc (L1 , L2)
local arret, reponse, c, m, battage;
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arret := false ; # -
reponse := [] ; # | Initialisation
c :=0 ; # | des variables
m := [] ; # |
battage := produit_de_battage_contractant_intermédiaire (L1,L2) ; # -

if battage = []
then arret := right ;
end ;

while arret = false do # -
m := battage[1l] ; # |
c, battage := (coefficient (m , battage))[] ; # | Balayage de ‘battage’, si
reponse := concatene (reponse, [[c,m]]) ; # | nécessaire pour regrouper,
if battage = [] # | avec leur nombre d’occurrences,

then arret := right ; # | les mots présent dans ‘battage’

end ; # |

end ; # -

reponse ;

end :

4.7 Exemples.

Reprenons ’'exemple commencé ci-dessus pour appliquer les deux dernieres procédures :
> L1 := [x[2], x[3]]

> L2 := [x[3], x[2]]
> A := simplifie_produit_de_battage (L1, L2) ;
> B := simplifie_produit_de_battage_contractant (L1, L2) ;
A = [[2,[$Q,$3,$3,x2]], [17 [mg,l'g,xg,l’g“, [1,[1’3,.1’2,.1'3,5[)2“, [27 [1'3,1'2,.772,%3”]
B = [[27 [xg,flfg,l'g, x?“? [17 [an I3, 1'2,.1'3]], [17 [1'2,.1'3, :U5H7 [17 [3327 T, x2]]7

[17 [333, T, T3, $2]], [27 [$37 T2, .%'2,.173]], [17 [x3,$2,$5“, [17 [$3,.T4, Z’3]]

[17 [935, s, ZBQH’ [1’ [$57 L2, 373]]7 [17 [:Bfn 935]]]
5 Réductions des multitangentes en monotangentes.

5.1 Objectif.

L’objectif de cette feuille Maple est d’écrire une procédure permettant de réduire
toute multitangente convergente en monotangentes.
Rappelons le théoreme obtenu a ce propos :

Théoreme : Réduction en monotangentes, version 1
i—1 T r
. IS ky s] Si + kl - 1
Notons : *EL = (HH) ) (H (1) ) H( e
=1 l=i+1 11:1
Z§k — E iEiZeSr-&-km“wSiH-l—kiH Z¢é31+k17"'13i—1+ki—1
1, K :
k>0, j#i
St kj=k

Alors, pour toute séquence s € $*, on a :

Ted(z) = 2’": Z z2, T (z) .

1=1 k=2
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Ici, 8* désigne 'ensemble des séquences de seq(N*) dont le premier et le dernier
éléments sont supérieurs a 2 .

Le coeur de la réduction provient évidemment du calcul du tenseur de structure Z.
Pour le calculer, deux possibilités s’offrent a nous selon le but poursuivi :

1. Réduire par symétrélité les produits de multizétas en une combinaison linéaire de
multizetas, puis calculer Z .

2. Calculer directementZ | sans utiliser la symétrélité des multizétas.

Nous effectuerons uniquement le second cas. Mais avant, nous aurons besoin de quelques
procédures préliminaires sur les partitions et sur les séquences.

5.2 Ouverture des packages et fichiers .mpl nécessaires.

with (linalg)

read ("prodédures préliminaires.mpl")
read ("produit de battage.mpl")

read ("partitions.mpl")

Il est possible d’ouvrir un fichier contenant en mémoire les valeurs des multizétas
jusqu’a un certain poids, que ce soit sous forme de valeur exacte (grace a la base de
Groebner calculée jusqu’au poids 16 par ’équipe Lilloise, cf. [40]) ou que ce soit sous

forme de valeurs approchées (par 'algorithme de R. Crandall, cf. [13]) .
Ici, nous décidons de travailler avec la base de Gréebner.

read ("mzv16.m")

5.3 Procédures préliminaires.
5.3.1 Sur les partitions.

Nous avons besoin, pour effectuer la sommation dans Z de déterminer les partitions
de valuation 0, de longueur r et de poids k € N, ayant a la ¢-ieme position la valeur 0.
Ce sera la procédure “partition i”, ses arguments seront les deux entiers r et k. Mis a part
I'entier 0, les autres sont codés par n «— x[n] .

partition_i := proc (i,r,k)
local reponse, reponse_intermediaire, arret, inter ;
reponse_intermediaire := partitions_de_valuation_longueur_et_poids_donnés 0, r, k) ;
reponse_intermediaire := map (L -> map (n -> x[n], L), reponse_intermediaire) ;
arret := false ;
reponse := [] ;
while arret = false do
inter := reponse_intermediaire[1] ;
reponse := concatene (reponse , [concatene ( concatene ( inter[1..(i-1)]

[o]
)

inter[i..-1]

)
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)
reponse_intermediaire := subsop (1 = NULL, reponse_intermediaire) ;
if reponse_intermediaire = []
then arret := right ;
end ;
end ;
reponse ;
end :

5.3.2 Sur les séquences.

Nous avons aussi besoin de deux procédures, tres simples, la premiere renversant 1’ordre
de lecture de la séquence, la seconde additionnant terme a terme les éléments de deux
séquences jusqu’a épuisement de I'une des deux séquences.

renverse := proc (n)

local r, i ;

r := nops (n) ;

seq (nlr - il], i = 1..r) ;
end :

addition := proc (nl, n2)

local reponse, nlprime, n2prime, arret ;

reponse := [] ;

nlprime := nl ;

n2prime := n2 ;

arret := false ;

if niprime = [] or n2prime = []
then arret := right ;

end ;

while arret
reponse :

| Exceptions

false do
concatene ( reponse

[plus(niprime[1] , n2prime[1])]
)
niprime := subsop (1=NULL, nlprime) ;
n2prime := subsop (1=NULL, n2prime) ;
if nlprime = [] or n2prime = []
then arret := right ;
end ;
end ;
reponse ;
end :

Addition

H o HF OH H HH HHHHHHEH

5.4 Calcul du coefficient combinatoire ‘E? .

La procédure “E” prend pour argument un entier i, deux séquences d’entiers k et s
de longueur r (toujours codées comme des listes dont les éléments sont du type z[k]) et
enfin I'entier r déja mentionné ; elle donne comme résultat un entier qui est la valeur
du coefficient combinatoire “E} .

Cet entier est un produit de trois facteurs. Ces derniers sont calculés séparément et
stockés en mémoire dans les variables ‘memoirel’, ‘memoire2’ et ‘memoire3’ respective-
ment ; il ne reste plus qu’a les multiplier entre eux.

227



E := proc (i, k, s)
local 1, memoirel, memoire2, memoire3 ;

memoirel := 1 ;
memoire2 := 1 ;
memoire3 := 1 ;

r := nops (k) ;
for 1 from 1 to (i - 1) do
memoirel := memoirel * (1)~ (op(k[1])) ;
memoire3 := memoire3 * binomial (op(s[l]) + op(k[1]) - 1 , op(s[1]) - 1) ;
end ;
for 1 from (i + 1) to r do
memoire2 := memoire2 * (-1)~(op(s[1])) ;
memoire3 := memoire3 * binomial (op(s[1]) + op(k[1]) - 1 , op(s[1]) - 1) ;
end ;
memoirel * memoire2 * memoire3 ;
end :

5.5 Laréduction en monotangente, sans utilisation de la symétrélité
des multizétas.

5.5.1 Le calcul du tenseur de structure Z .

Commencons par la procédure permettant de calculer le tenseur de structure Z.
Celle-ci détermine d’abord I’ensemble de sommation, puis les différents sommants et enfin
effectue la somme.

Voici le code :

Z := proc (s, i, k)
local reponse, Z_intermediaire ;

Z_intermediaire := proc (s, i, k)
local k2, j, reponse, partitions, memoirel, memoire2 ;
reponse := 0 ;
partitions := partition_i (i, nops(s) - 1, k) ; # Détermine toutes les séquences

# de sommation nécessaires
for j from 1 to (nops (partitions)) do
k2 := partitions[j] ;

if renverse ( addition ( s[(i + 1)..(-1)] # -
, # |
k2[( + 1)..(-1)] # 1
) # |
) <> 11 # |

then memoirel # | Détermine

:= zeta (op (map (op , (renverse # | le premier

( addition ( s[(i + 1)..(-1)] # | multizéta
, # |
K201+ 1)..¢-D1 # |
) # |
) # |
) ) ) ) # |
else memoirel := 1 # |
end ; # -
if renverse ( addition ( s[1..(i-1)] # -
) # |
k2[1..(1i-1)] # |
) # |

) <> 1 # | Détermine

228



then memoire2 # | le second
:= zeta(op (map (op, addition ( s[1..(i - 1)] # | multizéta
) # |
k2[1..(1 - 1)] # |
> ) ) ) # |
else memoire2 := 1 # |
end ; # -
reponse := reponse - ajoute a ‘reponse’

#
+ # | le terme créée par
E (i, k2, s, nops(s)) * memoirel * memoire2 ; # - 1la j-iéme partition

end ;
reponse ;
end :
if nops (s) =1 # -
then if k = O then reponse := 1 # | Conditions d’initialisation
else reponse := 0 # | de la somme
end # -
else reponse := Z_intermediaire (s, i, k) # Cas générique
end ;
reponse ;

end :

5.5.2 La procédure de réduction.

Il est maintenant facile de donner la procédure de réduction sans prendre en compte
la symétrélité des multizétas :

reduction_sans_symetrelite := proc (s)
local i, k, reponse ;
reponse := 0 ;

for i from 1 to nops(s) do
for k from 2 to s[i] do
reponse := reponse + (Z (s, i, s[i] - k)) * Te(k) ;
end ;
end ;
reponse ;
end :

Bien que la composante de la multitangente Te! soit nulle, il peut étre intéressant
de forcer son écriture. C’est I'objet de la procédure suivante :

reduction_sans_symetrelite_avec_composante_1 := proc (s)
local i, k, reponse ;
reponse := 0 ;

for i from 1 to nops(s) do
for k from 1 to s[i] do
reponse := reponse + (Z (s, i, s[i] - k)) * Te(k) ;
end ;
end ;
reponse ;
end :

5.5.3 Exemples.

1. Premiers exemples simples.
> Te (2,2) := reduction_sans_symetrelite ([2,2]) ;
> Te (2,2,2) := reduction_sans_symetrelite ([2,2,2]) ;
> Te (2,2,2,2) := reduction_sans_symetrelite ([2,2,2,2]) ;
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Te (2,2) = 2((2) Te (2)
Te(2,2,2) = 5 ()] Te
Te (2,2,2,2) = g—;l (C(2))® Te (2)

2. Deux exemples autour de la conjecture caractérisant les multitangentes
nulles.

> Te (2, 1, 2)

reduction_sans_symetrelite ([2,1,2]) ;
Te(2,1,2) == 0
simplify (reduction_sans_symetrelite ([3,1,3])) ;

> Te (3, 1, 3)

Te (3,1,3) = % (C(2))* Te (3)

3. Une relation liant les multitangentes entres elles.
Vérifions une égalité apparue dans la seconde partie de ce travail :

36T€2’1’1’4 + 6T€2’1’2’3 + 30T€2’1’3’2 + 36T€3’1’2’2 + 9T€4’1’3 + 7T€3’3’2

+ 21Te*22 4 117e%2 + 227e53

= (5)
36Tt 112 4 6Ted 212 4 30Te2 312 4 36Te2213 4 9Ted14 4 77e33

+ 21Te?2* 4 11Te?6 4+ 22735 .

> terme_de_gauche := simplify (
> 36 * reduction_sans_symetrelite ([2, 1, 1, 4]) +
> 6 * reduction_sans_symetrelite ([2, 1, 2, 3]) +
> 30 * reduction_sans_symetrelite ([2, 1, 3, 2]) +
> 36 * reduction_sans_symetrelite ([3, 1, 2, 2]) +
> 9 * reduction_sans_symetrelite ([4, 1, 3]) +
> 7 * reduction_sans_symetrelite ([3, 3, 2]) +
> 21 * reduction_sans_symetrelite ([4, 2, 2]) +
> 11 * reduction_sans_symetrelite ([6, 2]) +
> 22 * reduction_sans_symetrelite ([5, 3]) ) ;
452 3 42 9 9
terme_de_gauche = BT (C(2)" Te(2) + 5 (C(2)" Te(4) —45(C(3))" Te(2) +11( (2) Te (6)
> terme_de_droite := simplify (
> 36 * reduction_sans_symetrelite ([4, 1, 1, 2]) +
> 6 * reduction_sans_symetrelite ([3, 2, 1, 2]) +
> 30 * reduction_sans_symetrelite ([2, 3, 1, 2]) +
> 36 * reduction_sans_symetrelite ([2, 2, 1, 3]) +
> 9 * reduction_sans_symetrelite ([3, 1, 4]) +
> 7 * reduction_sans_symetrelite ([2, 3, 3]) +
> 21 * reduction_sans_symetrelite ([2, 2, 4]) +
> 11 * reduction_sans_symetrelite ([2, 6]) +
> 22 * reduction_sans_symetrelite ([3, 5]) ) ;
, 452 3 42 9 9
terme_de_droite := T (€C(2))” Te (2) + 5 (C(2))" Te(4) —45 (¢ (3))" Te(2) + 11((2) Te (6)
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4. Une relation de symétralité.

> simplify (reduction_sans_symetrelite_avec_composante_1 ([2,1,2])) ;

Te (1) (—4¢(3,1) —2¢(2,2) + (¢ (2))*)

Ainsi :

2
(Ze2> =4Ze3 — 22622

6 Algorithme de calcul des invariants holomorphes.

6.1 Objectif

L’objectif principal est d’écrire une procédure calculant a la précision souhaitée
les invariants holomorphes d’un difféomorphisme f, tangent a 'identité, dans le cas-type.
Exprimons le a 'infini sous la forme :

fR)=z2+1+)

n>3

an N
— =z+1+797(2).

z

Nous supposerons que la série définissant f est convergente.

6.2 Rappels des notations.

Rappelons I’ensemble des conventions et notations concernant les alphabets, les séquences,
les moules et comoules utilisés dans le calcul des invariants holomorphes d’un difféomorphisme
tangent a l'identité dans le cas-type.

6.2.1 Alphabets.

Nous considérerons les deux alphabets suivant :

N3y ={neN;n>3} : seq(N3) — {0} .

6.2.2 Séquences.

Une séquence de seq(seq(Ng) — {@})) se note par une lettre majuscule grasse
et soulignée. Ses composantes sont notées en lettres minuscules grasses soulignées et
numérotées en exposant. Ainsi, pour S € seq(seq(N3) — {0})), on écrit : S = (s*;---;s") .

Voici d’autres notations relatives aux séquences, ou S est notée comme précédemment.
1. Lorsque s € seq(N3) ou S € seq(seq(N3) — {0})), {(s) et I(S) désignent respective-
ment les longueurs de s et S.
2. Le poids de s = (s1;---;5,) €seq(N3) est |[s]| =s1+ -+ s, .
I(8)
3. Le poids de 8 = (s';--+;s") € seq(seq(Ns) — {0})) est [[|S||| = > _|Is"|| - 1.
k=1
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6.2.3 Notations intermédiaires.

Avant d’en arriver a définir les moules utiles, voici quelques notations intermédiaires :

1. Pour tout r € N* et toute matrice i € M,(N) triangulaire inférieure :

r
. Zikvk*P ,Si nggr—l
dlagZE = k=p+1

0 , sl p=r1.

2. Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})), de longueur r :

0 cee e 0
. . . k—1
triangle(S) = ¢ | ' 7 | e MU(N) s ke [2:0] ) i = 1Y)
o 2
ir,l e 7:1“,7"71 0

3. Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})) et toute matrice i € M, (N) triangu-
laire inférieure :

o(5.1) = ("]~ 1) + i)

1<k<r

4. Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})) et toute matrice i € M,(N) triangu-
laire inférieure :

Bs,i:H (IIs*]| — (") + diagy — 1)!

( IT ivo—r !) (18] - I(s*) — 1)

p=k+1
Remarquons que les matrices triangulaires inférieures sont notées comme des séquences.
Il y a deux raisons a cela :

1. Ces matrices apparaissent comme des indices de sommations, comme c’est le cas
pour les séquences dans une contraction moule/comoule.

2. Ces matrices agissent a travers la quantité diag, qui se comporte exactement comme
la séquence (diagf ;- --;diag?) lorsque s est de longueur r.

6.2.4 DMoules

Il s’agit de moules définis sur seq(seq(Ns) — {@})), & valeurs respectivement dans
{+1; —1} et H(C —Z), par :
VS € seq(seq(Ns) — {0})) , sgS = (—1)E)++E")

VS € seq(seq(N3) — {0})) , 78 = Z BSi TeoSid)
ictriangle(S)
Nous considérerons aussi des moules qui seront les coefficients de Fourier des moules
1-périodique Te® et 7° :
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1. Pour tout n € Z et toute séquence s € S* :
r 5 i —1
~ , (—2inm) s
S S
o = 2im E ( E —(k S Zioioh | -

2. Pour tout n € Z et toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})) :

—2imsg(n) Z BSA ’i"(g’i) ,sil(sh) =1
Tn = ictriangle(S)
0 , sinon.
6.2.5 Comoules
On définit enfin deux comoules respectivement sur seq(Ns) et seq(seq(N3) —{0})) par :

_—

1. Pour toute séquence s € seq(N3), de longueur r : Ag = ag, - - - as

2. Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})), de longueur r : Ag = Agi -+ Agr .

6.3 Expression des applications de cornes et des invariants ho-
lomorphes.

Les notations précédentes donnent des expressions de ’applications de corne 7 :
V2eC,Qmz>Cst>0, 77 = Z sgS 78 Ag .
§€seq(seq(N3)—{@}))
V2eC,Qmz< —Cst<0, 77 = Z sg§T§A§.

Seseq(sea(Ns)—{0)))

On dispose aussi d’'une expression des coefficients de Fourier de ces deux fonctions,

c’est-a~dire des invariants holomorphes Aj, pour n € Z :
400
Ve L, Ay = > e 75 As = > sgS 78
§€seq(seq(N3)f{@}))f{@} p=2 §€Seq(seq(N3)f{@}))*{®}

[1I8[ll=p

6.4 Description de ’algorithme.

Dans un premier temps, nous utilisons le fait que 'on peut choisir de calculer
les invariants holomorphes d’un difféomorphisme ¢g conjugué a f ayant une valuation
strictement plus grande que celle de f.

Ensuite, nous remplacerons le difféfomorphisme g par 'une de ses sommes partielles

notée g .
Enfin, nous obtiendrons l'approximation souhaitée de A}, (f) = AJ (g) par
une somme partielle de la série définissant A, (7) .

Il faudra donc écrire une procédure calculant la somme partielle de Aj, . Ce sera

la procédure centrale de I'algorithme, appelée “calcul somme partielle n ieme invariant”.
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6.5

(13

Ouverture des packages et fichiers “.mpl” nécessaires.

Nous supposerons que nous disposons d'un fichier, appelé Zeta_numeriques.m
contenant en mémoire la fonction zeta : S, — R et donnant une approximation de
Ze® avec 100 décimales exactes.

with

read
read
read
read
read
read

6.6

(linalg)

"Zeta_numeriques.m"

"Evaluation des multizétas en des multientiers, par 1l’algorithme de Crandall.mpl" ;
"Procédures préliminaires.mpl"

"Produit de battage et de battage contractant.mpl"

"Réduction des multitangentes en monotangentes.mpl"

"Partitions.mpl"

Procédures préliminaires.

6.6.1 Détermination des séquences de sommation.

Pour déterminer les séquences de 2* de poids p, nous allons :

1. Déterminer toutes les séquences de poids p et de valuation supérieure a 3 .
2. Pour chaque séquence s obtenue précédemment, déterminer toutes les séquences
de poids I(s) .
3. Ecrire toutes les séquences de 2* obtenues par le procédé suivant :
Quand s = (sq1;---;8,) et 1 = (Iy;- ;1)) sont respectivement
obtenues aux premiere et deuxieme étapes, on construit
S = (s!;---;8%) € Q% en posant :
1 _ L
5 CHEST
2 _ e
57 = (Sll+17 T Sll+l2) :
k o
S = (Sll+"'lk71+1’ cet Sll+"'+lk) .
determine_sequences_de_omega_point_de_poids_donné := proc (poids)

local séquences_s, séquences_de_longueur, s, longueur, 1, memoire, reponse,

p, i, j, k
# ‘séquences_s’ désigne le vecteur dont les éléments sont les séquences obtenues
# par le point 1.
# ‘séquences_de_longueur’ désigne le vecteur dont le i-éme élément est 1l’ensemble
# des partitions de 1l’entier i qui ont pour premier élément 1.
# ‘s’ et ‘longueur’ désignent chacune une mémoire des séquences utilisées au point 3.
# ‘1’ désigne une mémoire de la somme des (k - 1) premiers éléments de ‘longueur’.
# ‘p’ désigne une mémoire.
# ‘memoire’ désigne la séquence obtenue par 1l’application du point 3.
# ‘1’, ‘j° et ‘k’ désignent des compteurs.
I
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# Initialisation #
S

séquences_s := partitions_de_valuation_et_poids_donnés # -
(3, poids) ; # | Réalisation du point 1.
#_
séquences_de_longueur := [seq ([], i = 1..(floor(poids / 3)))] ; #-

for i from 1 to floor (poids / 3) do # |
séquences_de_longueur[i] # |
:= ajoute_en_tete_e_aux_listes_de_E # | Réalisation
(1, partitions_de_valuation_et_poids_donnés # | du point 2.
1,1i-1 # |
) # |
end ; #-
reponse := [] ;
HEHAH B HAHHEHBHH AR RS HBH R AR
# Réalisation du point 3. #
HHHAHBHHAHHAHBHHAH B HBHHAHH
for i from 1 to nops (séquences_s) do
s := séquences_s [i] ;
for j from 1 to nops(séquences_de_longueur [nops(s)]) do
longueur := séquences_de_longueur [nops(s)][j] ;
memoire := [seq ([], j = 1..nops(longueur))] ; # désigne la séquence qui
# se crée.
1 :=0;

for k from 1 to nops(longueur) do # -
p := longueur[k] ; # | Détermination de
memoire[k] := s[(1 + 1)..(1 + p)] ; # | la séquence ‘memoire’
1:=1+rp; # |
end ; # -
reponse := concatene (reponse, [memoire]) ;
end ;
end :
reponse ;
end :

Notons que D'application de cette procédure peut étre assez longue. On aura donc
tout intérét a stocker les résultats en mémoire par la commande “save”. Dorénavant,
on supposera donc que le fichier sequences_de_omega_point_de_poids_p.m, ou p € N,
contient en mémoire la variable globale ‘sequences’ créée par cette commande Maple :

for p from 2 to 29 do

sequences := determine_sequence_de_sommation_au_poids_p (p)

save (sequences, cat ("sequences_de_omega_point_de_poids_", p, ".m")) ;
end ;

6.6.2 Détermination des triangles nécessaires.

La seconde étape importante est I’écriture de triangle(S), ou S € Q* .

Puisque triangle(S) est un produit cartésien de r — 1 séquencesE], nous aurons besoin
d’une procédure effectuant un tel produit. C’est 'objet de la procédure “produit cartesien
de sequences”. En préliminaire a celle-ci, on a écrit une procédure “selectionne” décrivant

3 1l s’agit des partitions de I(s¥), ou k € [2; 7] .
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les positions des différents éléments a sélectionner dans les séquences qu’on veut multiplier
entre-elles.

Le coeur de la procédure est alors “triangle intermediaire”, dont le fonctionnement est
simple. On écrit d’abord les partitions de s?, - - -, s", puis on effectue le produit cartésien
de ces séquences. La procédure “calcul du triangle” se restreint alors a une conditionnelle
différenciant la gestion du cas extraordinaire ou [(S) = 1 du cas ordinaire ou I(S) > 2 .

calcul_du_triangle := proc (S)

H H HH

‘S’ désigne une séquence de Omega”p, c’est-a-dire une séquence de séquences d’entiers
supérieurs a 3.

‘triangle (S)’ désigne une matrice triangulaire inférieure, de dimension #S * #S, dont
la somme de la k-iéme ligne vaut le nombre de termes de la k-iéme séquence composant ‘S’.

local selectionne, produit_cartesien_de_sequences, triangle_intermediaire ;

# ‘selectionne’ est une procédure interne permettant de sélectionner les éléments

# nécessaires a la réalisation d’un produit cartésien.

# ‘produit_cartesien_de_sequences’ est une procédure interne permettant de calculer

# le produit cartésien d’un nombre quelconque de séquences.

# ‘triangle_intermediaire’ est la procédure qui détermine la matrice retournée par

# la procédure ‘triangle (S)’.

selectionne :=
I
# Etant données une séquence s, dont les éléments sont des séquences de séquences
# d’entiers, et une séquence c, dont les éléments sont des séquences d’entiers,
# on sélectionne certains éléments de s : si ¢ = (c_1, ... , c_r) , on sélectionne
# le c_1-iéme élément de s_1, le c_2-iéme élément de s_2, ..., le c_r-iéme élément
# de s_r . Le résultat est le vecteur contenant les éléments sélectionnés, mis
# cdte-a-cbte.

HHERHHERREEE
proc (s, c)
# ‘s’ désigne une séquence de séquences de séquences d’entiers.
# ‘c’ désigne une séquence d’entiers. Essentiellement , ‘c’ donne

# les coefficients de la sélection.

local reponse, i ;

reponse := [] ;
for i from 1 to nops(s) do
reponse := concatene (reponse, [s[i][c[i]]]) ; # Sélection du c[i]l-iéme
end ;
reponse ;
end

produit_cartesien_de_sequences :=
HH
# Détermine le produit cartésien des séquences S_1, ... , S_k

HESHH AR

proc (S)
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# ‘S’ désigne une séquence dont les éléments sont les séquences S_1, ... , S_k .
# Pour i, entier compris entre 1 et k, S_i désigne une séquence d’entiers.

local longueur, coefficients, reponse, k ;

# Détermine la suite des coefficients pour effectuer la sélection nécessaire
# au produit cartésien.

longueur := [seq (nmops(S[i]), i = 1..nops(S))] ;

coefficients := [seq ([i], i = 1.. longueur[-1])] ;
for k from 2 to nops(longueur) do
coefficients := [seq ( op(ajoute_en_tete_e_aux_listes_de_E (i, coefficients))

i = 1..longueur [-k]

end ;

# Réalisation du produit cartésien

reponse := [] ;
for k from 1 to nops(coefficients) do
reponse := concatene (reponse, [selectionne (S, coefficients([k])]) ;
end ;
reponse ;
end :

triangle_intermediaire :=
proc (S)
local sequences_a_multiplier, k, coefficient, reponse ;

sequences_a_multiplier := [] ; #- Détermination des
for k from 2 to nops(S) do # | ensembles de séquences
sequences_a_multiplier # | dont on veut faire
:= concatene ( sequences_a_multiplier # | le produit cartésien
, # |

[partitions_de_valuation_longueur_et_poids_donnés
(0,k - 1, nops(S[k])) # |
] # |
) # |
end ; #-

produit_cartesien_de_sequences (sequences_a_multiplier) ; # Calcul du produit
# cartésien

end ;
if nops(S) =1 # test d’une condition initiale
then [[0]] ; # condition initiale
else triangle_intermediaire (S) # calcul de ‘triangle(S)’
end ;
end :

Ici aussi, on aura intérét a stocker les résultats en mémoire par la commande “save”.
En effet, 'application de cette procédure est relativement longue et ne dépend pas
du difféomorphisme f dont on calcule les invariants. Pour ce faire, il suffit d’évaluer
triangle(S) pour toutes les séquences de sommation préenregistrées.
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Dorénavant, on supposera que le fichier memoire_des_triangles_jusqu_au_poids_p.m,
ou p € N, contient en mémoire la variable globale ‘triangle’ créée par la commande Maple
suivante :

for p from 2 to 29 do
read (cat ("sequences_de_omega_point_de_poids_", p, ".m")) ;
for k from 1 to nops (sequences) do
triangle (sequences[k]) := calcul_du_triangle (sequences[k]) ;
end ;
end ;

save (triangle , "memoire_des_triangles_jusqu_au_poids_29.m")

6.6.3 Procédures concernant les notations intermédiaires, les moules et les
comoules.

Nous pouvons écrire une série de procédures calculant les objets suivants :

i . S,i S Zas ~S S S
dlagk 5 g(ﬁ)l) 5 B=* , T, 7;?7 T, » Sg& Aﬁ'
diagonale := proc (i,k)

if k = nops(i) + 1 then O else sum (il[p]lp - k + 1], p = k..nops(i)) end ;
end :

sigma := proc (S,i)
local k, 1 ;
[ seq ( sum (S[k][1], 1 = 1..nops(S[k])) - nops(S[k]) + diagonale (i, k)

k = 1..nops(8)

)
15
end :
coefficient_multinomiaux := proc (m, k)
factorial (n) / ( (product (factorial(k[pl), p = 1..nops(k)))
*
factorial (n - sum (k[r], r = 1..nops(k)))
)
end :

B := proc (S, i)
local diagonales, r, memoire, reponse, k, p, 1 ;
diagonales := [seq([seq (ilpllp - k + 1], p = k..nops(i))], k = 1..nops(S))] ;
memoire := [seq (coefficient_multinomiaux ( sum(S[k][1], 1 = 1..nops(S[k]))
- nops(S[k]) + diagonale (i, k) - 1

diagonales[k]), k = 1..nops(S)

)
15

reponse := 1 ;
for k from 1 to nops(memoire) - 1 do

reponse := reponse * memoirel[k] ;
end ;
reponse ;

end :
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tau := proc (8)
global triangle ;
local reponse, k, T, i ;
T := triangle (S)

reponse := 0 :
for k from 1 to nops(T) do
i = T[k] ;
reponse := reponse + B(S, T[k]) * Te(op(sigma(S, i)))
end :
reponse ;
end :
coefficient_de_Fourier_de_Te := proc (S, n, d)
local reponse, j, k, T, i, epsilon ;
epsilon :=n / abs(n)
reponse := 0 :

for j from 1 to nops(S) do
for k from 2 to S[j] do

reponse := evalf ( reponse + (-2 * Ix Pi)~"(k - 1)
/
(factorial(k - 1)) * Z(S, j, S[j]l - k)
d
)
end ;
end ;
simplify (- 2 * I * epsilon * Pi * reponse) ;
end :
coefficient_de_Fourier_de_tau := proc (S, n, d)

global triangle ;
local repomnse, k, T, i, epsilon ;
T := triangle (S)

epsilon := n / abs(n)
reponse := 0 :
for k from 1 to nops(T) do
i = T[k] ;
reponse := evalf ( reponse
+
B(S, i) * coefficient_de_Fourier_de_Te (sigma(S, i), n, d)
d
) .
end :
simplify (- 2 * I * epsilon * Pi * reponse) ;
end :
signe := proc (8)
local reponse, i ;
reponse := 0 ;
for i from 1 to nops(S) do
reponse := reponse + nops(S[i]) ;
end ;
(-1)~(reponse + 1) ;
end :

A := proc (S, a)
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local reponse, i, j ;
reponse := 1 ;
for i from 1 to nops(S) do
for j from 1 to nops(S[i]) do
reponse := reponse * a (S[i][j]) ;
end ;
end ;
reponse ;

end :

6.7 La procédure de calcul de la somme partielle des invariants.

+

Tous les éléments sont préts pour effectuer la somme partielle de Aj, .

Dans la procédure, “calcul somme partielle n ieme invariant” :
‘a’ désigne une fonction telle que a(k) soit le k-ieme coefficient de Taylor de f .
‘poids’ désigne 1'ordre de troncature de la série définissant AJ. .
‘d’ désigne le nombre de décimales souhaitées pour le calcul.

calcul_somme_partielle_n_iéme_invariant := proc (a, n, poids, d)

global sequences, triangle ;
local p, lambda, L1, L2, sequences, reponse, i, S ;
read "memoire_des_triangles_jusqu_au_poids_29.m" ;
reponse := 0 ;
for p from 3 to poids do

print ("début de calcul pour le poids ", p) ;

read (cat ("sequences_de_omega_point_de_poids_", p, ".m") ;
for i from 1 to nops(sequences) do

S := sequences[i] ;

reponse := evalf ( reponse + signe (S)

*
coefficient_de_Fourier_de_tau (S, n, d) * A(S, a)
d
)
print ("reponse = ", evalf (reponse, d)) ;
end ;

end ;
evalf (reponse, d) ;

6.8 Exemple.

1
Considérons le difféomorphisme f: 2z f(z) =2+ 1+ 102 -
z

On obtient alors la feuille Maple suivante :
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Liens entre les différentes
conjectures énoncées.

L’objectif de cette annexe est de regrouper entre eux tous les énoncés conjecturaux de
la seconde partie de ce travail, mais surtout de synthétiser les liens qui existent entre eux
et de faire comprendre comment ces énoncés ont été posés.

Nous commencerons par rappeler un principe philosophique qui nous a guidé dans
toute la partie concernant I’étude des multitangentes. Ensuite, les énoncés seront rappelés :
ceci ne sera pas fait de maniere linéaire, mais plutot par type de conjectures (de type
analytique, de type arithmétique) et par groupement de conjectures. Enfin, nous finirons
par un schéma explicitant les liens entre les conjectures.

1 La multitangente attitude.

L’idée générale qui sous-tend toute la seconde partie de ce travail est la suivante :

Il existe des liens trés forts entre les multizétas et les multitangentes :
chaque résultat arithmétique sur les multizétas semble se traduire
en un résultat sur les multitangentes, et réciproquement.

Ce principe général nous mene a étudier les importantes conjectures 2 et aj_-]

Les liens entre multizétas et multitangentes sont aujourd’hui de deux natures :

1. Les relations de réduction en monotangentes (résultat démontré, cf. le théoreme 1
p-[121) .

2. Les expressions de Ze2Te? dans MTGF, pour tout s € % (résultat conjectural) .

La correspondance entre les résultats sur les multizétas et les multitangentes n’est
pas parfaite : les résultats sont souvent du méme type, mais pas obligatoirement... Pour
illustrer ceci, rappelons schematiquement deux faits.

Autour de I’absence de composante 7e! dans les relations de réduction.
1. Toute multitangente convergente est exponentiellement plate.

Donc, la composante Te!, dans la réduction en monotangentes, est nulle.

2. On dispose d’une expression intégrale sur (R, )* pour représenter les multizétas.

! Les conjectures 1 et 1’ découlent de ’étude des tables de multitangentes (cf. Annexes [2|et 3] .

Les conjectures 5 et 6 proviennent d’une véritable étude des courbes des fonctions r — |Te§(rei9)’ ,
ouf e€0;2n] et s € S*.

Les conjectures 3, 4, A, B et C découleront de 1’étude de la conjecture 2.
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Donc, les multizétas vérifient les relations de symétralité.

Donc, la composante Te!, dans la réduction en monotangentes, est nulle.

Ces deux approches se mélent en I'équivalence suivante :

( Résultat analytique ) ([ Relations algébriques )
sur les multitangentes : entre multizétas :
9 — 9
Caractere exponentiellement plat Quelques relations
| des multitangentes(cf. &D ) | de symétralité (cf. &} )

Calculs de Te2"(z) et Ze2".

Deux calculs indépendants donnent :

sin(m(z — ivX)) sin(7(z + ivX))

sin?(7z)

=Y T ()X =

r>0

. h X
z, = Z zlxr sh(rv'X)
o X

Alors : (I) <= ({2)) , car la réduction en monotangente donne :

T =1+ X2, Te*(2) .

2 Les énoncés des conjectures.

Pour chaque bloc de conjectures, on donnera, lorsque c’est nécessaire, un diagramme
commutatif résumant les implications entre elles. Voici les notations pour comprendre
ces diagrammes :

1. @—>@ signifie que p = ¢ .

2. @ ----------- >@ signifie que I'on conjecture I'implication p = ¢ .

3. @—»@ signifie que p = ¢’ , ou ¢’ est une propriété tres proche de ¢ .
4. @— - >@ signifie que p et ¢ sont deux propriétés liées

5. 7]
signifie que p et ¢ entraine r .

@/

6. L’absence de fleche entre les cases @ et @ signifie qu’il n’y a pas de lien entre

les propriétés p et g, a priori.
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2.1 Les conjectures de type analytique.

Il s’agit de deux majorations des multitangentes, généralisant celles démontrées a
la section 7 :

lIsl
2
Conjecture 5: VseS*, Ve C, argz & {0;7} = |Te2(2)| < <—|) :
z

|Sm

Conjecture 6 :  Pour tout s € §* et tout z € C vérifiant |SIm 2| > 1, on a:

|Tes(z)|§< 1 >|ISI 2

1Sm z| ) sh?(7Qm z)

Notons que ces deux conjectures semblent abordables.

2.2 Les conjectures de type arithmétique.
2.2.1 Autour du nettoyage des 1.

La conjecture sur le nettoyage des 1 est I'une des plus profondes, avec la conjecture 8.

Conjecture 2 : Nettoyage des 1 dans les multitangentes, version 1.

Vs € 8%, Te2 € MTGFy ) -

Cette conjecture est équivalente a :

Conjecture 2’ :  Nettoyage des 1 dans les multitangentes, version 2.

Vs € (N*)*, Tes € MTGF2,||§H .

Celles-ci se réduisent a la conjecture 3 qui donne un lien tres profond entre multizétas
et multitangentes :

Conjecture 3 : Second lierﬂ entre multizétas et multitangentes.

Vo € S_T_ , Ze?Te? € MTGF2’||E||+2 .

On a donné une méthode générale vérifiant les conjectures 2 et 3, pour les petits poids.
Celle-ci repose sur :

=0, co=c3=1.

Vn €N, chi3=Cpi1+Cp -

La matrice, de taille f{s € (N* —{1})" ; ||s|]| = p} X ¢,, obtenue par
le procédé décrit au paragraphe est de rang ¢, .

Conjecture 4 :  Soit (¢, )nen définie par :

Le premier lien entre multizétas et multitangentes est la réduction en monotangentes : celle-ci lie
intimement multizétas et multitangentes entre elles.

243



Voici les liens entre ces conjectures :

D= —s

Enfin, les trois conjectures suivantes sont des rafinements des conjectures 2 et 3 :

Conjecture A :  Si S;(s) désigne la somme des valeurs absolues des coefficients dans
un nettoyage de Te2, alors :
il existe C > 0 tel que pour toute séquence s € S*, il existe
un nettoyage de Te2 vérifiant S (s) < Clisll .

Conjecture B :  Si S,(s) désigne la somme des valeurs absolues des coefficients
d’une combinaison linéaire exprimant Ze$Te*, alors :
il existe C > 0 tel que pour toute séquence s € S8* et pour tout
entier k > 2, il existe une combinaison linéaire exprimant ZesTe*
vérifiant S, (s) < Cllsll

Conjecture C : Si S,(s) désigne la somme des valeurs absolues des coefficients
d’une combinaison linéaire exprimant Ze$Te?, alors :
il existe C > 0 tel que pour toute séquence s € S*, il existe
une combinaison linéaire exprimant Ze$Te? vérifiant S, (s) < Clisll .

Nous avons les méme liens entre ces conjectures qu’entre les conjectures 2, 3 et 4 :

2.2.2 Absence conjecturale de (Q-relations linéaires entre multitangentes de
poids différents.

Rappelons une conjecture tres profonde sur les multizétas :

Q ,sik=0.
Conjecture 7 :  Notons Z;, = {0} ,sik=1.
Vectg(Z2e®) sest sk >2.

lIsl|=F
Il n’existe pas de relation entre multizétas de poids différents :

Y Z=E z .

keN* keN*

L’analogue semble aussi étre vrai pour les multitangentes :

Q ,sik=0.
Conjecture 8 :  Notons T = {0} ,sik=1.
Vectg(Te®) sesy stk >2.

llsli=k

Il n’existe pas de relation entre multizétas de poids différents :

ST-Qn

keN* keN*
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Les liens sont simples :

2.2.3 Autour d’une caractérisation des multitangentes convergentes paires,

impaires ou nulles.

Il s’agit de deux conjectures posées en lisant les tables de multitangentes établies par
réduction en monotangentes (cf. Annexe [2[ et [3]) et qui ont été vérifiées jusqu’au poids 15.

Conjecture 1 :  Caractérisation des multitangentes nulles.

Les multitangentes convergentes identiquement égales a zéro sont
exactement les multitangentes Te® avec s € S*N{1;2}*, symétrique,
de poids impair et de longueur supérieure a 2.

Conjecture 1’ :  Caractérisation des multitangentes paires ou impaires.
Soit s € S* .
1. Si la composante Tek, k € [2; max(sy;---;s,)], n’apparait pas

dans la réduction en monotangentes de Te2 | alors Te2 est de méme
parité que k (et donc éventuellement nulle) .
2. La multitangente Te® est paire ou impaire si et seulement si :

1%

Notons qu’en longueur 3, la conjecture 1 a été démontrée (cf. p. [I185)) et qu'un
programme d’étude en toute généralité est proposé a la page |187].
Ici, les liens entre les conjectures 1 et 1’ sont particulierement simples :

[1]—[1]

2.3 Diagramme résumant ’ensemble des liens entre les conjec-

tures.

(][]

5 A=Be=(0

Y
§ B0
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Autour du nettoyage des 1 dans
les multitangentes.

Figure 1 : Quelques exemples de nettoyage des 1, pour les poids 5, 6 et 7.

sl =5 T2 =0,

Ted 12 éTe?’"} + 3762’4 17‘64’2
Il =6 | Te2a = STebs - LT g T
T21,12 _éTess
Teb1.2 1762,23_17322 17~52+ 77~€4,3Jr Tedd 4 L2
6 6 3 8
1
Tedl3 — 27232
5
T€2’1’4 11%7- 3,2, 2 7— 52 i7-64,3 + %7‘6374 o %7%2,5 .
1 1 1 17 1
2,1,1,3 322 , + 52 L pa3 o34 1 95
sl =7 Te BT T T T T
2 1 11 1
2,122 _ 47322 52 43 Alr34  Lro5
Te 3T 6T 4Te + 24Te + 6T€ :
2 1 5 1
2,2,1,2 322 | oo Ml us 9 34 195
Te 3T + 676 247% 247?9 6Te )
7'63 1,1,2 _%7—63 2,2 1—127-65’2 izT 7— 3,4 _'_ 7-62 5 ]
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Figure 2 : Exemples d’écriture de Ze?Te? dans MTGFy |442-

lls|]| =4 | Ze*Te? = —Te??
Ze3Te? éTe?”Q — —Te*3
sl =5
ZePTe? = 1T€3’2 Te??
ZetTe? = ——Tes
Ze??Te? = —éTe?”‘3
|Is|| = 6 '
ZAITL2 — L33
e Te 24Te
Ze2LIT2 _%7-63,3
1 1 1 1
Z5T2 — L2 A3 S ge3d L 2s
Te 307' 15Te + 15Te + 307—6
1 1 1 1 1 1
ZehlTe2 - & 7223 _ L322 Logse L3 L34 Lo
e = 5Te 5/° 1076 "¢ e F e
Z32Te? = ~Teb?? — ZTe??d L7’65’2 + 1764’3 — 1763’4 - LT€2’5
4 120 60 60 120
1 1 2 2 1
Z23TL2 _ D223 _ 1322 _ L ops2 | L a3 2 gsa L ges
o Te Te 6Te 15Te 15Te + 157?3 + 15Te
§ —
Ze3LITe2 — iTezz,g B iT63,2,2 B iTeE”Q B iT 43 | iTe?”A‘ i iTGQ,S
12 12 40 20 20 40
1 1 7 7 7 7
2221702 — tq322 _ tq223 . L ogse (s Cpna 1 opas
e Te 4Te 4Te + 1207 +60Te 60T€ 120Te
1 1 1 2 2 1
221272 _ 17223 _ 1322 L 52 A gan | L34 L a5
e212T2 GTe 6Te 15Te 15Te + 15Te + 15Te
1 1 1 ) 1
21112 _ _ + 52 Looas Losa L ros
Ze Te BOTe 157 + 15Te + BOTe
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Figure 3 : Matrices obtenues, pour les poids p € [4; 7] en appliquant la

méthode proposée de nettoyage des 1 dans les multitangentes.

p=25:
-5 0
10 0
—-10 0
5 0
15
— —6
2
15
—-—— 6
2
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p==6 :

48
35
24

7
32

7
24
7
48
35
352
105
88
35
16
105
88
35

16

16
105
24
35

[\ N

| ©

21
—35
35

—21

14
—14
21

—14

—28
14
28

—21

441
16
441
16
189
16
189
16

—20

20

—10

20

—20

10

15

—15

15

—15
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Quelques relations de symétralité
pour les multizéetas, retrouvées a
partir des multitangentes.

Figure 1 : Relations de symétralité obtenues, en annulant la composante Te!
dans les relations de réduction en monotangentes des multitangentes de
poids p € [4;9] :

P(?lds des Relations entre multizétas obtenues
multitangentes

4 Aucune.

5 AZeB 42262 = (2e2)°.

6 6Zebl +3Ze32 + Ze?3 = Ze3Ze? .
2Ze33 4 3Ze24 = 3Zet Ze? — 2(263)2 .
12Ze%! + 6Ze*? + 2233 = (263)2 .

7 8Zedl 4 4Ze?  Ze2t 4+ 22633 = Zet Ze? |
AZBLLL 4 9Z 2211 L 9Z 2121 L 9z 2112 . Z 27201 _ (262,1)2 '
263’2’1 + 263’1’2 + 262’1’3 + 262’2’2 + 262’3’1 — 263262’1 _ 263’1262 )
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Table des multitangentes.

1 Table des monotangentes, pour les petits poids.

T
Telz) = tan(mX)
2
0\ T
Te) = sin?(7X)
3

30y T cos(mX)

7e() sin(7X)

4
agy _ Tcos(2mX) + 2
Te) 3 sin*(nX)
5
5oy m° cos(3mX) + 11 cos(mX)
T2 = 135 sin®(rX)
Te5(2) = 7° cos(4mX) + 2? cos(27X) + 33 ‘
60 sin®(7X)
Te7(2) 77 cos(5mX) + 57 cos(37X) + 302 cos(7X)
e’(z) = .
360 sin”(7X)
Te5(2) 78 cos(6mX) + 120 cos(4mX) + 1191 cos(27X) + 1208
e®(z) = ,
2520 sin®(7X)
T6(2) ¥ cos(TnX) + 247 cos(5mX) + 4293 cos(37X) + 11651 cos(7X) + 3968
e'(z) = ,
20160 sin”(7X)
Te(2) 710 cos(87X) + 502 cos(67X) + 14608 cos(47X) + 88234 cos(27X) + 78095
elf(z) = :

181440 sin'?(7X)

2 Tables des multitangentes convergentes, pour les
petits poids.

2.1 Poids 4.

Te*? = 2¢(2)Te* .
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2.2 Poids 5.

Te23

= —3((3)Te* +¢(2)Te?

Te*? = 3((3)Te* + ¢(2)Te?

Te212 — (|
2.3 Poids 6.
Terd — §§(2)2Te2 _2C(3)T¢ + ¢(2)Tet
Teds — —15—2 C2)Te
Teb? = (2T + 20(3)T + ((2)T¢*
Te22 = 2 (2T
Tes = —ZCPTE + ()T
Terh? = —2CPTE — (R)TE
Terl12 — %g(z)?%? |
2.4 Poids 7.
Te25 — _5((5)Te? + §<(2>2Te3 _ 2 (3)Te + C(2)TE
T3t =10¢(5)Te? — %g(z)%fﬂ +¢(3)Te

Tet?

= —10¢(5)Te?

~ SCPTE - )T

TeP? = 5¢(5)Te? + §< (27" + 2¢(3)Te* + ((2)T€’

232

= ((2)*T¢

Te223 _ _5
2

—6¢(2 )) Te* + 1—30c(2)2’re3
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Tet? = (§<<5> - 2<<2><<3>) Te? — LC@PTE — (()Te

Te?!?2 = (10¢(5) — 4¢(2)¢(3)) Te* .
Te?2h2 = (—10¢(5) +4¢(2)¢(3)) Te* .

TePbh = (<5¢(5) + 2C(2)C(3)) Te* + 2 (T

Te3b12 — ( C( )—2C(2)C(3))T€2+§C(2)2T€3

7~€2,1,1,1,2 — 0
2.5 Poids 8.
Te* = i_i C(2)>Te* —4¢(5)Te® + 26(2)2%4 —2¢(3)Te” +((2)Te°
35 24 3.9 3 6 27 4 5
Te™ =~ ((2)°Te +5((5)Te’ — £ ((2)*Te! +((3)Te
Tebt = (2P + £ (2T
5,3 24 37,2 3 0 2Tet °
Te™ = = ((2)°Te? = 5((5)Te" — £ ((2)*Te" — ((3)Te
Te0? = 2 @ 4 4CEITE + L CRPTE + 23T + (T
352
. (105 bt >Te Lo
233 88 ) ’
(S Yaor) 7 +(2§(5)—34(2>C(3)) 7
T2 _ (105 343¢(3 ) +(2¢(5 )—zg(2)c(3))TeS+%<(2)2Te4-
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Tt = (0@ = S0P T+ (~560) + )3 ) T

5 COPTE 4 ()T
70— (<320 + 502 ) T+ (-5 06+ 30 70
Teb2d — (? 2~ 9 §(3)2> 7e?
T — (362 - g1 62) T+ (=360 + <) ) T 4 5 o2 Te!
7ot — (G 4 303 ) Te 4 (~24(6) + 22K Te + 15 C(2PTe!
7o — (360 - 162)*) 76+ (5606) - 02163 ) 7ot + 0P
T = (€@ - 5] e+ (5606) - 62163 ) 7

—=C(2)*Te* = ¢(3)T¢e’
762152 = (=0 (0 + S ) 7+ T
T2 — % 23T .
T2 = (—% ¢(2)° + g g(3)2) Te? — ((2)¢(3)Te .
72129 — (10 (P + 3¢ ) T+ (50 - 262060) ) T
72— (2002 = S6(3) T+ (5 €09+ 36213 ) T
Teat— (3B + G2 ) T+ (-34(5) + CRKBN Te + & 2P T
7o = (22 - Ser) e+ (5 005) - 30021003 ) 7
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T (—% ((2)" + 3g<3>2) T + (_g ((5) + 2<<2><<3>) Te" .
Te s = (34(3)2 - % <<2)3) Te?

7
762,1,2,1,2 _ _i C(2)3T62
35

T 2,2,1,1,2 — %((2)37‘62

TR = —3—85 C(2)°Te? + C(5)Te" .
TeHI2 = — 2 (2T — ()T

2,1,1,1,1,2 _ E 32
Te = 3z ¢(2)°Te” .

3 Tables des multitangentes divergentes, pour les pe-
tits poids.

3.1 Poids 2.
Telt = —3¢(2) .
3.2 Poids 3.
Tel? =0.
Te*' =0 .
Telh = —((2)Te' .
3.3 Poids 4.

Teld = —((2)Te* .

Tedt = —((2)Te .
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Tell? = ——((2)Te? .

2
Tel2l =0 .
1
Tett! = —§C(2)7—€2 :
Tel Ll — 3 9)2
e 50(2)7

3.4 Poids 5.
Tel4 = ((3)Te* — ¢(2)Te .
Tett = —((3)Te* — ¢(2)Te’ .
Tebhs = (B)TE — (T

Teb?? = —2((3)Te* .
Tel3t =0.

Ter?l = 2((3)Te* .

Tedll — _((3)Te — %g(z)Tei’) |
Tebbh2 = L((3)T
Teli2t = 0.
Tel21h = 0.
Terb = ()T
Tt = Do) Tet

3.5 Poids 6.

Tels — —%g(z)%? + )T — C(2)Te" |
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Telld — 1_10<(2)2’T62 +¢(3)Te* — %C(Q)Te4
Tel23 — % C(2)*Te* —2¢(3)Te* .
Teld2 = —2((2PTe

Ted 21 — % C(2)*Te* +2¢(3)Te* .

Tedll — _1_10C(2)27'62 —((3)Te* — %C(Q)T€4 .
Tert1s = L2227t 4 (3T
10 3

Teri2z - Lot

5
1
Tel 3l = §C(2)QT€2 :
6
Tel212 = —EC(Q)QTGQ :
Tel221 _

Teldit = (2)27e?

2
Tertat = D((2PTe
Te22 bl = %C@)QT@Q :
Ted L1 — iC(Q)QT@’Q — l§(3)7’63 .
10 3
1L1,1,1,2 _ i 2762
Te = 4OC(2) Te” .
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1
Tel 1211 ZC(Z)QTQQ
T€1’2’1’1’1 0
1
Te2LLLL — 4_()€(2)2T€2
TelLLLL1 ic( )3
10

3.6 Poids 7.

Tel5 = ((5)Te* — §4(2)2Te3 +¢(3)Te* — ¢(2)Te" .

TSt = —((5)Te” - %C (2)°Te? = ((3)Te* = ((2)Te” .

Tel 15 = (2¢(5) — C(2)¢(3)) Te? — %((2)7‘65 - 1—10C(2)2T63 +((3)Te .

Tel24 — (QC(Q)C(S) — %g@)) Te? + 1—70 C(2)*Te* —2¢(3)Te* .

Teld3 = gg<5)’re2 — %C (2)*Te* .

Tel 12 = —((2)*Te® — 3((5)Te* .
Telol = ()T

Te2Al — 3{(5)7'62 — C(2)2Te3 )

Teddh = —((5)Te* — =((2)*Te* .

T C@PTe +2¢(3)Te"

7ot — (=200 + 560)) T+ g

Tedbl = (—2¢(5) + ¢(2)C(3)) Te* — %C(Q)Te"’ — 1—10C(2)2T33 —¢3)Te! .

Tellld — (2«5) — ;C(Q)C(?))) Te? + %C(2)2Te3 + %C(3)Te4 )
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Tell:23 — (;C<2)§(3) — %g@)) Te? + 1—70 C(2)*T¢" .
Tel132 — (_%C(E’)) + %((2){(3)) Te? — %C(Q)QTe?) .

Tebl = —CCBITE + 5C(2PTe

Tel 213 — (9

2

0(5) - 423 T - Zo(2PTe

Tel222 — (~4((2)0(3) +24(5)) Te?

Teb 231 = 2((2)¢(3)Te? .

7112 = (G(2)6(3) - 360 ) 72

Teld21 = 2¢(2)¢(3)Te .

Tebhl = LC@B)TE + (2P Te"
Tet = (~2)003) + 306)) 7

Ternt = (3005) - 302¢03) ) Te? - ST
Ted 121 — (_gc(g)) + C(Q)((S)) Te? — §§(2)2Te3 .
32,11 _ 7 9 11 2, 7 2)27e?

T = (-302)003) + 563) ) T+ 15 CRPTE

TedlL1 — (_2§(5) + ;g(2)§(3)> Te? + 1—10C(2)2T63 — %C(3)Te4
Tel 1113 (§(5) — gg(Q)((i%)) Te? + %C(Q)QTBB

1,1,1,2,2 __ § —_ 62

T — (Se@)e) - 166)) T
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1
T61’1’3’1’1 — Z_lg(2>27~€3 ]

Tel 212 = —4((5)Te” .
Tel:2121 — ) |

Tel22L1 = ¢(2)¢(3)Te .

T€1’3’1’1’1 — %<(2)((3)7~62 )

Te2 121 — 4((5)Te?

Te212L1 = _6¢(5)Te? .

2,2,1,1,1 _ ( g +4<( )) 2 .

3,1,1,1,1 _ ( g )) T@ + C( )
1,1,1,1,1,2 — (ég - _C )) TGQ
TellL1121 —
T€1’1’1’2’1’1 —éC(2)C(3)7'62

TelL2LLL — Z¢(2)¢(3)Te? .

Tel2LLLL — ) |

Tttt = (—1e(s) + L) 7

3
LLLLLLL — 2 ~(9)37,1
Te = C(2)'Te

3.7 Poids 8.

Te = — 2 COPTE + CB)TE — SCPTe! + (3T — )T
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Ter = — 2 CQPTE — (B)T — ZCPTe! — (AT — (T

Tetis _ (_% ()7 + %qu) Te? 4 (24(5) — C(2)4(3)) Te — (2P Te!

+¢(3)Te® — %C(Z)Teﬁ .

Tel25 _ (ﬁ C(2) — g(3)2> Te? + (2{(2)((3) — 12—1C(5)> Te® + % ¢(2)*Te!

7ot = (6037 - T2 02*) 7+ (5605) - 02163 ) 7 - pe@p e

2
Tetas — (222 ¢y - QC(3)2) Te? +(2¢(2)¢(3) — 3¢(5)) Te* .

70 = (237 - 2<<2>3) T — ()BT - ((2)°Te .

Te25.1 —

(
(
(
s~
(
(
(

Tt = (35302~ 2062 ) T+ (-262)66) +366) T

Tt = (566 = 02 ) T+ (5605 + K@) ) T - 0P Tt

7ot = (L@ - gaR) T+ (-202060) + o)) T + 5 c(2PTe!
+2((3)Te’

Teot = (= G2+ 0P ) Te 4 (-2405) + G2ICE T — 621!

~CRTE ~ 5C@)TE
Tt — () - 2562 T+ (2606) - 362 e + o2 Te!

1 5



11

Terat = (<2003 + 46P) T+ (005 + 302000 ) T+ oGP Te
(

7ot — (2@ + J002) T - JoPTer.
Teron — (02— G312 ) Te = JENEITE + 30277

Teran = (= ge - 10 7+ (3005) - o)) 7t - ST
7er229 — (60031 = 30 € ) Te? + (2405) - 221N T
Tel232 = (—3 ¢(3)* + 1—(2)5 g(2)3) Te? —2((2)¢(3)Te® .
2 7 3 2 3
Tel 24 = (2¢(3)* — 1 ¢(2) ) Te* +2((2)((3)Te” .
1313 _ 9 32 1 3
Te )T = () Te

(
Tt — (267 - @) 7 - 20T
Terant - (1%«2)3 - <<3>2) Te 4 SCRIE)TE + 3((2PTe!
Teriat = (- L+ 37 ) T - T
T — (e - 30(ap ) T
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BB+ o 02 ) T+ 2620ITE

)Te——<<>

Tetan = (2((3 )Te (%c<5>—3<<2><<3>) T 4 L (27!

Testan (c() - 0P T+ (-2006) + 5B ) TE + @R
)T

T = (S - 1e@?) 7o+ (€6 - 26@60)) T + @R

Tt — (<2g(3 + 0 € ) Te?+ (4405) + 6(2K)) 7o

139
Tel 1132 — —°7 C(2)37-€2

1
120 + =¢(2)¢(3)Te® .

3

Tellidl = (—%g(3)2 - 1—10<(2)3> Te’ — %c (2)C(3)Te” .

Ter121s = (—% (2 + %c<3>2) T (6<<5> - %<<2><<3>) T

761,1,2,2,2 — (% C(2)3 + 2C(3)2> T62 )
T€1’1’2’3’1 — _g C(2)5T€2
20 '
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T€1’2’2’2’1 — _4c(3)27~62 ]

Tt — (=L@ 4 200R ) T+ )T
Ttz = (- G2+ () T

Tehhat = S0(2)Te

Tetsatt = - L ()T

Tt = (=308 - 02 ) T 4 S0 T
T b5 = (_% 2P+ <(3>2) 7e?

Te2t22l — (—2 ¢(3)* + g g(2)3) Te?

Tt — (360 - 5¢7) et - ST
T - (o4 agr) T



Te22211 —

Te23, 111

Tell12.2.1

Tel L1311 —

Tell2112 — 22

Tel 12121 —

T61’172’2’1’1

Tel 13111 _

Tel:2 11,12

(g €(2)% +2 4(3)2) Te? .
= T 2T
_ (% (2) — g(3)2) Te? + 4¢(5)T" .
= (=B c@r+ o) e+ (—603) + i) 7
- (~2c7+ e 7+ (166 - 3626)) 7
— (5662 - 5 0@P) T+ (~0) + 502103 ) T+ 4o<PTe
= (- c0r+ 5e?) 7 + (Lo - ) 7
- (T ot - Ze2) 72
= (T

2@
_ §§(3)27’e2 .

(—%4(3)2 - 2—10«2)3) Te — LCRUETE

('

§§(2)37’62
— _1_70g(2)3762 .

(-3¢0 - 3562 ) T+ Ge)cEITe

8
— —?C(2)3T62 )
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Tel2.1,1,2,1

Tel:21211

Tel:22:1,11

Tel:3 1111

Te2 111,21

T62’1’1’2’1’1

T62’1’2’1’1’1

Te221.1,11

Ted L1111

Tel L1112

Tel L1121

Tell1,1,2,11

T€1’1’1’2’1’1’1

Tel 121,111

Tel21,111,1

Te2 111111

TelLLLLLLL

Il
o
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4 Exemples de valeurs génériques de multitangentes.

112k] (—1)k7T2k
7o = o

jeery  (=D)Fa*
Te = (2k+1)!Te :

o 92k—12(k—1)

2
Te k) Te” .
soM 3(_1)k26k—27r6k—2 )
Te (6h)! Te* .
gk 3(_1)k26k+17T6k
[ (S T
X 4k—1,_4(k—1)
Tﬂ]—37ﬁ5—4904ﬁ+f“90#f—3hnﬁy).
_ 1\ko9%k,_10k—4
T = 1%( D(foz;): ((2"-3+a+a%)(7e2)" = 2+ .37
_ 1\ko9%k._10k
T65[2k+1] _ 5((132 i 57;‘ <2k+3 . 37—65 + <1l(ak + @k _ 2k+1) + 5\/3(04’“ — dk)>7-€1 (T€2)2> .
=123+ 5V5 .
ou
a=123—-5V5.
X 6k—5,_6(k—1)
T — 2(6+)' (360766 —18(26 + (—27)") Te*Te" — (30 — 6(—27)F — 3 - 2%) (762)3> :
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Rappels des principales notations

On se propose ici de rappeler les principales notations utilisées tout au long de
ce travail. Pour la premiere partie, elle concerne essentiellement les notations introduites
pour le calcul des invariants holomorphes ; pour la seconde partie, les rappels de notations
concernent les principaux alphabets utilisés, les principaux moules et bimoules utilisés
(analytiques et formels), les notations concernant la réduction en monotangentes ainsi
que les notations syntaxique mises en oeuvre pour montrer par le calcul I'absence de
composante Te! dans ces relations.

Pour les autres notations, le lecteur est invité a se référer a l'index des notations
indiquant la page ou la notation correspondante est introduite.

1 Autours du calcul des invariants holomorphes.

1.1 Alphabets.

Nous considérons les deux alphabets suivant :

N3 ={neN;n>3} : seq(N3) — {0} .

1.2 Séquences.

Une séquence de seq (Seq(Ng) — {(D})) est notée par une lettre majuscule grasse et sou-
lignée. Ses composantes sont notées en lettres minuscules grasses soulignées et numérotées
en exposant. Ainsi, pour S € seq(seq(N3) — {0})), on écrit : S = (s’;---;s") .

Voici d’autres notations relatives aux séquences, ou S est notée comme précédemment.

1. Lorsque s € seq(N3) ou S € seq(seq(Ns) —{0})), I(s) et {(S) désignent les longueurs
de s et S respectivement.

2. Le poids de s = (s1;---;5,) € seq(N3) est |[s|| =s1 4+ + s, .
I(8)

3. Le poids de 8 = (s*;--+;8") € seq(seq(N3) — {0})) est ||| S]]| = Z s — 1.
k=1

1.3 Notations intermédiaires.

Avant d’en arriver a définir les moules utiles, voici quelques notations intermédiaires :
1. Pour tout r € N* et toute matrice i € M,.(N) triangulaire inférieure :

r

. > igpp . st 0<p<r—1.
diag, = k=p+1

0 , Sl p=r1.
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2. Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})), de longueur 7 :

0 v o 0

. . k-1
triangle(S) = ?2’1 o S eM(N) ;s VEe[2;r] ’Zik’l = I(s")

: S : —

Z.’r,l e ir,r—l 0

3. Pour toute séquence S € seq(seq(Ns) — {0})) et pour toute matrice i € M, (N)
triangulaire inférieure :

o(5:1) = (|Is] ~ 1s") + dia])

1<k<r

4. Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})) et pour toute matrice i € M, (N)
triangulaire inférieure :

@

Si_ H) (sl — i(s*) + diag! — 1)1

= ( Upp—k !> (lls*]] = 1(s") = 1!

p=k+1

Remarquons que les matrices triangulaires inférieures sont notées comme des séquences.
Il y a deux raisons a cela :

1. Ces matrices sont apparues comme des indices de sommations, comme c’est le cas
pour les séquences dans une contraction moule/comoule.

2. Ces matrices agissent a travers la quantité diag, qui se comporte exactement comme

la séquence (diagy ;- --;diag?) lorsque s est de longueur r.
1.4 Moules
Il s’agit de moules, a valeurs respectivement dans {41 ; —1} et H(C — Z), définis sur

seq (seq(N3) — {0})) par :
VS e seq(seq(N3) - {@})) , sgS = (_1)l(§2)+-..+z(§l<§)) ‘

VS € seq(seq(N3) — {0})) , 8 = Z BSi Teo8id)

ictriangle(S)

Nous considérons aussi des moules qui sont les coefficients de Fourier des moules
1-périodiques Te® et 7° :

1. Pour tout n € Z et toute séquence s € S* :

~ ) —2inm)k1
s = 2@71'2 (Z ﬁzm_k) .
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2. Pour tout n € Z et toute séquence S € seq(seq(Ns) — {0})) :

Z BSi ﬁa@;i) ,sil(st) = 1.
Tn — i€triangle(S)
0 , sinon.

1.5 Comoules

On définit enfin deux comoules par :
1. Pour toute séquence s € seq(N3), de longueur r : Ag = ag, - - - as

ot

2. Pour toute séquence S € seq(seq(N3) — {0})), de longueur r : Ag = Agi -+ Ay .

2 Autours des multitangentes.

2.1 Les principaux alphabets utilisés.

Quatre alphabets interviendront fréquemment :

*

Si={se(N");s > 2} , St ={se(N);s >2}.

S = {§ € (N*) ;s> 2et Si(s) = 2} )
Lo={se(N)"; Vie[l;l(s)], si 22} = (N" = {1})" .

2.2 Les moules, bimoules et moules formels liés aux multizétas.

Les moules des multizétas, des multizétas de Hurwitz et des multitangentes admettent
chacun une version colorée. Ceux des multizétas de Hurwitz et des multitangentes,
qui sont des fonctions, admettent aussi une version formelle (non colorée et colorée .

Les moules et bimoules analytiques sont notés avec une majuscule cursive tandis que
les moules formels sont systématiquement notés avec une majuscule droite.

Nous rappelons ces quatres types de définition, ainsi que leurs différentes écritures.

2.2.1 Les moules.

Les multizétas. Les multizétas admettent deux types de représentations, une sous
forme de somme, 'autre sous forme d’intégrales itérées. En voici les versions utilisées :

1

nlsl .o nrsr

VseSt, Zet = )

1<n,<--<ny

B 1 / ur g —ug)®2 e (= up )™
0

f[(S' _ 1)| << <Up <400 (6“1 _ 1) A (6"7‘ N 1)

i=1

duy - - - du, .
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On définit aussi le moule des multizétas du coté des négatifs par :

vses, gy !

S1 ... sp
Pr <o <p1 <0 y4! DPr

Les moules Ze® et Ze® sont régularisés en posant Ze! = Ze! = 0 . Il sont aussi liés
entre-eux par une relation de pseudo-parité :

Vs e (N), Zet = (~1)lsllze2 |

Les multizétas de Hurwitz. Les multizétas de Hurwitz sont définis comme étant
une translation des multizétas. Pour toute séquence s € (N*), on pose :
(1 ,sis=10.

> (i) ss= ().

Vze C— (=N), Hel(2) = 7z

1
Z (nl + 2)51 ce (nr + Z>5r

\ 0<n,<---<ni1<+oo

1 *
,sis €Sy .

Z(l_ 1 > sis—(1).
VZEC_N* 5 Heg_(Z): nZl n n—=z
Z 1
(n1+z)51...(nr+z)5r

\ —oo<n,<--<n1<0

,siseS* .

Ces deux moules sont liés entre-eux par la relation de pseudo-parité :
Vs (N*)' , V2 € C—N* | Hed(2) = (—1) e (—2) .

Les multitangentes. La définition des multitangentes est :

Vs eS8, V2 e C— (-N), Te¥(z) = > !

n z S1...(n z Sy
—oo<n, <+ <ny <400 ( 1t ) ( rt )
Pour des séquences s de longueur 1, la somme précédente se réduit a une somme

simple ; on retrouve les séries d’Eisenstein :

1

meZ

Les multitangentes s’écrivent naturellement a 1’aide des multizétas de Hurwitz :

Vze C—7Z, Te*(z) = HeS (2) x Ce*(z) x He® (z) ,
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ou Ce*(z) est un moule symétrel jouant le role d’une correction. Il est défini par :

1 si s=0.
s L
Ce*(z)=q — s Is)=1.
z
0 si Is)>1.

2.2.2 Bimoules.

Puisqu’il s’agit de bimoules définis sur (Q/Z x N*)*, fixons (Elz o

S1

, €
, S

;) € (Q/Z x N*)' .

Pour simplifier les écritures, nous noterons systématiquement e;, = e =2 pour &5, € Q/Z .

Les multizétas.

Ely "y Er
zelss) )0

\ 1<n,-<<n1

Les multizétas de Hurwitz.

1
€1y, ", Er 1 |
e, el ) 2 (i) i
\ 1§7Lr<---<n1 <n1 + Z)SI e (nT + Z)ST ’ *
(1 s (;g
)2l (352 (o
VZ € C_N* ) H6—81,”.7ST (Z> - >1 n n—=z , Sl S1,*
"~ Z ni... ernr ‘
, slnon.
\ 1<n,<--<ng (nl + 2)81 T (n,, + Z)ST

Les multitangentes.
moulienne :

Vzee C—7Z, Te*(z) = HeS (z) x Ce*(z) x He® () .

Le bimoule Ce®(z) est alors définit par :

€1, ", Er

V(al’”f:) € (Q/Z x N*)" | Ce(sl,---,sT

S1y
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I(s)=1.

Pour faire court, le bimoule Te® peut étre défini par factorisation



On dispose donc d'une expression : pour toute bi-séquence (2‘;:) € (Q/Z x N*)*
telles que (e1581) # (051) et (g55,) # (0;1) :

€1, ", Ep ni ., . n

Te(sl"”’sr)(z) = Z €1 -e,

itz (2

—oco<n,y<-<n1<+00

2.2.3 Les moules et bimoules formels.

Les multizétas de Hurwitz. Pour toute bi-séquence (22:) € (Q/Z x N*)',
on pose :

Hegiijizijii)(x) v oy [p (Si+:i—1)'Ze(slikl;:::;&ikr)(_mk7
Li=1 ’

k>0 ki+---+kr-=k Li=

€1, 5 Er

G P > 2 _ﬁ(8i+?_1)_ gl Pt e

k>0 ki+--+k-=k Li=1 J

Les multitangentes. Le bimoule des multitangentes formelles est encore défini par
la trifactorisation :

Te*(X) = Hel (X) x Ce*(X) x He? (X) .

Ici, la correction est définie par :

(61,”-,67") 1 ,Si l(§):0
v(rs) ez el - x sing) -1
0 ,sil(s) > 2.
2.3 La réduction en monotangentes.
i—1 r
iDi(g) _ (1_[<aZ _ al)5l+kl> ( H (al _ ai)SH‘k‘l) )
B =1 I=i+1
s - : k=1
5= (o) (o) (1025
; =1 1=it1 =1 &
l#14
kRi _ Z Z <sh§ <(§+1_{)§z—1; (§+l_<)2’+1> | g> in.
i€f1;7] k;>0,j#i
k<s;

=% Yjelnsr—{iy ki=si—k
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2.4 Autour des séries génératrices des multizétas et des multi-

tangentes.
P . . e 1
Série génératrice des multizétas. Le moule p® est défini par : p"*"" = R
rleeor,!
ol la séquence n = (ny;---;n,) € (N*)" atteint r; fois sa valeur la plus élevée, ry fois

la valeur suivante, etc.

Celui-ci intervient dans l4expression de la correction coZig; de la série génératrice
Zig® des multizétas, son terme dominant est donné par le moule doZig; :

Mnla"'unr
T .
(Ulv"'yur> (-1) E e ,siu##0.
coZig, Vi Ve/ o 1<n, <-<mi<k r
\ 0 ,siu=0.
( elnl Ce ernr )
ut, -y g ,sir#0
WV, v e (ny —Vi)---(n, — V,)
dOZ/lgk = SNy ni
\ 1 , 81T = 0

Alors :

S R o)
Zig nlrglroo (coZigs x doZigy)
On dispose toujours d'une relation de pseudo-parité pour exprimer Zig® :
€1, er

Ziggvl,...,w) uyziglv )

Série génératrice des multizétas de Hurwitz. Les séries génératrices Hig?} (X)
et Hig® (X) traduisent bien le fait que les multizétas de Hurwitz sont une translation
des multizétas, puisque :

HZ-gIL'WYr(X> _ Zing—X,m,Yr—X ]

H/Lgfl”Y7<X> _ Zigzl_x7”.7yr_x .

On note alors :

Zig¥oYr(X) = Zig¥r—XYr=X
ZigW Y (X) = Zigl XX

Série génératrice des multitangentes.
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Premiere expression. La série génératrice de la correction Ce® vaut :

Cig"(X) =1.
1
Cig¥(X) = )
i (X) = 3—
Cig¥v ¥ (X) =0, si r>2.

Alors, dans C(X)[(Y,)ren+], on a :

Tig"(X) = Zig*(X) x Cig"(X) x Zig" (X) .

Seconde expression. Voici la définition de trois moules :

Qig" =0 .

ng@ll) = —Te(l)(Vl) )

Qig(vl"”’v’“> =0,sir>2.

0 ,sir=0.
UL, Up C \p
5(‘/17"' »Vr) = (Z:') d(uy)-+-6(u,) ,sir est pair et non nul.
0 , sl 7 est Impair.

up, e Ur

5 uyr oy, Up
N )
Alors :
Tig"(X) = 6° + Zig® x Qigl*!(X) x Zig® .

Ces deux expressions sont valables d'un point de vue formel, mais aussi analytique :
il suffit de remplacer les majuscules droites par des majuscules cursives pour retrouver
les définitions des objets en jeux.

2.5 Des algebres.

On note :

MZV = Vectq ((Z2e%)ge vy ,

MTGF = Vectg ((T€§>§6(N*)*) )

MTGF, = VeCtQ(T€§)§e(N*f{1})* ’
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MZVey = Vectg ((ze§)§€3_¢> .

MTGFCV = VectQ ((T€§>§€5) .

MTGFy ), = Vectg(Te®) sepe—py* -
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Borel-sommable ..................... 16
caractere exponentiellement plat ... 165,
170
cas elliptique .......... ... .. ... 37
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cas parabolique ...................... 37
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coefficients de Fourier des multitangentes
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convolution formelle ................. 15
convolution intégrale ................ 15

corps des séries formelles de Laurent 204

couleurs ... 138
demi-plan de Poincaré ............... 99

diagramme commutatif
pour dériver une multitangente . 178
pour multiplier deux multitangentes
176
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alinfini ....... ... ... .o 38
a lorigine ............ ... ... ..., 37
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£

endomorphismes admettant une valuation
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équation du pont

£

factorisation moulienne du moule 7e® 125

famille formellement sommable ..... 204
fonction de type exponentiel ......... 14
fonction transcendante ............. 173
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fonction holomorphe ............. 27

invariant holomorphe ............ 27
intégrales itérées ................... 189
inverse multiplicatif d’'un moule .... 208
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modele convolutif .................... 19
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monoide libre ........... ... ... ..., 205
10070 ] P 205
mot vide ............. .. ... . ..., 205
mots associés ....................... 182
moule ......... ... 207
multiplication moulienne ........... 207
multiplication symétra ............. 193
multitangentes ................ 112, 119
colorées ........................ 138
divergentes ................ 134, 145
nulles ............ ... ... 154, 185
paires ou impaires .............. 155
multizétas ........................... 20
colorés ........... ...l 138
de Hurwitz ................ 112, 126
de Hurwitz colorés .............. 138
de Hurwitz formels ............. 127
nettoyage des 1
pour les multitangentes .... 158, 165
pour les multizétas ............. 158
opérateur de subsititution ........... 42
petits diviseurs ...................... 37
phénomene de Stokes ............ 18, 26
poids d’une séquence ............... 154
polynome non commutatif .......... 205
procédé de sommation de Borel ...... 16
produit de battage ............. 206, 208

produit de battage contractant 206, 208

prolongement sans fin ............... 19
propriété
de différentiabilité .............. 119
de parité .......... ... ... 119
pseudo-relation de parité ........... 129
pseudo-valuation ................... 204

288

PSLQ ..o 122
réduction en monotangentes ...121, 145,
155
résidu itératif .......... ... ... L. 39
singularité logarithmique ............ 19
singularités simples .................. 19
structures de flexions ........... 23, 137
symétral ......... ... 22
symétrel ......... ...l 22, 209
symétral ... 209
séquence symétrique ................ 154
séries 1-Gevrey ........ .. ..ol 19
séries d’Eisenstein ............. 111, 145
séries formelles ............. ... ... 203
topologie formelle .................. 204
transformation de Borel ............ 170
transformation de Borel formelle ... .. 14
transformation de Laplace ........... 15
valuation d’une séquence d’entiers .. 158
B 154



	Résumé / Abstract
	Remerciements
	Introduction
	Quelques rappels sur la sommation de Borel et la théorie de la résurgence.
	Sommation de Borel.
	Rappels sur la résurgence.

	Multizêtas et multitangentes.
	Les multizêtas.
	Les multitangentes.
	Multizêtas et multitangentes colorés.

	Autour du calcul des invariants holomorphes d'un germe de difféomorphisme de  C  tangent à l'identité.
	Etude d'une équation aux différences.
	Notion d'itérateur direct et d'itérateur réciproque.
	L'équation du pont, porteuse des invariants analytiques.
	Des objets complexes, mais explicitement calculables.

	Méthodologie.
	Projet initial.
	Liens entre les deux parties.
	Démarche.

	Les résultats obtenus.
	Résultats obtenus autour du calcul des invariants holomorphes.
	Résultats obtenus autour de l'étude des multitangentes.


	I Algorithmes de calculs des invariants holomorphes.
	Introduction.
	Germe de difféomorphisme tangent à l'identité.
	Classe de conjugaison formelle.
	Résurgence des itérateurs direct et réciproque.
	Applications de corne.
	Notations.

	Des développements mouliens.
	Des opérateurs de substitution.
	Deux opérateurs linéaires agissant sur les opérateurs de substitution.
	Remarques sur les notations.
	Expressions de F*.
	Une expression de F* à priori non licite.
	Une première expression de F*, sous forme de développement moulien.
	Trois autres développements mouliens de F* .

	Expressions de *F .
	Expressions des opérateurs de substitution bold0mu mumu FFEcalle1FFFF*+, bold0mu mumu FFEcalle1FFFF*-, *bold0mu mumu FFEcalle1FFFF+ et *bold0mu mumu FFEcalle1FFFF-.
	Expressions des opérateurs de substitution + et - .

	Expression des invariants holomorphes en série de multizêtas et de l'application de corne + en série de multitangentes.
	Evaluation de +  (id C ) .
	Description de l'action de +  .
	Evaluation de +  (id C ) .
	Introduction de notations mouliennes.
	Expression moulienne de +  (id C ) .

	Quelques majorations intermédiaires.
	Estimation du comoule A   .
	Estimation d'un coefficient combinatoire.
	Rappels sur les coefficients de Fourier des multitangentes.
	Etude des coefficients de Fourier de    .

	Evaluation des invariants holomorphes.
	Evaluation de l'application de corne +.
	Rappels des notations et énoncé du résultat.
	Notations.
	Enoncé du résultat.


	Majoration des invariants holomorphes.
	Majoration de bold0mu mumu ffEcalle1ffff*+ sur un demi plan.
	Une expression de f*.
	Expression de f*"0362f* = B(f*) dans le plan de Borel.
	Majoration de f*"0362f* dans un secteur du plan de Borel du type   ] 1 ; 2 [ ] - 2 ; 2 [  .
	Majoration de bold0mu mumu ffEcalle1ffff*+ sur un demi plan.

	Inverse dans  z +  C  [  [ 1z ]  ]   .
	Expression de l'inverse dans   z +  C [  [ 1z ]  ]  :démonstration de la formule (29). 
	Application à une majoration dans le plan de Borel.

	Une majoration de *bold0mu mumu ffEcalle1ffff- sur un demi-plan.
	Majoration de +.
	Domaine de définition de +.
	Majoration de + sur un demi-plan supérieur.

	Majoration des invariants holomorphes.

	Une estimation conjecturale du moule   .
	Premières remarques sur le moule   .
	Estimations conjecturales.
	Les implications des conjectures 1 et 2.
	Deux nouvelles expressions de   .
	Multitangentes démultipliées.
	Le moule   , vu comme une perturbation d'une multitangente.
	Une seconde expression de   .
	Comparaison des deux expressions obtenues.

	Etude des moules -.4   et -.4"0365-.4  .
	Estimation de -.4"0365-.4   et quasi-optimalité de l'estimation.
	Quasi-optimalité de l'estimation de -.4   .
	Une nouvelle écriture du moule -.4  .

	Quelques cas particuliers de la conjecture 2.
	 Manipulations éventuelles sur des multitangentes en vue de la conjecture 1.

	Algorithme de calculs des invariants holomorphes.
	Méthode 1, issue de l'asymptotique des coefficients.
	Méthode 2, issue de l'analyse résurgente dans le plan de Borel.
	Méthode 3, utilisant les multizêtas.
	Idée générale de l'algorithme.
	Evaluation du reste.
	Description de l'algorithme.
	Exemples.

	Comparaison des différentes méthodes.
	Ce qui change hors du cas-type.



	II Etude des multitangentes, sous des aspects analytique, algébrique et arithmétique .
	Introduction.
	Définition des multitangentes, et premières propriétés.
	Un lemme sur les moules symétrels. 
	Application : définition des multitangentes.
	Premières propriétés des multitangentes.

	Expression des multitangentes en fonction des multizêtas et des monotangentes.
	Décomposition en éléments simples d'une fraction rationnelle. 
	Expression des multitangentes en fonction des monotangentes et des multizêtas.
	Etablissement des tables de multitangentes convergentes.

	Etude du prolongement symétrel des multitangentes à seq( N *).
	Rappel sur le prolongement du moule Ze   à ( N *).
	Première difficulté.
	Factorisation moulienne du moule Te   et conséquences.
	Multizêtas de Hurwitz formels, multitangentes formelles.
	Propriétés du prolongement du moule Te   à ( N *).
	Deuxième difficulté et fonction génératrice de Te  .
	Contractions et seconde expression de Tig   .
	Réduction en monotangentes des multitangentes divergentes.

	Calcul de quelques multitangentes particulières.
	Calcul de Te1[r](z) pour r  N .
	Calcul de Ten[k] (z), pour n  N * et k  N  .
	Une propriété liant symétrélité et équation différentielle formelle.
	Application au moule Te  (X).
	Nouveau développement en série formelle de Tn.
	Quelques exemples.
	Un calcul de multizêtas.

	Des multitangentes nulles.
	Quelques calculs de multitangentes particulières.
	Calcul de Te2,1[p],2, pour p  N  .
	Calcul de Te2,1[p],3,1[p],2, pour p  N  .
	Calcul de Te3,1[2p + 1],3, pour p  N  .
	Calcul de Te {3,1}[p],3, pour p  N  .
	Calcul de Te2,1[p],3 et Te3,1[p],2, pour p  N  .


	Elimination des 1.
	La conjecture.
	Réduction de la conjecture.
	Quelques exemples de ``nettoyage'' générique.
	Une dernière série de conjectures.
	Nettoyage des multitangentes divergentes.

	Propriétés analytiques.
	Majoration des multitangentes.
	Deux majorations géométriques.
	Des conjectures.

	Développement en série de Fourier des multitangentes convergentes.
	Développement en série de Fourier.
	Majoration des coefficients de Fourier des multitangentes convergentes.

	Caractère exponentiellement plat.

	Propriétés arithmétiques.
	Indépendance linéaire des monotangentes.
	Transcendance des multitangentes.
	Absence conjecturale de  Q -relations linéaires entre multitangentes de poids différents.

	Sur l'éventuelle dimorphie de l'espace des multizêtas retrouvés par les multitangentes.
	Un premier diagramme commutatif : deux moyens pour multiplier deux multitangentes entre elles.
	Autour des relations de symétrélité des multitangentes.
	Obtention d'autres relations que celles de symétrélité.
	Passage aux séries génératrices.

	Un second diagramme commutatif : deux manières de dériver une multitangente.
	Quelques relations de symétralité.
	Retour sur l'absence de composante Te1 dans les relations de réduction.
	Retour sur la conjecture des multitangentes nulles.
	Quelles relations de symétralité sont obtenues ?
	Contraste.

	Un autre procédé pour multiplier les multitangentes.
	Notion d'intégrale itérée.
	Un moule symétral.
	Multiplication des multitangentes.
	Equivalent du moule Ia  , au voisinage de 0, dans certains cas particuliers.
	Relations de symétralité des multizêtas.

	Etude de l'espace de multizêtas, retrouvé par la connaissance des multitangentes.
	Relations obtenues entre multizêtas de poids 4.
	Relations obtenues entre multizêtas de poids 5.
	Relations obtenues entre multizêtas de poids 6.


	Conclusion et questions ouvertes.


	Annexes.
	 Rappels et notations :  séries formelles, polynômes non commutatifs et calcul moulien.
	Séries formelles et familles formellement sommables.
	Polynômes non commutatifs.
	Eléments de calcul moulien.
	Quelques notations.

	Feuilles de calculs Maple.
	 Procédures préliminaires.
	Ouverture des packages nécessaires.
	Trois procédures.
	Exemples.

	 Evaluation des multizêtas en des multi-entiers, par l'algorithme de Richard Crandall.
	Notations.
	Ouverture des packages nécessaires.
	Calcul préalable des valeurs de f (n ; r ; ) .
	Evaluation de Z (r1 ; ; rj ; ) .
	Fonctions auxiliaires pour le calcul de Y.
	Evaluation de Y ( s1 ; ; sr ; q ; ) .
	Evaluation des multizêtas.
	Exemples .

	 Procédures autour des partitions d'entiers.
	Ouverture des packages nécessaires.
	Procédure déterminant toutes les partitions d'un entier de longueur et de valuation données.
	D'autres procédures.

	 Produits de battage et de battage contractant.
	Objectifs.
	Ouverture des packages nécessaires.
	Manière de représenter une séquence, et loi de semi-groupe de  N  .
	Produits de battage, première version.
	Les procédures.
	Exemple.

	Simplification de la réponse obtenue.
	Produits de battage, seconde version.
	Exemples.

	Réductions des multitangentes en monotangentes.
	Objectif.
	Ouverture des packages et fichiers .mpl nécessaires.
	Procédures préliminaires.
	Sur les partitions.
	Sur les séquences.

	Calcul du coefficient combinatoire i E     .
	La réduction en monotangente, sans utilisation de la symétrélité des multizêtas.
	Le calcul du tenseur de structure Z .
	La procédure de réduction.
	Exemples.


	 Algorithme de calcul des invariants holomorphes.
	Objectif
	Rappels des notations.
	Alphabets.
	Séquences.
	Notations intermédiaires.
	Moules
	Comoules

	Expression des applications de cornes et des invariants holomorphes.
	Description de l'algorithme.
	Ouverture des packages et fichiers ``.mpl'' nécessaires.
	Procédures préliminaires.
	Détermination des séquences de sommation.
	Détermination des triangles nécessaires.
	Procédures concernant les notations intermédiaires, les moules et les comoules.

	La procédure de calcul de la somme partielle des invariants.
	Exemple.


	 Liens entre les différentes conjectures énoncées.
	La multitangente attitude.
	Les énoncés des conjectures.
	Les conjectures de type analytique.
	Les conjectures de type arithmétique.
	Autour du nettoyage des 1.
	Absence conjecturale de  Q -relations linéaires entre multitangentes de poids différents.
	Autour d'une caractérisation des multitangentes convergentes paires, impaires ou nulles.

	Diagramme résumant l'ensemble des liens entre les conjectures.


	Autour du nettoyage des 1 dans les multitangentes.
	Quelques relations de symétralité pour les multizêtas, retrouvées à partir des multitangentes.
	Table des multitangentes.
	Table des monotangentes, pour les petits poids.
	Tables des multitangentes convergentes, pour les petits poids.
	Poids 4.
	Poids 5.
	Poids 6.
	Poids 7.
	Poids 8.

	Tables des multitangentes divergentes, pour les petits poids.
	Poids 2.
	Poids 3.
	Poids 4.
	Poids 5.
	Poids 6.
	Poids 7.
	Poids 8.

	Exemples de valeurs génériques de multitangentes.

	Rappels des principales notations
	Autours du calcul des invariants holomorphes.
	Alphabets.
	Séquences.
	Notations intermédiaires.
	Moules
	Comoules

	Autours des multitangentes.
	Les principaux alphabets utilisés.
	Les moules, bimoules et moules formels liés aux multizêtas.
	Les moules.
	Bimoules.
	Les moules et bimoules formels.

	La réduction en monotangentes.
	Autour des séries génératrices des multizêtas et des multitangentes.
	Des algèbres.


	Bibliographie


