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Rappels sur les champs de vecteurs.

But ultime :

Trouver un changement de variables qui permetta de résoudre / simplifier
le systeme suivant :

%2 = ai(y(t), - ,ya(t))

2o = a(a(t) ()




Rappels sur les champs de vecteurs (suite).

Définition :

Définition :

Notation :

Soit U un ouvert de R".

On appelle champ de vecteurs de classe C*, de R”,
une application X = (a1, -+ ,an) : R” — R" telle que toutes
les fonctions a; : U —» R soient de classe C* sur U.

Soit U un ouvert de R".

On appelle champ de vecteurs holomorphe, de C”,
une application X = (a1, -+ ,an) : C" — C" leque toutes
les fonctions a; : Y — C soient holomorphes sur U.

Un tel champ sera noté : X = Zai(x)%.

i=1 !



Rappels sur les champs de vecteurs (suite).

A un systeme différentiel :

6}/1 o
o ai(ya(t), -+ ya(t))
ys
Do~ (o) o)
. . 0
on associe un champ de vecteurs X = Z a,-(x)a.

i=1

Et réciproquement.



Expérimentation.

Si X(x0) # 0, on sait que les courbes intégrales sont sensiblements paralléle au
voisinage de xp.
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Figure: Un champ ne s’annulant pas.



Expérimentation (suite).

Si X(x0) =0, il est facile de constater que plusieurs configurations sont

possibles.

T Lt 4
SANRNANAYA T LT LLr
SNNSNNASNNNR TR A A
SN P s p A
DBt Sy ISR AT T R A AT

i
) Lt I A A P
Fn B F N R R AlRSA A A P e e e
e g il R
e e A S I g T Ty

.

P A A A A R O e
A R R VR N
S LY LY Y NN NN
AR IR I

Figure: Le champ X = xg +y2.
Ox dy

(0,0) est un noeud instable.



Expérimentation (suite).

Si X(x0) =0, il est facile de constater que plusieurs configurations sont

possibles.
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Figure: Le champ X = x— — y—.
ox dy

(0,0) est un col (toujours instable).



Expérimentation (suite).

Si X(x0) =0, il est facile de constater que plusieurs configurations sont
possibles.

P N
N NN . I

RV VRN S N

r4

"'//// PR T A N
A e R NS
PP e A E L

R e P
R s i e LR S

s
£
4
b
sbd d
L
Y
y
\
AN

°] 0
Figure: Le champ X = _yaf +Xa
X y

(0,0) est un centre.
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Si X(x0) =0, il est facile de constater que plusieurs configurations sont

possibles.
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Figure: Le champ X = —(x + y)

est un foyer stable.
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Expérimentation (suite).

Il est faux, en toute généralité, qu'un champ de vecteurs se comporte au
voisinage d'un point singulier comme sa partie linéaire :

f ddid e ve e e meeree VLS = SN LN,
. L L e e e e e S S R RN N
Vllilvvvrweeeeeeoeaee VA s AL C NN LN
T ek NS e R SENLNIS A NE NN
Vbl e cle cennm e s e 7 &, = ¥
O R A e S b (kk:i\&\ LSRN
Vi e e D e YUL Lo v e cle « R DRK AR
o R T e G G R ] Jddefeee cerenXas
R o S N IIRERISRTINISUER F2 S8
Mo ¥ v - g i, PSR %A [ M
\A:yyuxJ&E%(/jm1¢T &5 \ll&b Yoy d sy oaa? Tj‘T;
PO A G iy FEEY RN £ XN T R T N rr7
i b il N»/jaﬂ7 + 5 DV VRVE VI N rr77
RV N Y e R B = = »
2lacala b 1 3 NMNNN NN e a2 7
bobossosssaaiaaarsrp 440 N N N O P
g ala St A AN NN NN s A
IR e L PIPI P 1 g A A R s
Figure: (0,0) est un foyer stable. Figure: (0,0) est un centre.

Le champ X = (—y + x(x* + y2))§x + (x— y(x* + yz))% (a gauche),

et sa partie linéaire (2 droite).



Probleme...

Définition : Un point xp d'un champ de vecteurs X est dit singulier lorsque
X(x0) =0.
Il est dit régulier dans le cas contraire.

But :

Classifier les champ de vecteurs entres eux, au voisinage d'un point singulier
(par conjugaison).

Un changement de cartes, permettra (peut-&tre ?) de simplifier |'écriture de X,
et ne changera pas |'allure des courbes intégrales.



Probleme... (suite).

Définition :

Définition :

Soit 6 un changement de variables formel ou analytique.
On appelle opérateur de substitution I'application © définie
par :

©: C[x] — C[x] ©: C{x} — C{x}
¥ — @of P — @of

Cadre formel Cadre analytique

Deux champ vecteurs X et Y sont dit conjugués analytiquement
(resp. formellement) s'il existe un changement de variable 6
analytique (resp. formel) tel que : ¥ = ©.X.07%.

Ci{x} —X= C{x}

Cly} —=C{y}



Probleme... (suite).

Objectif :

Déterminer des conditions pour qu'un champ de vecteurs singulier soit
conjugué a sa partie linéaire.

Réponse la plus simple : Une condition formelle est :
lorsque le champ de vecteurs est non résonnant.




Notion de champ de vecteurs résonnant.

Définition :  Un vecteur A = (Ag, -+, Ap) € C” est dit résonant s'il existe
une relation entre ses composantes de la forme :

Ai =< X\ k >, ou k € N" vérifie ky + -+ -k, > 2.

Un vecteur est dit non-résonant dans le cas contraire.

Exemples :  Soit A = (A1, \2) € C2
1. A1 = 2\, est une résonance.
2. A1 + A2 = 0 est une résonance, car A\;1 = 21 + \o.
3. 3A1 + 2X2 = 0 n'est pas une résonance.

Définition : Un champ de vecteurs X est dit non résonant si son spectre,
c'est a dire I'ensemble des valeurs propres de sa partie linéaire,
est non résonant.



Théoreme de Poincaré de linéarisation d'un champ de vecteurs.

Théoreme : (H. Poincaré)

Soit X un champ de vecteurs holomorphe de C”, défini localement et singulier
en 0, et X'™ sa partie linéaire.

Si X est non résonant et X'" est diagonalisable, alors X est formellement
conjugué a X"

il existe un changement de variable formel 0 tel que : ©.X.07' = X'



Contexte et “forme préparée” d'un champ de vecteurs.

m Soit X = ZX,-(X)a% un champ de vecteurs local de C", singulier en 0 :
i1 i

. ] Xi € C{x}.
Vie[l; n], { Xi(0) = 0.

dont la partie linéaire X' est diagonalisable.

= Quitte a effectuer un changement de variables complétement explicite,
on peut supposer que X' est diagonal :

lin _ . i i
X —Z;)\,x,a)q



Contexte et “forme préparée” d'un champ de vecteurs (suite).

On écrit : ‘
X _ Xlln + Z Bp
pEQ
ou :
m X' est diagonal :
. n o
X|II1 _ >\i .
m Q désigne I'ensemble des n-uplets (p1,- -, pn) d'entiers positifs, sauf
n
au plus un, qui peut valoir —1, tels que |p| = Zp; >1.
i=1
m B, est un opérateur homogene de degré p € Q :
Vg eN", 3Coq € C, Bp(x) = Cpogx"™

On dit qu’'on a mis sous forme préparée le champ de vecteurs X.



Grande idée du calcul moulien.

Grande idée du calcul moulien :

Chercher © sous la forme d'une somme (formelle) du type :
+oo
©=Id+> > = SUTYB,o0---0By,
r=1 (w1, wr)€Q"

avec une collection de scalaires (5“7 “r)  enx a déterminer.
(“Jli Yw’)enr



Notion d’alphabet.

Dans tout ce qui suit (€2, +) désignera un semi-groupe, appelé alphabet.
Le monoide libre construit sur Q, noté Q°, désigne I'ensemble de tous les mots
construits a partir des “lettres” de I'alphabet Q.

Q° = U Q"
neN

wn

La loi est la concaténation des mots, notée (si nécessaire) “." .

Exemples : Q={i;m;n}: mini=(m,i,n,i)eQ*
Q={0;1}:  101=(1,0,1)€Q*



Notion d'alphabet (suite).

Notations :

— Un mot de Q° sera toujours noté en gras et souligné : w.
— Le mot vide sera noté 0.
— r = I(w) désigne la longueur du mot w

— Dans le cas d'une suite de mots, ceux ci serons “indiciés” en
haut, leurs lettres seront bien indiciées en bas

1

.. 12 w

w = mini = w .w" avec { 5

w

mi = (wl%,wlé)
ni = (w17w2)

€
Il

= wS = (w1, wi) et w = (Wi, W)

] = wr ++- -+ .



Notion de moule.

Définition :  Soit Q un alphabet et A une algébre (commutative).
On appelle moule sur Q, a valeurs dans A, une application
définie sur le monoide libre Q°, a valeurs dans A.

Notations : —  M?® désigne un moule M : Q°* — A.
—  M* désigne I'évaluation du moule M*® sur w € Q°.

—  L’ensemble des moules sur Q a valeurs dans A est noté :

Mi(Q)

Donnons nous, dans toute cette section un alphabet Q et une algébre
(commutative) A.



Algebre des moules.

Opérations sur les moules et structure d’algébre.

Soit A € A et (M*,N®) € M3 (Q).
On définit trois opérations sur les moules :

= Somme :
=M+ N = Ywe QST =M+ N
= Multiplication externe :
M =AM® — VYw e Q*, MZ =\ M~

= Multiplication :

£

1 2
P*=M"xN* = Ywe Q" P4= > MINY =) M



Algebre des moules (suite).

(M32(2),+, ., X) est une algébre associative, unitaire, non commutative.
L’application moulienne V : M3 () — M3 (Q2) définie par :

VM® € Mi(Q), VM% = ||w||M*
est une dérivation moulienne :

Y(M®,N®) € (M2(Q))?, V(M® x N*) = M* x (V N*) 4+ (V M*) x N°.



Symétrie des moules : produit de battage de deux séquences.

Définition : On appelle produit de battage des séquences o et 3 de Q°
I'ensemble (disjoint), noté sh(a, 3), des séquences obtenues en
mélangeant les éléments de o et de 3 en respectant leur ordre.

= Image visuelle : mélange de deux jeux de cartes.

m Codage en terme de polynéme non commutatif sur  :

poura e Q" fLa=alld)=«c
{ pour (e, B) € (2°)’, a W B = ar.(a>? wg3) +ﬁ1.(gmg22)



Symétrie des moules : SymétrAlité et alternAlité.

Rappelons que I'on note < P|w > le coefficient du mot w € Q° dans le
polynéme non-commutatif P.

Définition :  M* € M3(Q) est dit :

m symétrAl lorsque

MP =1
Y(a,B) € (), > <awpBlw> M =Mm*ME
wenNe
= alternAl lorsque
M® =0
V(a,B) € (Q° = {0}), Y <awplw>M2=0
weN®

Exemples :
m Le moule /* est alternAl.

m Un moule M*® symétrAl vérifie :
Mwl MWZ — MW11W2 + M‘*"val

M‘“’l M‘*"Zaw3 — MW1:W2:W3 + MW21W1:W3 + MWZ»W3»W1



Symétrie des moules : comment montrer simplement des symétries ?

Soit Der : M%(Q2) — MZ() une dérivation moulienne préservant
I'alternalité et (S°, A*, B*) € (M3(Q))’.
Si Der(S°®) = S°® x A® + S® x M*® alors, deux des trois propriétés suivantes
entrainent la troisieme :

S°® est symétrAl.

A® est alternAl.

B® est alternAl.

Application : S et (5§) ™' sont symétrAux.



Notion de co-moule.

Définition : Soit Q un alphabet.
A une algébre commutative.
F une A-algébre (possiblement non commutative).
On appelle co-moule sur un alphabet Q, a valeurs dans F, une
application définie sur le monoide libre Q° (a valeurs dans F).

Notations : — T, désigne un co-moule I : Q°* — F.
— Ty désigne I'évaluation du co-moule e sur w € Q°.

—  L’ensemble des co-moules sur Q2 a valeurs dans F est noté :

CM3(Q)

Dans toute cette section, donnons nous €2, A et 7 comme ci-dessus.



Exemples de co-moules.

m Cas fréquents : Les co-moules sont des opérateurs différentiels.

On choisit alors F comme une sous-algébre de Endy(A), ot A est une
A-algebre.

= Co-moules multiplicatifs : [y € CME est dit multiplicatif lorsque :

Y(w' w?) € (Q°)°, Tyt.wr = M2 Tyo.



Algebre des co-moules et symétrie.

On définit, de la méme facon que sur les moules, une addition, une
multiplication externe, et une multiplication.

Propriété 3 :

CME(Q), +, ., x) est une alg&bre associative, unitaire, non commutative.
g

Définition :  Un co-moule 'y de CME(Q) est dit co-symétrAl lorsque :
Mo = Id
Fo(ed) = Y. <sha(a,B)lw>Ta(@)la(®)
(a,B)€(Q°)?

(V(p,9) € F?, Yw € Q%)



Cadre général pour les contractions moules/co-moule.

m Moules et co-moules sont des objets duaux.

— On va les “contracter” en des sommes E M“T .
wenNe

m Quid de I'existence de telles sommes ?

On supposera désormais que |'algébre A est valuée compléte ; F est
I"algebre des opérateurs admettant une valuation, pour la valuation
subordonnée.

— Cela permettra de parler de convergence formelle.



Cadre général pour les contractions moules/co-moules (suite).

Dans tout ce qui suit, on se donne :
m un alphabet Q, qui est un semi-groupe.

m une C-algebre A, d'unité noté 1, commutative, dans laquelle les moules
prendront leurs valeurs.

m une A-algebre F, valuée complete, d'unité noté I/d, non nécessairement
commutative, dans laquelle les co-moules prendront leurs valeurs.

Définition :  Soit M* € M2 (Q) vérifiant M® =1 et [, € CMI(Q).
Si la famille (M*T,) est sommable, alors on appelle

contraction moule/co-moule la somme © = E M=T, € F
wene

wene

Notation : On note aussi la contraction précédente Z M°®T,.



Propriétés générales des contractions moules/co-moules.

Propriété 4 :
Soit (M*, N*) € M2(Q)? et T4 € CMT(RQ).
On suppose que :

m [, est un comoule multiplicatif.

m les familles (M“T ), _qe €t (N“T)
Alors :

m la famille ((N® x M*)“Ty,),, q. est sommable.

() () - (o o

. sont sommables.

weN we

Propriété 5 :

Soient M* € M3(Q) et Ty € CM{(Q) tels que la famille (M“T,) . soit
sommable. -
Si M*® est symétrAl et Iy co-symétrAl, alors Z M®T4 est un automorphisme

de A.



Rappel du contexte.

= Soit X = Zx,-(x)i

3 un champ de vecteurs local de C", singulier en 0 :
- Xi
i=1

. Xi € C{x}.
viellin]. { X,»(o)z{o]j

C i . i - 1o}
On suppose que la partie linéaire X' est diagonale : X" = E AiXi=—.
i=1 0%

m On écrit X sous forme préparée :
X = X' 4 Z B,
we
ol les opérateurs B, sont homogenes de degré w.

Grande idée du calcul moulien :

S

On cherche 3 conjuguer explicitement X 3 X' 3 I'aide d'un changement de
variables formel x = 6(y), c'est a dire expliciter |'opérateur de substitution
associé a ©.

On va chercher © sous la forme d’une contraction moule/co-moule :

@ :ZS.BI



Rappel du contexte (suite).

On suppose que :
m  désigne I'ensemble des n-uplets d'entiers positifs (p1,- - , pn), sauf
au plus un, qui peut valoir —1, tels que Zp,- > 1.

i=1

m A=C.

s A=C[x].

m F est la sous-algebre des endomorphismes de A ayant une valuation
(subordonnée a la valuation usuelle de A).

Trouver S € Mg(R) tel que :
g =1,

la famille (§°By),,cqe soit formellement sommable.

0= Z S°®B, vérifie ©.X = X'".© .

© soit un opérateur de substitution.



Condition suffisante sur S® pour satisfaire I'équation de conjugaison.

Soit X le champ de vecteurs de C” diagonal défini par X = A;y;%
i=1 /

Alors, [X,ZS'B. = Z (D(.,»)S*) Be ol D(.,xyM* est le moule défini pour
tout w € Q° par : D \yM* = (||w]|, \) M*

Conséquence :  On trouve qu'il est suffisant de choisir S® vérifiant :
D(,Y)\)S. =/*xS°.



Condition suffisante sur S® pour que © soit un opérateur de substitution.

Lemme : Représentation des opérateurs de substitution formels.

© € F est un opérateur de substitution formel si et seulement © est un
automorphisme formel de F, séquentiellement formellement continu.

m pour w € €, B, est une dérivation ; donc B, est co-symétrAl.

= La sommabilité formelle de la famille (M*T,) . entraine
automatiquement la continuité séquentielle formelle de ©.

Conséquence : Il suffit de chercher S°® symétrAl pour que © soit un
opérateur de substitution.



Condition suffisante pour que © conjugue X a X',

Il suffit de trouver un moule S°® vérifiant :
s =1.
D xnS® =1°xS°.
S° est symétral.

Les conditions 1. et 2. aménent directement a un moule unique :

1
Vw € Q°, S¥ =
“ <)\awr><)\7wr—1+w,>---<)\,w1+--~+w,>
Autrement dit,si /: Q — Q ,ona:

w — < Aw>
S — (5(’)(“’1)7"‘7’(%))

Ainsi, 3. est automatiquement vérifiée, par symétralité de Sg.



Version moulienne du théoreme de Poincaré.

Théoreme : (Version moulienne du théoreme de linéarisation formelle.)

Soit X = ZX[(X)a% un champ de vecteurs holomorphe de C", défini
i1 i

localement et singulier en 0. Notons, si i € [1; n], Xi(x) = Z ai(p)x”.
peENn _
On suppose que X est non résonant et que la partie linéaire de X, notée X',

est diagonale : X' = Z)"Xiaix'
i=1 f

Notons : x (er,- - ,e,) la base canonique de Z".
* Q I'ensemble des n-uplets (p1, - - - , pn) d’entiers positifs , sauf au plus

n
un, qui peut valoir —1, tels que Zp; > 1.

i=1

*Vw € Q, ¥ = .
< Aw > < AwiF o Fwe >

, 0
* B, le co-moule engendré par les B, = E ai(w + e,-)x“’x,-a—.
o - Xi
i=1

Alors, I'automorphisme formel © = Z S° B, conjugue formellement le champ

L]
de vecteurs X 2 sa partie linéaire X'" : ©.X.07! = X',
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