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Introduction.

Nous savons que les fonctions Ggi, pour k& € N k > 2, définissent
des formes modulaires classiques ; il n’en est pas de méme de la fonction Gy. Nous allons
donc commencer par construire une fonction Go* (chapitre 1), a partir de la fonction Go
qui vérifiera la condition de modularité de poids 2.

A partir de la, nous allons essayer de comprendre les enjeux d’un probleme posé
par Nicholas Katz'en 1976 (chapitre 6) : « si un réseau L C C est tel que les quantités
Go* (L), Gu(L) et Gg(L) soient algébriques, le réseau L est-il nécessairement
a multiplication complexe ? »

Cette question correspond a la réciproque d'un théoreme bien connu
« st L C C est un réseau a multiplication complexe tel que les quantités G4(L) et Gg(L)
soient algébriques, alors Gy*(L) € Q » , théoréme que nous démontrerons au chapitre 6.

Ce probleme de Katz, toujours ouvert aujourd’hui, est intéressant, car il s’agit
d’un analogue au second probleme de Schneider. La problématique qu’il souleve est
de méme nature que celle du probleme de Schneider : comment une preuve
modulaire peut elle distinguer st la variable complexe utilisée est un point
de multiplication complexe ou non ?  Mais ce qui est surtout intéressant ici,
c’est qu’il s’agit d’'un probleme ouvert, contrairement au théoréeme de Schneider
sur (7,7(7)).

Il n’est donc plus question de distinguer probleme modulaire et probleme elliptique,
mais d’arriver a construire une preuve, si la réponse est positive, probablement modu-

w

laire, prenant en compte le fait que 7 = 6L = Zwi @ Zwy puisse étre un point de
w2

multiplication complexe, ou non.

Pour comprendre 1'origine de cette question posée par Katz, nous allons poursuivre,
apres 1’étude de la fonction Go*, par I’étude des deux généralisations des formes modulaires
dues essentiellement & G. Shimura et D. Zagier (chapitre 3).

L’une d’elle, I’étude des formes modulaires presque holomorphes, nous sera parti-
culierement utile pour démontrer le théoreme de base concernant ’algébricité de Go* (L) si
L est a multiplication complexe (chapitre 5) .

Plusieurs démonstrations de ce fait existent ; elles sont de natures différentes?, puisque
modulaire, elliptique ou cohomologique. Nous exposerons ici la version modulaire,
qui nécessite, elle, la démonstration d’un théoréme de Shimura (chapitre 4, §4.2, théoreme

Woir [9], §4.0.8. p 501.
2Voir [9], §4 p 499 ; [1].
Pour le point de vue elliptique, voir aussi [4] et [34]



et §4.3.2) : « toute fonction méromorphe modulaire presque holomorphe arithmétique est
a valeurs dans le corps des nombres algébriques en des points de multiplication complexes
différents de ses poles. » La preuve (§4.3.2.) passe par I'étude d’opérateurs différentiels
qui refléte en partie les propriétés des équations différentielles algébriques satisfaites
par les formes modulaires.

Le chapitre 5 est consacré au probleme de Katz, a la lumiere du résultat d’algebricité
établi plus haut. Nous verrons qu’une des difficultés du probleme de Katz est que ’absence
d’holomorphie interdit 1'utilisation des lemmes de Schwarz qui est I'un des outils
principaux de transcendance. Nous illustrerons leurs utilisations dans I’appendice autour
du théoreme de Nesterenko. Ainsi, nous remarquerons que les formes quasi - modulaires
se prétent a de la transcendance, alors que les formes modulaires presques holomorphes
résistent.

Au chapitre 6, enfin, nous décrirons quelques aspects de la théorie de Eichler - Shimura,
qui met en jeu des équations différentielles linéaires satisfaites par les formes modulaires.

Nous renvoyons le lecteur a [20] et [22] pour I'étude de groupes modulaires plus
généraux que PSLy(Z).



La fonction Go.

1
On sait que! pour o € C, Re 0 > 2 et tout 7 € H, (—G)
. (m + n7) (m,n)€Z2—{(0,0)}
est une famille sommable, et qu’alors, pour tout & € N, & > 2, la fonction

1
Gor(7) = Z m définit sur H une forme modulaire de poids 2k,
(m,n)€Z?2—{(0,0)}
2(2im)2k X

de développement de Fourier donné par Goy(z) = 2¢(2k) + = 1]

Uqu(n)qn

Par ailleurs, d’apres le théoreme de sommation par paquets des séries doubles a termes

positifs, pour ¢ € {z € C;|z| <1} et k € N*, on a successivement
+oo +°° m2k— 1’q|m

Yoomaamla" =YY A gt =) Y mP g™ = Z T < 400

neN neN deN m=1 n=1
dln

Ainsi, pour ¢ € {z € C;|z] < 1} et k € N*, (d**7'¢") e est une famille sommable.
din )
En particulier, pour & = 1, on en déduit que Vz € H, (de*"™)nen est une famille

dln

2 oo
sommable, d’ou z — % — 8n? Z o1(n)e

n=1

2Nz ost, parfaitement définit sur H

Ceci nous invite donc a vouloir tout de méme considérer la fonction Gy, définie
. 1 :
sur ‘H, bien que la somme, pour 7 € H, E ﬁ ne soit pas
m+nrt
(m,n)€Z2—{(0,0)}
absolument convergente, mais convergente.

2.1 Définition et propriété de la fonction Gos.

2.1.1 Définition

—+00

1
Nous allons commencer par montrer la convergence de la série g g

=i (m +nt)?’
pour tout 7 € H. Pour cela, nous allons utiliser la formule sommatoire de Poisson?
afin de pouvoir calculer la somme sur m.
D’apres ce qui a été dit ci dessus, la définition, ainsi qu’une expression, de la fonction
Gq en découlera facilement.

Woir [26], chap. 7, §2.3 et §4.2




Lemme : VzcH, Z T — 42 Zmezmm

Démonstration : Soit z € H, z = z + iy avec (z,y) € R x R}
Notons @,: R — C

-
(x+1y)?
Alors: e &, € CO(R)NnLY(R)

e IM >0, Vz € R, |®,(z)| =

T

1 < M
Py (1t fa)

Calculons la transformée de Fourier é\y de @,

Le théoreme des résidus, appliqué au lacet Tr = {Re?; 0 € [0;7]} U [-R;R],
orienté dans le sens trigonométrique, puis un passge a la limite lorsque R — +o0,
permet de démontrer le lemme suivant?:

Lemme : Soit f € L'(R).
On suppose que la fonction f admet un prolongement f,
holomorphe sur H — A, o A est une partie finie de H, vérifiant

lim |f(2)] = 0.
i 1F)
Alors, / ft)e* ™t dt = 2in Z Res (z — f(2)e?maz a)

e a€A
pour tout z > 0.

Dans 'optique d’utiliser la formule ci dessus, considérons la fonction :fy définie
par ®,: C-R — C
1
(et
Alors, les fonctions @, et z — ®,(—z)) prolongent holomorphiquement &,
et t — &, (—t)) sur H et H — {iy}) respectivement, et " lim |®,(2)]=0.
z|——+o0

z

Ainsi, siz <0, (f;(x) = / D, (t)e 2™t gt = / @, (1)e2 ™It dt = 2ir x 0 =0
R R

siz >0, &);(:v):/ @, (—t)e* ™ dt = 2inRes <z — i);(—z)e%”z,iy)
R

=2im (62”“)/ (iy) = (2i7)%xe™2"Y = —4n2pe= 27y

2 Lemme : ( Formule sommatoire de Poisson. )
On utilisera comme définition de la transformée de Fourier de f € LY(R) la formule

Ve €R, f(x / f(t)e 2t gt

Soit f € CO(R) NL(R) telle que o 3M > 0, 3a > 1, Vz € R, |f(z)| < (1+1\|4|)
x «
o) |f(n)| < +oo
ne”Z
AlOI'S, Vr € R, Z f(;z; + Tl) — Z f(n)e%nwx'

ne”Z nez
Pour la démonstration. voir H. QUEFFELEC, C. ZUILY : Eléments d’analyse, Ed Dunod , p 93-94.
3Voir par exemple, AMAR - MATHERON : Analyse complexe, Ed Cassini , p 248-249.
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—~ oo gt 1 ]t
De plus, pour z = 0, onad)y(O):/ W dt = [t+iy]

0 six <0

On a donc @, (x) = { dr?re=2T G g > 0

+oo

Par conséquent, Z ‘(Dy(n)‘ = 472 Z ne 2" < 400, car y > 0.
nez n=

D’apres la formule de POibeIl appliqué a la fonction ®,, on a donc :

1 & INTT
Zm :Zm Zéyonrn Zq)y(n)eQ

ne”Z nezZ nezZ
“+oo
— 472 Z ne 2Ny g2inTr 402 Z n62in7r(iy+x)
ne”Z
+oo
— 472 Z neinTz
1
Il ne reste plus qu’a regrouper les ingrédients pour obtenir la propriété suivante :
Propriété : La fonction Gy: H ~—— C est correctement
— 2 X
m nrt
nezZ meZ + )
m#0 si n=0
7T2 R
définie, et vérifie V7 € H, Go(7) = — — 872 Y 01(p)e*?™ .
) ) 3
Démonstration : e En appliquant le lemme précédent, on a :
+o0 400 —+o0
Vr € H, = —47? meXmnTT — _4r? o1(p)e? P
ZZ CETTE > 2. >_oip)e .
n=1me7Z n=1m=1 p=1
car (meQ””””)(m n)EN-2 est une famille sommable.
e De plus, en effectuant successivement les changements d’indices m’ = —m et
n' = —n, on a:
V1 e H, = —4r? o1 (p)e* T
ZZm+nT ZZmMT Zl
n=—00 meZ n'=1m’'€Z
1
e Ainsi, Z Z ——— est convergente pour tout 7 € H, de somme

m 2
nez meZ ( + nT)
m#£0 si n=0

Z Z (m—i—m- ZZ (m+ nT)? Z Z (m+ nT)? ie

¢6n67 o n=1meZ n=—o0 mez
m#0 si n=

— 872 Z o1(p)e*™P™™ | ce qui démontre la propriété.

11



2.1.2 Perte du caractére modulaire.

Maintenant que nous avons la définition de Go, nous allons voir la différence essentielle

entre cette série d’Eisenstein et les deux séries G4 et Gg : il s’agit de la perte du caractere
1

modulaire. Bien sur, cela provient du fait que pour 7 € H, (—)
(m+n7)2) (1 yez2—{0.0))

n’est pas une famille sommable.
Pour démontrer que Go n’est pas invariante par laction du groupe SLy(Z),
nous allons utiliser 'étude de fonctions elliptiques, et notamment les deuX formules

suivantes liant la fonction de réseaux 6}2, définie par ég(Zwl @ Zwy) = —G ( ),
w1

aux quasi - périodes d'une fonction zeta de Weiertrass de méme réseau Zwl GB Lws :

Propriété : Soit e A = Zw; ® Zw, de C .
e pp et (p respectivement la fonction elliptique de Weierstrass et
la fonction zeta de Weiertrass de réseau A.
e 171(A) et m2(A) les quasi-périodes de (5 associées respectivement
aux périodes wy et ws.
M (A) = wiGe (Zwy & Zws)

ALTS, 3 1(A) = wGoy (Z(—w) @ Zuw)

Démonstration : Les calculs suivant étant identiques pour les deux quasi - périodes,
nous ne les effectuerons que pour la quasi - période 11 (A), quasi - période définie
r:Vz € C—A, m(A) = (2 +w1) — Ca(z), ot pour tout z € C — A,
1 1 z 1
Y (mrEl)
z zZ+w w w
weA—{0}

1 1
Puisque, pour tout z € C — A, — + w; est
24w +w 24w w AeA—{0}

une famille sommable, on a successivement, pour z € C — A :

m(A) = ((z+w)—¢(2)

1 1 1 1 w1
N Z—|—<uli;Jr Z (z—l—wl—l—wz—i—erwZ)

weA—{0}
- ¥ z( )
neL* mez Dwi +nwy  z+mwy +nwy  (mwy + nws)?
1 w1 ) 1
+ - =+ + -
m%* +Dwr z4+mwr  (mwr)? 2tw 2
—1 M
O Seri = 1 :

r, en écrivant Z Ml;ni . Z et Z MLHE N < Z + ) puis

mEZ = mez* ——M m—1

en simplifiant les sommes telescoplques présentes, on obtient :

771(A) = Z Z mwl —i—TLWQ)z + Z (Tr:uTll)z

nEZ*mGZ GZ{ 1
= *Z D — 2t 2 o3

* w2 *
nGZ meZ m+n— meZ
w1

1 ~
= 7G2 (012) = leQ(Zwl D ZWQ)
w1 w1

12



Désormais, il n’est plus difficile de démontrer que, bien qu’étant holomorphe,
G2 ne vérifie pas la condition de modularité de poids 2 sous l'action de SLy(Z).

Propriété : 1. La fonction Gy est holomorphe sur H.
2. La fonction Gy n’est pas une forme modulaire.

Démonstration : 1. Soit K un compact de H.

—R<Re z<R

Al 03 3
ors : 3R > 0, a>0,Vz€H7{ 0 <Sm <

IS

Donc : Vp € N*, V7 € K, |o1(p)e*™™™| = oy(p)e 2P"™S™ ™ < oy (p)e 2P,
Cette majoration prouve que la série de fonctions holomorphes sur H

(T — 01 (p)e2ip”)p e+ converge normalement sur tout compact de H.

Ainsi, d’apres le théoreme de Weiertrass, la fonction G4 est holomorphe sur H.

2. Montrons que : V7 € H, Go (—1) # 72Ga(7).

Soit 7 € H.

Notons n; et 12 les quasi - périodes de la fonction zeta de Weiertrass de réseau
Z @ Zt, associées aux périodes 1 et 7 de la fonction elliptique de Weiertrass
de méme réseau.

La relation de Legendre* liant périodes et quasi - périodes d’une fonction
elliptique s’écrit ici : 71 —ne = 2im, c’est - a - dire d’apres la propriété précédente

2im = 7Go(Z ® Z1) — 7Go(Z(—7) ® Z) = 7Ga(7) — %GQ <_i>

1
Ainsi, on a : V7 € H, Go (—) = 12Gy(1) — 2iTm.
T

Ceci montre que Gg n’est pas une forme modulaire, car sinon, elle serait
de poids 2.

O

2.2 Fonction Gs3.

Pour compenser la perte de modularité de Gs, nous allons maintenant définir
une fonction G35, proche de Go, qui sera invariante par I'action de SLy(Z). Evidemment,
ce que 'on gagne d’un coté va étre perdu de l'autre, car sinon, on obtiendrait une forme
modulaire de poids 2 sur SLy(Z), alors qu'’il n’en existe pas !

Pour cela, nous allons suivre l'idée de Hecke , qui se déroule en deux temps

4 Propriété :  ( Relation de Legendre )
Les quasi - périodes n; et 1o d’une fonction zeta de Weiertrass de réseau A, associées
aux périodes wy et wy de la fonction elliptique p de Weiertrass de méme réseau A
o2
w1 W2

sont liées par la relation ‘ = womy — w1Me = 2iT.

13



(1) rajouter un facteur de convergence a la somme définissant Go, en considérant la fonc-

1
tion définie sur H x {z € C;Re z > 0 par : (z,s) = Z (mz +n)?|lmz +n|*’
mz+n)“imz + n|®
(m,n)eZ?—{(0,0)}

(2) pouvoir définir G}(z) = lim ®(z,s) pour z € H.
Re s>0
Nous allons suivre la méme démarche que lors de la définition de Go, modulo

quelques complications techniques : a savoir le calcul d’une transformée de Fourier
pour pouvoir appliquer la formule de Poisson et obtenir le développement de Fourier
de ®(.,s) pour Re s > 0.

e—2z7rsct

2.2.1 Estimation de I’intégrale de Fourier / , K —— dt
R (t+iy)*" 2 (t —dy):

Notons Log la détermination principale du logarithme, défini sur C — R_,

par Log z = log |z| +iArg z, on Arg z €] —m; 7[. Alors, pour tout s € Cet t € R*, (z+1it)*

est défini par (z 4 it)® = €529+ et on a la minoration |(z + it)®| > ™™™ 3|z 4 it|Re 2,

A partir de cette considération simple, nous allons pouvoir démontrer le lemme

suivant, dont le but est de changer le domaine d’intégration de la transformée de Fourier

(t—{—iy)Q*%(t—iy)% avec s € C, Re s > 0 et y > 0, afin de pouvoir
en obtenir une estimation.

de Hyp : t +—

.
Lemme : Soit y > 0. v v 1
(@, )% € C2, Re (a+ f) > 1. @ ®
Si I' désigne le contour ci contre, i
avec { A>0 , et IV le contour @
O0<y <y
symétrique de I' par rapport a Re z = 0, Z X -
on a alors :

v +00 eia:t P eizz q
oo (tFiy)(t —ay)s r(z+iy)*(z —iy)B

+o0 eixt ei:r;z
Vo <0, / : : dt = / , : dz.
o (tHiy)(t —iy)P r (2 +1iy)*(z —iy)°

La démonstration est une adaptation du lemme page 10 utilisé pour calculer
une transformée de Fourier lors de la démonstration de 1’égalité, valable pour z € 'H :

1 =,
Z (Z n n)2 — 4712 Z me2mnz.
m=1

nezZ
En effet, on ne peut pas utiliser ce lemme, puisque l'on devrait calculer

Res (z — m ; iy), ce que les techniques de calculs usuelles de résidus
ne permettent pas de faire, puisque « et  ne sont pas nécessairement des entiers.
L’idéee est alors de modifier le contour utilisé dans ce lemme page 10 afin que ce

contour soit le bord orienté d’'un compact K a bord régulier ne contenant pas iy.

Démonstration : Le lemme se démontre de la méme facon, que x soit positif ou négatif.
Nous supposerons donc z > 0.
Soit (A,R) € R*” tel que 0 < A <R.
(yo,h) €ER? tel que 0 < yop <y < h.
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Notons hgp: C-—{iy;—iy} — C
1

(z +iy)*(z —iy)°
Considérons aussi le contour I'g 5, suivant :

z

Iﬂl I
I ih VI
§ iy +
m v +
I VI
- N ¥
v, i
R o VID 4 R Bez

e La fonction z — hq g(2)e™* est holomorphe sur C — {iy; —iy}, donc, d’apres
le théoreme des résidus,

/ hap(2)e™ =0 (2.1)
I'r,n

e En utilisant la minoration |(z + it)%| > e~™5™ *|z + it|®¢ * pour t € R, (s,2) € C?
avec z + it # 0, on obtient :

max (‘/haﬁ(z)emz dz / hap(2)e™* dz
I VII

max ( / hep(2)e™* dz / hap(2)e'™ dz
11 VI

d’ou  lim lim hap(z)e dz = 0.
N R .8
——+o0 R—+o00 Jrunuviuvil

< RXe (a+p)

eﬂ'%m (a+pB) e—hx ’
<
) ~ Re (a+ F) — 1 ARe (a+5)-1

)

) he™Sm (a+p8)

)

e—xt+i€Ax
De plus, t — est intégrable sur [yo; +oo[ pour
(eA +i(t +y)* (A +i(t — y))°
{ ) +1} . efthtisAx - eﬂgm (a+pB) ot
ec1—1L , car pour t > yo, < e R
(eA+i(t+y)* (A +i(t—y))? |~ A%e(@th)
lim lim he5(2)e"™ dz :/ hap(2)e™ dz .
don & T RTtee i 0 o ’
lim lim has(2)e* dz = | hap(2)e'™ dz .
h—+o00 R—+oc Jy () /@ ()
+oo
Enfin, lim lim hop(2)e™ dz = —/ he p(t)e™ dt, car
h— 400 R— 400 VIII ? _ ’
) eﬂ'%‘m (a+0B) ~ .
[Ha p(t)e™ | > @) warsy Prouve lintégrabilité sur R de t — hq g(t)e"™".
y 2

e En conclusion, lorsque R — 400, puis h — +00 dans 1’égalité (2.1), on obtient

+o0 1Tz
/ c dt :/ hap(2)e™* dz—l—/ ha,p(2)e"™* dz
©Y[¢) v

oo (2Fiy)e(z—iy)?

= / hap(2)e™ dz .
r
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—2imat

e
Ainsi, nous allons pouvoir estimer / — 5 — dt pour tout réel x.
R (t+iy)" 2 (t —iy)?

Corollaire : Pour tout (z,y) € Rx]0;400], et pour tout s € C, avec Re s > —1,

—

ona: |[Hy,(z)] =

672i7r:1:t
/ . 2+§ . = dt
R (t+iy) "2 (E —dy)e

- Re s
e5Sm se=mlzly /4 1+55 .
d—— | = , 81 x#0.

=
_ y1+% 3
m
JLiRe , st =0
Démonstration : e Pour x = 0, on a successivement :

<

H; 4 (0)

</ dt < 1 / dt
e @ TR S P

e Puisque changer x en —x revient, dans le lemme précédent, a changer le chemin I'
en I, ce qui n’a d’autre contribution que de changer x en |z| dans les majorations

suivantes, nous supposerons x > 0 pour le reste de la démonstration.

6727,7rxz

On a, d’aprés le lemme précédent : I, (0) = / : _ de.
P P W= e

En découpant I" comme dans le lemme précédent, on a, pour A =1, yp = g :

/ dt
® (t+iy)2(t? +y?)2
d’ou le résultat.

/ etz p 4 sqm szl
s R s z -~ e e .
aue (2 +iy)?T 5 (z —iy)* ylt e
iz 4 A L2y
/ - 5 - 5 dZ S % s |\ 5 €§\$m Sef 2,
o (z+iy)?T2(z —iy)? ylroe \3
_ ZQ3m s, —7|z|y 4 14 Rge
ez e
DOHC, Hsvy(l')’ S 4W <3)
O
1
2.2.2 Calcul de E pour z € H et s €

2 s
e (0.0)) (mz +n)?lmz + n|

C, Re s > 0.

Pour effectuer ce calcul, nous allons, comme annoncé, appliquer la formule de Poisson.
Ceci donne le lemme suivant :

Lemme : Pour tout z =z +iy € H, et s € C tel que Re s >0, on a :

+

S 1 2y s¢(1+3s) T (*5)

= 20(2+s) —
(mz +n)?mz + n|® ¢ ) 24+s y't I(1+

+oo 2inm(mz—t)
e
2 E E - — dt
(/R (t + imy)>T2 (t — imy)2 )

m=1neZ*
(2.2)
ou I' et ¢ désignent les fonctions gamma d’Euler et zeta de Riemann.

(m,n)€Z2—-{(0,0)}
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Rappelons que la transformée de Fourier de f € L'(R) est donnée par la formule

Vr € R, f(x) = / f(t)e *™ dt. On note aussi, pour y > 0, 2 € Het s € C, Re s > 0,
R

1
H,,(t) = — - et B(z,5) = > .
5 . +7 s s ) 2
(t +iy)* 2 (t —iy)> e 1(0.0)) (mz +n)?mz + nls
Démonstration : Soit z=z+iy € Het s C, Res>0.
Alors, sim € N* on a :
o H,.,y € CO(R) N Ll(R).

e'rr%m s M
e dM>0,VteR, |H t) < < =
| s,my( )Tlmm(fz + m2y2)2+%e s (11 + M%S
—_ e
° |H , (n)l < + de TIm s ( ) e—ﬂm|n\y
"gz s,my (my)1+ﬂ%e s n%* |7’L| my
< eﬂ%m s m + Smy +1 Z e—ﬂ'm\nk‘/
- (my)1+§Re s my —
< +o00.

On en déduit alors, d’apres la formule de Poisson, que : Vm € N*
1 o 2imnmx
D TEe R SUNSUTEUED p sl

nez neEZ
00 -
Ainsi, ®(z,s) = 2C(2+s)+22 z:Hsmy(71)62”'”””lc
m=1n€Z
= 202+8)+2) > Homy(n)e®™™ ™ +2°> " H, my(0).
m=1neZ* m=1
Or, en effectuant successivement les changements de variables ¢ = mu,
puis v = —u sur la partie ot l'on intégre sur | — o0;0], on obtient
P 2 +oo t2 _ y2

De méme, en effectuant successivement les changements de variables t = yu,

2 1 :
v=u®, w=v+1, et £ = —, on obtient :

+oo 2 2 1
2 — 1 1—2 o
2/ zizyuﬁdt = 1*/ “0F da
o (2 +y?)ire ytts Jy V1—2z

e )

ot 3 est la fonction béta d’Euler définie pour (a,b) € C2, ave

e a >0
Reb>0"

1
par ((a,b) = / 2 1ot~ d

° D(@)r(b)
I'(a+b)
Re a >0
Reb>0

En utilisant les relations®3(a,b) = , et T'(u+ 1) = ul'(u), valables

et pour u € C, Re u > 0, ainsi

vr () s
(my) s (5+1)s+2

)

s+ 2 F(§+1)

respectivement pour (a,b) € C?, avec {

que D’égalité T' () = /7, on obtient alors : }TS;J(O) =
D’ou :

(I)(Z’ S) = 2((2 + S) + 2 Z Z m(n)e%mnﬂ';c y\1/<:S 23< 1 + S (

m=1nezZ*

5Une preuve probabiliste est donné dans J. Y. OUVRARD : Probabilité 2, Ed Cassini , p 64 - 65.

17



2.2.3 Définition de la fonction Gj, et propriété.

On sait que® la fonction ¢ se prolonge en une fonction holomorphe sur C — {1},
admettant un poéle simple en 1 de résidu 1. Ainsi, les deux premiers termes du membre

de droite de I’égalité (2.2) admettent une limite lorsque s — 0, avec Re s > 0, a savoir
2
™

T

— et — respectivement.

3 Sm z : . e

Pour montrer que la fonction G = 11H10 (., s) est correctement définie, il ne reste

ﬂ%se_s;o
i’i Z ~+o0 €2in7r(ma:—t)

plus qu’a montrer que, pour tout z € H, / : 5 , = dt admet
m=1nez* Y ~—X (t + Zmy)2+2 (t - Zmy)Q

une limite lorsque s — 0 avec Re s > 0.

Lemme : Pour tout z =z + iy € H, on a:

+oo ~+o00 e?imr(mac—t) ) +oo o;
lim 5 - dt = —47 o1(p)e“P™™,

Re s>0 m=1 neZ*

La démonstration va s’articuler en trois temps.
En premier lieu, nous montrerons que s — Hj ,,,,,(n) définit une fonction holomorphe
sur {z € C;Re z > —1} pour tout (m,n) € N*xXZ* et tout y > 0 ; ceci permettra d’affirmer

—
que lim Hy,,,(n) = Homy(n). Dans un second temps, nous montrerons la convergence
0 k) K

§——

Re s>0
uniforme de la somme double, grace a I'estimation donnée par le corollaire de la page 16,

d’ou la permutation de la limite avec la somme double. Il ne restera plus qu’a conclure,

2imat
race au calcul de ——— dt effectué page 10.
& /R(sz)2 pes

Démonstration : e Soient m € N*, n € Z et y > 0, et notons Q = {z € C;Re z > —1}.

672zn7rt

Alors : ¢ VseQ, t+— i) 2 (2 + m2y2)5 est mesurable.
e—2in7rt

(t —imy)2(t2 + m2y2)2

By L'(R).

4 si K désigne un compact de €, on a pour tout s € (2
672zn7rt 1 1

5 - < .
(t — imy)2(t2 + m2y2)3 (2 + m2y2)5 — £+ m2y?

¢ VieR t— € H().

¢t—

Ainsi, d’aprés le théoreme d’holomorphie sous le signe intégral,
s — Hg my(n) € H(Q).

En particulier : V(m,n) € N* x Z*, Vy > 0, lim H/Szy(n) = H/(,:y(n)
Re s>0
e De plus, d’apres l'estimation donnée par le corollaire page 2.2.1,
Re s> 0

5| < 1 ,on a:

pourtoutmeN*,z:x—i—iyEH,neN*etseC,{

16e™ emeﬂ'y

my 1 — e~ Nmmy :

Z m(n)e%mnwz <
n€Z—[-N;N]J

®Pour une démonstration voir [7], p 15 - 16.
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Ceci prouve la convergence uniforme de la série de fonctions de terme général
—_— .
(Hs,my(n)emm””> sur {z € C;Re z > 0,|z| < 1}.
nez*
En particulier, d’aprés le théoreme de limite termes a termes d’une série
de fonctions, on obtient :

lim " Hoy (e ™™ = 37 dim (Hy g (n)e2™7)

s——0 s——0

Re s>0 neZ* nezZ* Re s>0
I‘I/\ 2imnnx
0,my(n)e .
nezZ*

—+oo

Z Z m(”)ezimnm Z em”y%l’ valable

m=M neZ* y m=M
pour M € N* et z = x + iy € H montre la convergence uniforme de la série de fonc-

tions de terme général (Z I-I/Sm\y(n)e%m"”) sur {z € C;Re z > 0, |z| < 1},
nez* meEN*

= 16e™

<

De méme, 'estimation

d’ou en particulier :

lim Z Z H/Sﬁ(n)e%mnmc _ Z Sliglo (Z m(n)e%mnwx>

s——0
Re s>0 meN* neZ* meN* Re s>0 nez*

Z Z m(n)emmnﬂ'm )

meN* neZ*

e Enfin, pour conclure, calculons Im(n) pour y > 0 et (m,n) € N* x Z*.

D’apres le calcul de la transformée de Fourier effectué page 10, on a :
672’L"ﬂ'mt 0 six S 0
vy >0, /R (t+iy)? dt = { —Arlze™ ™ siz >0
Donc :

- e—2imnt e*Qiﬂ(*”)t 0 siz>0
H m = —_— dt - o . N9 dt = — M _ )
0.my(n) /R (t — imy)? /R (t + imy)? { 4mne= MY si g < 0.

+oo -1
fral - T 2imnrxr 2 —2mnmy  2imnmrx
Alnsi : Ho my(n)e = 4dr°ne e

meN* neZ* m=1n=—o0
+0o0 400

— —47T2 2 2 nef2zmnﬂ'z

m=1n=1

+oo
= —4x? Z o1 (p)e*mp” .
p=1

Ceci finit de démontrer le lemme.
O

En rassemblant tous les résultats intermédiaires de ce paragraphe, on en déduit donc
2 oo

T , T
que pour tout z € H, lim P(z,s) existe, et vaut — — SWQZal(p)e’QZp”Z -
Re =50 3 = Sm 2z

d’ou la définition - propriété suivante :
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Définition - Propriété : La fonction Gy* : H — C définie pour tout z € H par :

1
Go*(z) = lim Z 5 - est
%Rse s>00 (m,n)EZQ—{(O,O)} (mZ + n) |mZ + TL|

correctement définie, et vérifie pour tout z € H :

™

Sm oz

G3(2) = Ga(z) —

Désormais, nous allons pouvoir constater ce que 'on a gagné et perdu, par rapport
a la définition de Gy : G} n’est pas holomorphe, mais vérifie la condition de modularité
de poids 2 sous 'action de SLy(Z).

Propriété : 1. Gj n’est pas une fonction holomorphe sur H.
a b az+0b
2.V € SLy(Z),Vz € H, G} = (cz + d)*G3(2).
(27)est@ (25) = e+ s
Démonstration : 1. On a vu que G2 est holomorphe sur H.
. 0lmz i
Seulement z — Im z ne l'est pas, puisque ===0.
0z 2

2. Soit v = ( Z Z ) € SLy(Z).

Alors, pour tout z € H et tout s € C tels que e s > 0, on a successivement,

en notant toujours ®(z,s) = Z
(m,n)€z>—{(0,0)}

Birss) = q)<az+b )

(mz 4+ n)?|mz + nl* :

T s
cz+d

B Z (cz +d)?|cz +d|*

N (LA 10,00} (m(az +b) + n(cz +d))2m(az +b) + n(cz + d)|*

1

Or, ( 5 S)
(mz+n)*mz+nl* ), yezz— 0,00}
s € C tel que Re s > 0.

est une famille sommable pour tout

I Y B
Donc, par la transformation { Z ;22122 , ie { Zl;z,z N Z,g , on obtient :
1
@(Z,S) = / N2/ /s
(mt ) ST 0.0y (M Tz ]
- Z ((ma + nc)z + (mb + nd))2|(ma + nc)z + (mb + nd)|*

(m,n)eZ?—{(0,0)}
d’ott ®(7.2,8) = (cz +d)?T5¢(z, 5).

Ainsi, par passage & la limite, on obtient G3(v.2) = (cz + d)?G3(2).

O

De la condition de modularité de poids 2, sous l'action de SLo(Z), appliquée
a la fonction G5, on déduit la transformation de Gy sous I'action de SLy(Z) :

az+b
cz+d

Corollaire : Vv € ( g Z ), VzeH, Gy ( ) = (cz +d)?Gy(z) — 2imc(cz + d).
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Démonstration : Soit z € H, et Vv € ( Z Z )
Sm

On a alors : Om (y.2) =

lez + dJ?
G5(7.2) = (cz + d)*G3(2)
Les deux relations * m conduisent alors au résultat.
G3(2) = Ga(2) — 5

2.3 Fonctions E; et E,".

De méme que nous divisons Gei, par 2((2k), pour k& € N, £ > 2, afin d’avoir
un developpement & l'infini commencant par le terme 1, nous allons aussi diviser Gy*

2
par 2((2) = % ;
. . Gy
Notations : e Pour k € {2;3;4}, notons Eg, =
2 (2k)
o G2 3G
A

On peut donc résumer les résultats établis dans ce chapitre, en terme de fonctions Es
et Es* comme suit :

Propriété : e La fonction Es vérifie :

+o00
¢ VT EH, Ey(r) =124 a1(p)e”*™.
p=1

a b 61 c
. nye(c d),VZGH, <E2‘27)(Z)_E2<2)_?cz+d'
e La fonction Es* définie par lim i E 1
2 pat JIi 2 (mz 4+ n)?mz + n|*

Re s>0 (mﬂq,)EZQ—{(OaO)}
[y

vérifie : & Vz € H, Ex"(2) = Ea(2) — :
TIm z
¢ Vv € SLy(Z), (EQ* m — By (2).
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Formes modulaires presque
holomorphes et formes
quasi-modulaires.

Nous avons vu au chapitre précédent qu’il était naturel de considérer
les fonctions E; et Ej. Malheureusement, celles-ci ne répondent pas a tous les axiomes
vérifiés par les formes modulaires classiques, a savoir la condition de modularité!
et holomorphie sur H.

Nous allons voir comment il est possible d’affaiblir la définition d’une forme modulaire
afin que les fonctions E, et Ej solent les exemples typiques des «formes modulaires
affaibliesy.

3.1 Introduction des formes quasi-modulaires et des
formes modulaires presques holomorphes.

3.1.1 Motivations.

Lorsque l'on regarde différentes démonstrations®de transcendance du nombre e,
on voit que le fait que exp’ = exp est trées important, puisqu’il montre que 1’ensemble
des exponentielles polynomes est stable par dérivation.

Dans le méme ordre d’idée, on aimerait bien avoir un opérateur différentiel laissant
stable 'ensemble M(T') = @ M(T") des formes modulaires, ou I' est un sous-groupe de

keN
congruence de SLy(Z). Or, un calcul simple montre que si f € My et a € SLy(Z), alors,

pour tout z € H, on a

(1 a)(e) = f(z) + —¢

k+2 cz+d

f(2) (3.1)

Ceci empéche alors f' d’étre une forme modulaire des que f € M, : dans le cas contraire,
on aurait, pour un certain [ € N, (f'lar) = f’ pour tout a € I', ce qui impliquerait que,
!

pour tout z € H, le polynéme ((z+ X)! — (z + X)¥2) f/(2) — k(z + X)*! f(2) serait
le polynome nul, ie f serait constante, ce qui n’est pas.
Ainsi, la dérivation usuelle ne laisse pas stable I’ensemble des formes modulaires.

! Définition : Etant donné k¥ € N et H un sous-groupe de SLy(Z), on dira qu'une fonction
f+H — C vérifie la condition de modularité de poids k relativement a H

lorsque Va € H, (fla) = f.
k

Si H = SLy(Z), on parlera plus simplement de condition de modularité de poids k.

2T. SCHNEIDER : Introduction aux nombres transcendants, chap. 2, §2, Ed Gauthier-Villars, 1959.
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De plus, la formule (3.1) fait penser a la relation de transformation de E, :

6
VzeH, Ya= a b c SL2(Z), (Ezl\ca)(z) — Ez(z) i E c

. On veut évidemment

d cz+d
grossir I'algebre des formes modulaires de maniere a ce qu’elle reste une algebre, d’ou I'idée
T c (2
d’affaiblir la condition de modularité en a)(z = (2
e = 00 ()
pour un certain r € N, certaines fonctions fy, ---, f. holomorphes sur H et
a b

pour tout o =

d

Ceci donne les formes quasi-modulaires introduite par D. Zagier.

) € SLy(Z) et tout z € H.

D’un autre coté, on peut aussi affaiblir la condition d’holomorphie plutot que
la condition de modularité. La définition de Ej et le cahier des charges suggerent alors
d’affaiblir la condition d’holomorphie ainsi : il existe r € N, il existe des fonctions fy, - - - ,

f holomorphes sur ‘H tels que pour tout z € H, f(z) = Z (Zfl_(zz))l
i=0

Ceci donne les formes modulaires presques holomorphes, considérées par G. Shimura.

3.1.2 Définitions et premiers exemples.

Commencgons par rappeler la définition d’une forme modulaire, afin de pouvoir consta-
ter plus facilement I’affaiblissement des deux définitions suivantes :

Définition O :

Soit k € N et I' un sous-groupe de congruence de SLy(Z).
Une fonction f : H — C est appelée une forme modulaire,
de poids k, relativement a I' lorsque :

e f est holomoprhe sur H

« el (f7) =1
. . 1 n
o i h—mf{neN,(O 1)EF}, alors (fl\ca) admet,

un développement de Fourier du type :
+o00
2inm

Vz e H, <fka)(z)—2ane o

n=0

( f est holomorphe auz pointes.)

On a les définitions suivantes de formes quasi-modulaires, et de formes modulaires
presque holomorphes.

Définition 1 : Soit (k,l) € Z x N et I" un sous-groupe de congruence de SLy(Z).
Une fonction f: H — C est appelée une forme quasi-modulaire,
de poids k, relativement a I' 'l existe des fonction fy, ---, f;
holomorphes sur H telles que :

1. f est holomorphe sur H.
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2. VyeTl, VzeH, (fkv)(z):ij(z)( )].

3.3peN,3e>0,¥ie[0;1],VzeH, |fi(z)] <c| = )
Sm z
Si f; # 0, on dit que f est une forme quasi-modulaire, de poids k et de
profondeur [ relativement a I'.

Définition 2 : Soit (k,1) € Z x N et I" un sous groupe de congruence de SLy(Z).
Une fonction f : H —— C est appelée une forme modulaire
presque holomorphe, de poids k, relativement a I' s’il existe

des fonction fy, - -+, f; holomorphes sur H telles que :
!
fi(2)
1. = -,
Vz e, f(2) ; o3y

2. Vyerl, (fp) = [

Sm oz

3. peN, Je>0,Vie[0;!1],Vz eH, |fz(z)]§c(

Si f; # 0, on dit que f est une forme modulaire presque holomorphe,
de poids k et de profondeur [ relativement a I’

On note désormais /f\/lv,?(l“) (resp. M\El(F)) I’ensemble des formes

quasi-modulaire (resp. formes modulaires presque holomorphes)
de poids k et de profondeur [, relativement a I'.

On constate que la condition d’holomorphie a l'infini d’une forme modulaire
s’est transformée en une condition de croissance (hypothese iii. des deux définitions

ci-dessus)
Justifions alors que si f € M (Sly(Z)), f vérifie bien cette condition de croissance :

0 si  k est impair ou k = 2
On sait® que M(Slx(Z)) =< C si k=0
Sk(Slx(Z)) & CG si k est pair ou k > 4
Soit alors f € My (Slx(Z)).
¢ Sik €{0;2} ousi k est impair, le résultat est clair.
¢ Sik est pair et vérifie k > 4, alors f = g+ AEj, ot g € Si(Sl5(Z)) et A € C. La fonction
@ =gx(Sm)s vérifie | |hni ©(z) = 0 et est aussi continue sur le domaine fondamental

1
D = {z € H;|Re z| < = et |z] > 1}. Donc elle est bornée sur D, et puisqu’elle est

invariante par ’action du groupe I' sur le demi-plan de Poincaré, elle est bornée sur ‘H
Co

(Sm z)2

tout entier : 3Cy >0, Vz € H , |g(2)| <

3Voir [26], chap. 7, §3.2, p 143.
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Par ailleurs, dans la base (1,X,X(X —1),--- ,X(X = 1)+ (X = 2k + 1)) de Cy,[X],
il existe des complexes (v, - - - , agx_1) € C* tels que X% = Z aX(X=1)-- (X —i+1).

On a ainsi successivement :
o
VzeH, [Ex(z)] < 148 oni(n)e ™™ % on f € R,

“+o00

< 1+ ﬁZn%Y” oY = e ™M 7 ¢ [0: 1]
;llczll “+o00
< 1+6ZaYZ+1 <Z (n—1)...(n_¢)yn—i—1>
2t i
+ 1 |Yz+1
S ]' + /8 Z al . Z+2
2k— 1 Yz+1

2k—1 672(i+1)7r§m z

C y
On a alors Vz € H, |f(2)] < W‘i‘l‘i‘ﬁzai(l_e—mﬁm 2)i+2 d’ot

2%+1 2k—1 2k+1 —2(i+1)7Sm z
Sm oz Sm 2 e
Ve € H, |—— <1+4+C i Sm 2)it2
z (1+|Z|2) | ( )| + O+BZOZ <1+|Z|2) (1_6—27r\ym Z)Z+2

Sm = 2k+1 672(z+1)7r\sm z
1+ |22 (1 — e—273m #)it2

Or Vi € [0;2k—1], ¢ : = est bornée sur H

( 9); est continue sur H.

(%m Z)Qk—i—l ..

1 (Sm z)%k+1

| @/Jz(z) \zl—:>+oo @) ((1 T ’2’2)2k+1 (1 — e—27Sm z)

4 d’ou ¢;(2) — 0.
z+2> %( ) |2|——+o00

1+ |22
Sm 2z
si f est une forme modulaire classique, f vérifie la condition de croissance.

2%+1
Ceci prouve donc que : 3C > 0, Vz € H, |f(2)| < C ( ) , et donc que

Essentiellement, nous avons démontré au chapitre précédent la propriété suivante :

Propriété : 1. Pour tout groupe de congruence I' de SLy(Z), on a :
My() = M) = ME°(D)
2. B, € M (SLy(Z))
3. Ej € M:Y(SLy(Z))

Pour finir, voici quelques notations :

Notation : e M (I') = | J M;*(T) M(T) = P My(T)
e MiD) = M) M(T) = P Mu(T)
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3.2 Premieres propriétés des formes quasi-modulaires
et des formes modulaires presque holomorphes.
Nous allons voir dans ce paragraphe trois propriétés semblables pour les deux

extensions de formes modulaires. Pour cela, nous adapterons les arguments de Martin
et Royer* pour les deux extensions possibles au cas de niveau supérieurs.

3.2.1 Utilité de la profondeur.

Avant de justifier les sommes directes définissant M(T) et JW(F), nous allons voir
qu’il n’y a pas de perte de renseignements sur la profondeur dans les notations My(I") et
M,(T).

Propriété : ( Unicité de la profondeur.)
Soit I" un sous - groupe de congruence de SLo(Z) tel qu’il existe

(a b)EFavecc#OetkEZ.

c d
1. Si f € My(T) est non nulle, alors s €N, f € M,?S(F)

2.8 fe M\k(F) est non nulle, alors Jls € N, f € M\ES(F)

Remarquons que si f est nulle, une adaptation de I’argument qui suit montre que
dans les deux cas, on a nécessairement s = 0 ; par contre le poids ne peut étre déterminé
uniquement.

Démonstration : Soit N € N tel que I'(N) C T

1. Soit, f € ME3(T) N ME*(T).

Quitte & renommer s et s’, on peut supposer que s < s’.

Alors il existe des fonctions gq, - - -, gs, ho, « -+, hsr holomorphes sur H, avec gs Z 0
et hy Z 0 telles que :

fh Zgj (cz+d>
V7:<Z Z)GF,VzeH, ;
f\’y Zh <cz—|—d>

Or dzp € H, { 95(20) # 0 car les zéros de g5 et hy sont isolés.

hsl(ZO) 75 0 ’

o a b . ; i N ; s
Alan( e d ) el Zogj(zo)cj(czo + d)fts =T = Zohj(zo)cj(czo + d)fts'=d,
j= Jj=

—-pN  —p°N

Puisque Vp € Z, ( ! ) € T(N) C T, on obtient, pour tout p € Z,

N 14+ pN

’

S
D 90N (No + 14 pN)* 77 = 3 by ()N (Nzg + 1+ pN) .
7=0 iz

4Voir [15], chap. 17, p 67.
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On a ainsi I’égalité polynomiale :

s

ZNJ (zo)XF+s—7 = ZNJh (z0)XF+s'~
7=0

Par égalité des termes de degré inférieur & k et du degré de ce polyndme,

/o
on obtient { 5=

Vi €[0;s], gj(z0) = hj(20)
2. Soit f € ME*(T') N M=% (TD).

De méme que précédemment, on peut supposer que s < s’.
De plus, il existe des fonctions gg, - -, gs, ho, -+, hy holomorphes sur H, avec
gs Z0 et hy #Z 0 telles que :

s/
_9i(2) h; ( )
Vz e H, = —
z Z (z—2) “

7=0 7=0
En appliquant p fois, pour p € N, l'opérateur 7 a la derniere égalité
Z

et en multipliant & chaque étape par (z — z)?, on obtient, puisque les fonctions

go, **+» gs, ho, - -+, hs sont holomorphes :
s—p , . s'—p , .
(J+p) gip(2) U ) hjsp(2)
VpE[[O;S]],Z - fzz TR —
| — | _
= 7 (z — %) = 7 (z—2))
s'—p Y
En particulier, lorsque p = s, slgs(z) = U +p) ]+p(j‘)
= J' (-7

3]
Si s < s, alors s’ — s nouvelles applications de g et multiplication par (z — z)?
z

fournirai s’!hy = 0, d’out hy = 0, ce qui n’est pas.

Ainsi s = 5.

—

3.2.2 Structure d’algebre graduée sur M et M.

Si T' est un sous-groupe de congruence de SIo(Z), on sait® que l’ensemble

= @ M(T') est muni d’une structure d’algebre graduée®.

kEN
Nous allons montrer que les ensembles des formes quasi-modulaires et des formes

modulaires presque holomorphes, relativement a I' peuvent aussi étre munis
d’une structure d’algebre graduée.

SPour le cas des formes modulaires classique, voir [26], chap. 7, §3.2, remarque p 145.

6 Définition : Une algébre A est dite graduée s’il existe une famille (A;);en de sous-espaces
vectoriels de A tels que : A = @Ai
ieN

V(’L,]) S NQ, AZAJ C Ai+j
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Propriété :

Démonstration :

Soit I" un sous - groupe de congruence de SLy(Z).

1. Les sous espaces vectoriels Mk(f‘) (resp. M\k(F)), pour k € Z, sont
en sommes directes.

2. /\/l @Mk ) et /\/l EBMk ) sont des algebres

kEN keN
graduées.

1. e Pour montrer qu’un nombre infini dénombrable de sous-espaces vec-
toriels sont en somme directe, il suffit de vérifier qu'un nombre quelconque
d’entre eux sont en somme directe. Montrons donc que 1’1nJect1v1te de
Papplication ¢ @ Mg, (I) x -+ x M, ([) — My, (T) + -+ My, (T)

(fla" 7fn) | fl++fn
pour tout n € N et tout (ky,--- ,k,) € N"™.

¢ Pour n =1, le résultat est clair.
4 Supposons le résultat établia I'ordre n — 1.

Soit alors (f1,+- -, fn) € /\/l<sl( ) x--x ./\/l<s"( I') telles que ZfZ =0.

Notons (f; \ a) Z fij(= ( id) I’équation de transformation de f;
pourtoutzG'H,iE[[l;n]]etoz-(Z Z € SLa(Z).
. —pN  —p?N
Alors, puisque AN € N, Vp € 7Z, ( N 14+ pN ) e I'(N) c T,

cette méme equatlon de transformatlon 1mphque que pour tout z € H, pour tout
ki+ max s; —J

p € Z, 0 sz” J(Nz+1+pN) Isisn , d’oti en notant
i=1 j=0
n s
= tout le pol 2)XFiT5=0 est nul.
$ = max s, pour tou z € H, le polynoéme leof” est nu
i=1j

En particulier, son coefficient dominant est nul, c’est-a-dire f;,0 = 0 ou g est
tel que k;, = 4rﬂnlax]]/<:i. Or (fi,|12) = fi, = fis0, d’olt fi, = 0, et hypothése
el l;n k

de récurrence permet de conclure que f; = --- = f,, =0, d’ou ¢,, est injective.
b

Ainsi, les sous-espaces vectoriels My (T") sont en somme directe.

e Soit (f1,+, fn) € /\/l<51( ) x--x M<S"( I') telles que ZfZ =0.

i=1

Par le méme raisonnement que précédemment, ’équation de transformation
n—1 n

appliquée a Z fi € M\k (T') montre que le polynéme Z fi(2)X" est nul pour
i=1 i=1

tout z € H, d’olt en particulier f;, = 0 avec ig € [1; n] tel que k;, = r[[nax | k;.
i€[1;n

Ceci permet de conclure, d’apres le principe de récurrence, que les sous-espaces
vectoriels M k( ) sont en somme directe.
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2. Notons alors ./\/l @Mk ) et M @ M (T
. keN keN
M(T) et M(T') sont évidemment munis d'une structure d’espace vectoriel.

De plus si (f,g) € /\75151(1‘) X MSSZ(F) (resp (f, )GM\EISI(I‘) XM\EQSZ(F)),
un calcul immédiat montre alors que fg € M,fj;:f( ) C kaﬁkz T) ¢ M(T)
(resp. fg € MELEP (D) € My (T) € M(D)).

Ainsi, M(T) et M(T') sont aussi des algebres graduées par le poids.

3.2.3 Opérateurs différentiels sur M (I) et M,,(T).

On a voulu généraliser la notion de forme modulaire de manicre a connaitre
des opérateurs différentiels laissant stables les algebres Mk( ) et Mk( ), ou I' est
un sous-groupe de congruence de SLy(Z).

L’équation de transformation des formes quasi-modulaires a été choisie de facon
a avoir la propriété suivante :

Propriété : Soit (k,s) € Z x N et I' un sous-groupe de congruence de SLy(Z).
0 —
On a alors : 5 (M,fs(F)> C M,jf_;“l( ).

Démonstration :  Soit f € M*(T).
Alors, il existe des fonctions fy, - - -, fs holomorphes sur H telles que I'équation

j
de transformation de f s’écrive : Vy € I', Vz € H, (fIL’y) Z fi(z (cz n d)

Ainsi, si v = ( Z Z > € I'" et z € H, un calcul simple montre que :
of - - PN
(321@4-27) (@) = folz)+ 12:21 (fj(z) +(k J)fﬁl(z)> (cz + d)

w956 ()

Ceci montre donc le second point de la définition 1 , le premier et le troisieme
point étant clair par I’expression précédente.

]
Il nous reste a trouver un opérateur similaire pour les formes modulaires presque
holomorphes. Or, au cours de la démonstration de la somme directe des espaces

—_~ a
vectoriels My(T'), nous avons naturellement appliqué l'opérateur 7 afin d’annuler
z

le «coefficient constant» du polynoéme en —, qui est une fonction holomorphe,

puis on a multiplié par (z — Z)? pour simplifier I'expression obtenue.
Ceci invite donc & considérer 'opérateur, noté e par Shimura’, défini sur My (T") par

(ef)(2) =(z —5)2%(2) pour tout f € ./T/l\k(I‘) et z € H.

Nous avons alors une propriété analogue a la précédente :

"Voir [31], §7.
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Propriété : Soit (k,s) € Z x N
I' un sous-groupe de congruence de SLy(Z).

On a alors : € (M\ES(F)) c M:2HD).

Démonstration :  Soit f € M=%(T).

Alors, il existe des fonctions fy, -+, fs holomorphes sur H telles que f s’écrive :
S
_ fi(2)
Vz eH, f(z) —Z G2
j=0
s—1 ,.
1 .
Un calcul simple montre alors que : Vz € H, (ef)(z) = Zw

o G-y

Ceci prouve le premier point de la définition 2, ainsi que le troisieme.

. b
Pour le second point, on a pour tout v = < Z d) € I'et z € H :

(v.2 —72)% Of
(Efk27> (2) W@(%@

 (2—2)? (z4+d)? Ofon
ez +dA (cz+ )2 0z (2)

2z —7%)2
B ((cz + d))’“ % ((e=+ d)*f(2)

- -2720)
= D)
g

Le fait d’avoir un opérateur qui augmente le poids de 2 pour une approche,
et un autre opérateur qui diminue le poids de 2 pour l'autre approche, semble rompre
la similitude entre les deux extensions possibles. Pour étudier cela, calculons 1’adjoint
de l'opérateur € pour le produit scalaire de Peterson, puisqu’alors son adjoint augmentera
de 2 le poids.

Rappelons® que si f et ¢ sont deux formes paraboliques de poids k relativement

xdy
2 Y

— . d

au sous - groupe de congruence I' de SLy(Z), alors, /f(x—i—iy)g(x—l—iy)yk
D

ot D est un domaine fondamental de I', est convergente et indépendante de D.

1 —— . dxd
L’application < .,. > définie sur (Sk(f‘))2 par < f,g >= X/ fx+iy)g(x + iy)y* x2y’
D Y

dzd

avec A = / —2y, est alors un produit scalaire.
D Y

En effet, ceci vient des trois faits suivant : f € My(I") vérifie f € Sg(I) si et seulement

si z — (Sm 2)% f(2) est bornée sur ‘H, un domaine fondamental est de volume fini, et

enfin f et g vérifient les conditions de modularité.

Par analogie & S;(I') pour un sous-groupe I' de congruence de SLy(Z), notons Sy(T")
I’ensemble des formes paraboliques presque holomorphes, ie l’ensemble des formes

8Voir [13], chap. 3, §4.
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modulaires presque holomorphes dont le coefficient constant dans le développement
de Fourier a l'infini est nul.

Par ailleurs, si f € M\k(F), on peut toujours écrire que f € gk(F) si et seulement si
2 — (Sm 2)2 f(2) est bornée ; néanmoins la condition de modularité n’est plus vraie,
ce qui empeche l'indépendance par rapport a D de lintégrale, mais I'application

. 2
<> (Sk(F)) +—— C définit toujours un produit scalaire.

0
Il est donc bien légitime de vouloir déterminer les adjoints de EP et € pour le produit
z

scalaire de Pétersonn.

Pour cela, considérant (ef, g) , 'idée est d’arriver a faire porter sur g 'opérateur 75
Z
opérant a l'origine sur f.
Nous allons donc faire une intégration par parties. La difficulté technique provient
du calcul des termes de bord, ce qui est fait dans le lemme suivant :

1 1
Lemme : Soit eD=<2¢€C;|z] > 1, —3 <Re z< 5} un domaine fondamental de

SL,(Z).
o f € MUSLy(Z)) et g € MO_,(SLa(Z)).

9 N TN k2 _
Alors, /D B <f(:r +1iy)g(x +iy)y ) dzdy = 0.

Remarquons que dans ce lemme, nous réduisons 'étude au seul groupe SLy(Z).
En effet, pour pouvoir calculer les deux intégrales, il est de bon augure que l'intégrande
soit 1 - périodique. Le résultat reste vrai sur un sous-groupe de congruences contenant

0 1
le cas de SLy(Z). Mais nous vérifierons la propriété attendue pour tout sous-groupe de
congruence de SLy(Z).

. 11 , . .. ,
la matrice ( ; néanmoins, nous ne calculerons 1’adjoint de opérateur € que dans

Pour la démonstration de ce lemme, nous utiliserons la formule de Green-Riemann?,

afin d’avoir a calculer une intégrale curviligne, puis nous concluerons en invoquant

I'invariance par z — —— de 'arc de cercle {ew; 0 e E? %’r} }, I’orientation étant changée.

L’application de la formule de Green-Riemann nécessite de se restreindre a un compact,
un passage a la limite sera donc aussi nécessaire.

9 Lemme : ( Formule de Green - Riemann )
Soit A un compact de R2.
OT A la frontiere de A orienté dans le sens positif.
w = Pdz + Qdy une forme différentielle de classe C! sur un ouvert contenant A.

s [ ()

Voir L. SCHWARTZ : Analyse IV, chap. 6, §10 p 361 - 362 , Ed Hermann
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Démonstration Notons pour M > 1, D(M) = {z eClz| > 1, ~5 <Rez< -,0<m 2z < M}

Alors, d’apres ['égalité de Green-Riemann, on a, car fff( )g(2)y*2dz
est une forme différentielle de classe C! sur H, ouvert contenant D(M) :
9 ( TN, k2 1 9 ST k2
— (f(2)g(2)y )dmdy = 7/ —(fzgzy )d:vdy
| 7 (7290 5, 3 (7190
1 0 e NN R
5 [ o (FifatEs ) dody
DM) 9Y
i — ke .
= 5 | e + idy)
a+D(M)
i — ke
= 5 [ e
a+D(M)
Orientons le contour de 97 D(M) de la maniére suivante
4 Imz
G Iu
@‘V ‘i@

/51\

o w
N

L=

ol

Par 1 - périodicité de = —— f(z + iy)g(x + iy)y"® pour tout y > 0, on a

/ f(2)g(2)y*dz + / f(2)g(2)y*dz = 0.
1 . . . .
lorientation étant changée,

De plus, (3 est sa propre image par z —— ——
z
ce qui prouve que f@f yF¥2dz =0, car :

/f gy 2z = /f dz,oilS_(?al>

k=2 1 2—z\"?
f 2224\ 2 dz

/ f k 2dZ
Enfin, on utilise le lemme suivant pour estimer la contribution le long de (2
7).

Soit f € §k(F) ou I' est un sous-groupe de congruence de SLy(Z)
Alors : 3¢ > 0, Vy eI, Vo € R, |f(1.(x +iy)| = O(e™).
y

Lemme!'l:
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Ainsi, il existe ¢ > 0, tel que /f g(2)y*~ deM = OMF2e~ M),

—+o0

0
d’ou i dz =0.
o Jim | 5 (F(=)902) dz =0

Or, d’apres le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, et d’apres ce méme
lemme précédent, on a ’égalité :

[ L (1) dady = [ (£l 2) dedy

M—+4oc0o D(M) 82 D 82

9 _

D’ou :: / 7 (f(z)g(z)ykfz) dxdy = 0, ce qui prouve la propriété.
D 0%

Nous pouvons désormais effectuer nos deux intégrations par parties :

4 9(f x Sm 2

Propriété : Si f € Sy(SL2(Z)), alors (¢*f)(2) = S 2 o (2)
of 2
- 4(Fe+E0)

Démonstration : Puisque % est une dérivation, on a, si f € M\k(F) et g € /Wk(F) :

4

<ef,g> = /yQGI()()k“dwdy
9 _
-3 [5G (@) dey
4 9]

= 5 [ 5 (2 dody 5 [ )5 (a2 dady

3 [ 1615 @) dudy

of i(k2)f)'

0z 23m

Ceci prouve la propriété, car e*f =4 <

Ceci nous invite a considérer 1'opérateur 5k déﬁni sur Mg(T"), ou I' est un sous-groupe

af f pour tout f € Mk( ).

de congruence de SLy(Z), par 0, f = 5
iSm

De méme que pour les propositions des pages 30 et 30, on a :

Propriété : Soit (k,s) € Z x N.
I un sous-groupe de congruence de SLy(Z).

On a alors : dy (/T/I\ES(F)) C ./\/l,jf_;l( ).

HLa démonstration est identique & celle du lemme 1 p 36 de [13].
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Démonstration :  Soit f € M:*(T).
Alors, il existe fo, ---, fs des fonctions holomorphes sur H telles que

Vz e H, f(z)zz(jj_(i))j

=0

Un calcul simple montre que :

e +Zf —.7'+1)fi—1(2)Jr k—s

Vz e H, (51<f z—?)j (Z—E)S'Hfs(z)'

Ceci prouve le premier et le troisieme point de la définition 2.

k
Pour le SQe‘cond point, on a %(Wz) = (cz+ d)26<(02 +8(,iz) f(z)) et

2i_m (y.2) = %,&ze')—letyz < Z Z > eI, dou:

_ 1 of kf(y.z)
(5kfk‘+27)(z)  (cz+d)kt2 (8z<7z) + 2im (’yZ))

B 1 Of oy k|cz + d|? 1

ez d)F 0z (2) 2iSm 2z (cz + d)? (f;b)(z)

_of ke k(cz+d)

N &(z) + cz+d  2iSm z(cz +d) 1)

_ of kf(z)

N &(2) 2iIm z

= (0rf)(2)-

O

3.2.4 Etude des coefficients des formes quasi-modulaires et des
formes modulaires presque-holomorphes.

Soit I' un sous groupe de congruence de SLy(Z).

Si f € /T/l\lfs(F) s’écrit pour tout z € H f(z) :Z _fi®) de la condition

= (z—2)"

de modularité de poids k relativement a I, associée a I'unicité du poids et de la profon-

deur, en remplacant Z par z — (z — Z) dans l'expression de v.z — 7.z si v € ( g Z > el

et L € [0; s], on obtient alors ch ( JH ) (fij | 217) = fi.
e

A g <s—l

Ceci permet d’affirmer que fl e M2, ().

De méme, si f : ' H — C est une forme quasi-modulaire de poids k et de profondeur

J
inférieure & s, dont la condition de quasi-modularité s’écrit (
q (flv) = ng (Cz+d)

35



en comparant la condition de quasi-modularité de f appliquée a 17, et celle de (f|y1)
k

appliquée a vy, ol 71 = ( le 211 ) celetyn= ( Zj 222 ) € I, on obtient, puisque les

espaces M=*(T) sont en somme directe : si y = < Z Z ) €8SLy(Z),1€[0; s]et 2 €™H,

alors fi(z) = 2; ( ? > (=) ez + d)j+l—kfj(7,z).
J
Ceci permet aussi d’affirmer que f; € M:sml( )-

On a donc la propriété suivante :

Propriété : Soit I' un sous-groupe de congruence de SLy(Z).

1. Soit f € M:*(I), de Condition de quasi-modularité s’écrivant

sous la forme fw ij (

J
our tout z € 'H
cz+d) P

et v = ( g Z ) € I, avec pour tout j € [0; s], f; holomorphe
sur ‘H.

Alors : Vj € [0; s], fJEM;SQJJ( ).

2. Soit f € M\ES(F), définie sur H par Vz € H, f(z) = —< fj(Z_))j’
Z2—Z
Jj=0

avec pour tout j € [0; s], f; holomorphe sur H.

Alors : Vj € [0; s], fJGszszj( )-

Ceci est le premier résultat ou la transcription quasi-modulaire en modulaire presque
holomorphe n’est pas exacte.

Démonstration : 1. Soit f € /,\/IVES(F)
Alors, il existe des fonctions fy, ---, fs holomorphes sur ‘H telles que :

\m:(Z Z)el‘ Vz € H, f\v ij (CHd).

OSoitalorsvlz(zl Zl>€Fet72:<Zg ZQ)GF.
1 2 da
1

Ainsi : Vz € H, (flL7172)(Z) = m(f}‘c“ﬂ)(%.z)

o 1 : C1 J
o (022+d2)k ;fJ(PYQ.Z) (61’}/2.Z+d1) ’

* *

vy 6
De agdy — bacy = 1, on obtient doy — cod = ¢1, ce qui implique que :

Notons 172 =
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C1 61(022 + dg)
C172.2 + dl (01a2 + dlcz)Z + (Clbz + dldg)

d2’}/ — 625
vz 44§

(coz 4+ da2)y — ca(yz + 9)
vz 46

= (CQZ —+ dg)

(c2z + d2) (

do)? (L 2 )
(caz + da) (’YZ+5 e+ o

Donc, d’aprés la formule du binéme de Newton, puis en inversant 'ordre
de sommation, on obtient :

o) = izj:(il)jil < g > e’ N eaz 4 do) T TF fi(72.2) (vzv—k 6>l

=0 1=0

RSN (7 ) errtteas 4 )y ) (2 5>l

1=0 j=I

Or, la condition de quasi-modularité appliquée a f et 7172 donne
J
(f‘%’Yz Zf] ( ) pour tout z € H.
D’ou par unlclte du poids et de la profondeur des formes quasi-modulaires, on en
déduit que :
a b (i
Vie[0;s], vy = < J ) €T, fi=) (-1) ( g )Cj(fj+zk 2\1 7)-
—21—j

Jj=0

e Montrons alors par récurrence sur [ € [0; s] que fs_; € Mﬁsz(F).

¢ L’égalité précédente appliquée & | = s impose : ¥y € T, fo = (f | 7).
k—2s
Ainsi, I'hypotheése de récurrence est vérifiée au rang 0.

¢ Supposons que : VI € [0;lp—1], fs—1 € /\/lk 95421 (') pour un certain Iy € [1; s].
Alors, d’apres I’hypothese de récurrence, il existe des fonctions fso, fs—1,0, fs—1,1,

fs—2,0, -+, fs—io+1,lo0—1 holomorphes sur H telles que pour tout v = ( ? b erl,

d
J
o —1 _ .
1e[0; 1 ]],etzeH,(fszi%zl) wa (Cz+d)

Or, d’apres 'égalité précédente appliqué a s — lp, pour tout z € H, et

a b .
Vy = < € I', on a successivement :

c d
lo .
_ [ Jts—lo\ by
fs—1,(2) = ;)(_1)](3—10 O>cj<f]+s_l°k+2lojzj>(z)
lo lo—j i+J
- z(< ()T et (5) )

* (fs_lo k+2l‘of2sry) (2)

37



' lO l()_j j + l C ,L+J
_ j+1 NP [ (U,
(fs—lok+2lL_2s’Y) (2) = Z ( - (=1)? < ! > fsﬂ_l“”) <cz + d>

j=1 \i=

+f8*lo (2)

|
—

lo—1lo—

J-1 . i+j+1
= Z (—1) < / +ll_l > fstit1-10,1(2) <czc+d>

j i=0

Il
=]

JrfS—lo (Z)

lo—1 p +1-1 c p+1
= e (T ) i) (55

p=0 j=0

+fs—1(2).
gOZfsflo

P .
: . +1+1 . .
Notons gp=> (1) ( J ; ) fstjti-to,isip € [1; 0]
=0

p
On obtient alors ( s ) E ( ) d’ou :
Jsta 1~c+21(J 2s 92 cz+d

=
fs—1o € Mig 5y, 0. ().

Ceci prouve I’hérédité de I’hypothese de récurrence, et donc la premiere partie
de la proposition.

2. Soit f € M*(T).

Alors, il existe des fonctions fy, .-+, fs holomorphes sur H telles que
_ g fj( ) a b _
VzeH,f(z)—jz:(:)(z_ = g er, (flm=
e Or, d’apres la formule de binéme, et en permutant les deux sommes simples, on a

. b
successivement, pour tout v = ( z d ) el et tout z € H :

S

(f}L'y)(z) - cz—l—dkz —

(v.2—72)

B 1 ° ez +d|¥
= (cz—i—d)ij::O (z—i)j fj('Y.Z)

2+ d) I -
- cz—l—dkz( Z—Jrz - ) (2 +dPf;(r2)

i () (5 ) (c2 + )y~ f3(r.2)
1

Z_: ( . )cj_i(cz—&-d)”'j_kfj('y.z) o
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Ainsi, par unicité du poids et de la profondeur des formes modulaires presque

holomorphes, on en déduit que, pour tout v = < Z g ) €T, pour tout I € [0; s],
s . j—1
. _ i~ J ) c
pour tout z € H : fi(z) = Z(fl)J ( ; > (fjk_\%’y) (2) <cz n d) .

j=l

e Montrons alors par récurrence sur [ € [0; s] que fs—; € M,§£2S+2l(F).

¢ Légalité précédente appliquée & | = s impose : Vy € T, fo = (f | 7).
k—2s
Ainsi, hypothese de récurrence est vérifiée au rang 0.

¢ Supposons que : VI € [0; lp—1], fs—i € //\\/lj,figs+2l(F) pour un certain Iy € [1; s].
Alors, d’apres I'hypothese de récurrence, il existe des fonctions fso, fs—1,0, fs—1,1,

fs—2.0, **, fs—ig+1,1o0—1 holomorphes sur H telles que pour tout v = ( Z Z ) eTl,

k—2s+21 cz+d

Or, d’apres l'égalité précédente appliquée a s — Iy, pour tout z € H, et

le[[O;lo—l]],etzeH:(fs,l \ 'y)(z)zzl:fsl’j(z)< c )j.
7=0

b .
Vy = < @ > €T, on a successivement :

c d
> 1 j+lo—s
= j+lo—s J ) c
fs—lo (Z) - j;lo(_l)J-ﬂ ( s— 1l ) <f]k7‘2j’y) (Z) (CZ n d)
lo—1 s ] . lo—j
— _1\lo—J - )
= J;J( 1) ( s —1lo ) (f57jk72‘s+2j,y> (Z) (CZ T d)
+ (fs—lok_2s\+2l0v) (2)
lo—1 o s _j j . lo—j+i
_ 1\lo—j .
B JZO<( b ( s—lo >§fs_j’l(z) (cz—i—d) )
- (fS#Okfzs‘Jrzzov) (2)

i=0 j=i

+(foe | )@

k—2s+2lg

lo lo—i 4 y : s—lo+i+j
- ZZ(_UZ ( ’ s :)l_g)_j ) (czid) Fortorsi(2)
+(fs—l0 ‘ 7) (Z)

lo p . s—lo+p

_ i s—lotp—1 c -

= SY e (TR (55) St
+<fs_l°kfzs‘+2l07> (=)

.. A<l
Ainsi, fsflo € ME—Q—OQIO—QS(F)’

Ceci prouve I’hérédité de I'hypothese de récurrence, et donc la fin de la proposition.
|
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Nous obtenons alors naturellement le corollaire suivant, donnant une majoration simple
de la profondeur :

Corollaire : Soit I' un sous - groupe de congruence de SLy(Z).
Si f € M), ot f € M:3(T), alors nécessairement, on a k > 2s.

Remarquons que si f € MVES(F) ou I' est un sous - groupe de congruence de SLy(Z),

s . 71
de T'égalité fl(z):Z(—l)j_l<g ) (fjk2j7>(z)( ¢ ) , prouvée pour tout

, cz+d
7=l

1e]0;s],y= ( Z Z ) €' et z € H, il n’est pas difficile de voir que 1’'on a alors

(4 1.7) SZZ(”J)M (5a)

J=

En effet, pour I =0, on a : f, = (fs ) pour tout v € I
Si 'égalité est vérifiée pour tout [ € [[0 lo — 1], on obtient successivement pour tout

a b
’y(c d)efettoutzeH.

s—lp—1 . Jj+1
[ Jt+l+1 c
() = S e () (a1 )@ ()

J=0

+flo<z)

) jM@+f§?k§%l Q*W(j+2+l>(j+%ji+ln

7=0 =0
c i+j+1
X I 14
f]+lo+1+l< ) (CZ+d)

—lo—1 p .
L pHlo+1—i +lo+1
= ful2)+ D (p Y )(p ) )

p=0 =0 )
c pt
rewnl) (55)
s—lp—1 p p+1
i (p + lp + 1)' C
= — 1)
Fulz) s o i:o( P AR A e

s—lo—1 p+1
(p+1+1)! c
= fi(2) + ( (» +0 1)1lo! Sorio+1(2) <cz+d) )

. p—1i (p+ 1)'
(Z<—1> m)

=0
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s—lp—1 +lo+1 c p+1
= Sl 2 (%—nz)f( (=) )

p=0

s—lo l P
= a3 (T e (25) )

S ) o ()

p=0

Ceci démontre bien,par récurrence, la formule voulue.

3.3 Isomorphisme entre M,(I) et //\/\lk(F)

Jusque 14, toutes les propiétés établies sur ka<r) et M\k(F) sont identiques,
ou s’écrivent de maniere similaire. Cecla suggere une structure tres proche entre
ces deux espaces.

Par ailleurs, la condition de modularité des formes modulaires presque holomorphes
impose des symetries nombreuses, ce qui laisse penser qu’étant donnée fy : H —— C,
holomorphe sur ‘H, il y aura peu de formes modulaires presques holomorphes f s’écrivant

S
sous la forme f(z) = Z (fj( )) pour tout z € H, avec s € N et fi, --- f, d'autres
z—7Z)
=0
fonctions holomorphes sur H.
Ceci est précisé dans le lemme suivant :

Lemme : Soit (k,s) € Z x N.
I un sous - groupe de congruence de SLy(7Z).

Pour tout f € My('), notons f(2) = Zs: 1(2)

pour tout z € H,

— (z —Z)

7=0

son 'expression développée.

Alors, lapplication & : Mg(I') — My(I') est un isomorphisme
f — fo

d’espaces vectoriels.

De plus, ® définit aussi un isomorphisme d’algebre graduéees filtrées de

/\/lk( ) sur /\/lk( ).

Démonstration : e & : ka T — M\k(F) est correctement définie, d’apres la propriété de la page
36.

e & est bien un morphisme d’algebre, par linéarité des sommes finies, et
puisque le terme constant d’un produit de deux polyndomes est le produit
de leurs termes constants.
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o O est injective :

Sife M\Eq(f‘) est telle que fo = 0, alors, d’apres ’égalité établie juste apres
la démonstration de la propriété de la page 36, appliquée a I =0, on a :

Vq/:(g Z)€F7Vz€H70:f0(z)—Z<fj \ij)(z) (czj—d)j'

7=0
Or, de méme que dans les propriétés démontrées ci dessus, on en déduit que :
Vi € [0;s], fj = 0, car il existe N € N tel que pour tout p € Z,
1+pN  —p*N s
( N 1= pN € T(N) ¢ T. Dou pour tout p € Z, et z € H,

Z fi(z 2)NJ(Nz + 1 — pN)*~7 = 0, ie le polynome Z fi(z INYX7 est nul.
7=0
DOIlb ® est injective.

e O est surjective :

Soit f € /\//\IES(I‘), dont la condition de quasi-modularité s’écrit

V’Y=<Z Z)eF,Vz€H7 <f]‘€’7) Zfﬂ (cz+d)

Considérons alors F: H — (C

~ _fi(2)
z jzz:o o3y
Montrons que F € M=*(T'), avec ®(F) = f.

Les premier et troisitme points de la ¢ deﬁnltlon d’une forme modulaire presque
holomorphe sont clairs. Puisque, si F € ./\/l *(T'), on a ®(F) = fo, et puisque fo = f,

il suffit de vérifier que Vv € I, (F \'y) =
k

Soit'y:(z Z)EI‘.

On a successivement pour tout z € H :

(F}Lv)(z) - Z(fj (7.2) |Cz+il|%J

= (ez +d)k (2 —7)I

_ Z fj(y.zik <(cz+d)2 B C(Cz+d))j

f](ﬁyz) .7 Jj— zcj 7 cz Jj— Z(CZ+d)
: d)k(')( D7 ez Ay T T

(D5 R et

S.Zi(l) (JH ) (ﬁ“k z‘j_gﬂ)(z) <czj—d)j (z—lz)z'

Jj=0

3

@
I
<

3

gf(—@j(jji ) (fmk I} 7)) (Z_lz)i.

—2i—j

s
I
o

Il
I @
o
N N /N
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Or, toujours d’apres la démonstration de la propriété de la page 36, on a :
s—1

Yy = < . g ) €T Ve [05s], fi = ) (-1 ( lerl ) (fj“k,g‘l,ﬂ)- Dot

=0

Vyel,Vz eH, (F]L’y)(z) = Z (zfl_(zz))z = F(2), ce qui démontre que F € MVES(F),
i=0
d’ou la surjectivité de ®.
O

Ainsi, on a donc les application suivantes, ou k € Z, s € N et ' est un sous - groupe
de congruence de SLy(Z) :

M) —— M)

B

s d s
M) —— M)

Propriété : Le diagramme ci dessus est commutatif, c’est a dire que 5 o® = dod.
- z
Démonstration : Soit f € /T/I\ES(F) définie par : Vz € H, f(z) = (fl(z))j, ot fo, -+, fs
2—Z
j=0
sont des fonctions holomorphes sur H.
0 0
Aors, & (Lo0) (1) = () = £
—J 1 i

k:— s
‘*‘mfs(z)-
dott (@ 0 dx) (f) = (3 f) = fo'.

Ainsi, 88 o0® = ®ody.

12Voir [15], chap. 17, propriété 132 p 76.
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3.4 Structure de /\//\l,fs(F) et .//\/lv,fs(F) ou [' est un sous-
groupe de congruence de Sly(Z).

La propriété de la page 36 affirme que si f € ./T/l\,fs(F) s’écrit sous la forme

S
f(z) = Z (zf]—< z)) pour tout z € H, alors f; € M;sgj(f‘) Son corollaire affirme que
7=0

nécessairement k > 2s. Ceci va permettre de donner une description précise

de M\ES(F) a l'aide de 'opérateur 6.

3.4.1 Structure de /T/l\,fs(l“) et J/\/lv,?’(F)

Nous noterons D? lopérateur défini par D} = dpyop2 0 --- 0 pour p € N et
k € Z, avec DY = id, et nous allons démontrer la propriété suivante, version affaiblie
d'une propriété démontrée par G. Shimura'®.

Propriété : Soit (k,s) € Z x N et I un sous - groupe de congruence de SLy(Z).
Alors f € M*(T) s’écrit, pour tout z € H sous la forme :

L] % .
) — DP cD; " Eo"sik e 2Z avec c Moo (T
f(2) ng k—2p 9p T+ {O si k & 27 9p k—2p(T")

k
pour tout p € N vérifiant 0 < p < 5 et c e C.

~ fi(2)

O(z—E)J”

Démonstration : Soit f € ./T/I\ES(F) s’écrivant pour tout z € H sous la forme f(z) =

Jj=

e La propriété de la page 36 et son corollaire imposent que f; € /T/l\k,gs(F) et
k > 2s.

e Si k = 0, alors nécéssairement s = 0, et f = fo € Mo(T") est constante, d’olt
I’écriture voulue.

e Supposons désormais que k > 1.
Premier cas : k > 2s.

Commengons par vérifier le lemme suivant, par récurrence sur r € N :

Lemme : Soit f € ./T/l\,%g(l“) s’écrivant pour tout z € H sous la forme
N _fi®)
f(z)_;(z—z)j'

1 —
Alors, I e N*| f — XDZJS fs € MEH(F)-

13Voir [30], théoreme 5.2 p 24 - 25.
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Démonstration :

e Démontrons, par récurrence sur r € N, que si g € My_o,.(T'),
J , . /\S'r‘ v s s
vérifiant nécessairement Dj,_,. g € Mp"(I') s’écrivant, pour

ro(r)
. g9; (2) .
tout z € H, (Di_,, 9) (2) = ;m, alors 3\, € N*
gv(”r) - )\rg~
¢ Pourr=0,onaD} , g=DY% , g=g, dot le résultat.

¢ Supposons le résultat établi au rang r.

Alors, pour tout z € H, on a :
(D, 9)) = Buoserar o Df o))

) ()
= <5k—2s+2r (Z; -0 W)) (Z)

r ; (r)
Y (k—2s+2r—j+1)g;(2)
- % +jZO (z — %)

r (?”)

9] k 28+T (,r.)
+Z (2 —2)d z—z)7+1g (2)-

d’ot, avec les notation 1ntrodu1tes : g£+1 ) = (k—2s+ r)gff).
Ce qui donne, d’apres I’hypothese de récurrence
gﬁil) = \(k—2s+71)g.

Or, k > 2s impose que k — 2s + r # 0. Donc en posant
Arg1 = A (E — 25+ 1), on démontre I’hérédité de ’hypothese
de récurrence.

e Pour r = s, on obtient, en particulier,que si fs € M_o4(T'),

5 —Z)J
alors en éerivant (D§_,, fs) (2) = Zu on a :
= 9i(2)
gs = Afs pour A € N*.*
_ )
Ainsi, si f € M*(T) s'éerit : V2 € M, f(z) = (zj— STk
7=0

alors 3\ € N*, f— iDs . f, € M=*"H(T).

Montrons que Vi € [0; s — 1], EI()\gi), : )\EQI) (N*)itt Ef(z) € Mp_os(I), -+,

7+1

3fs_i(i) € Mp_g410:(T) tels que f — Z T lays £ € METTHD).

j= 1

Essentiellement, tout & été effectué dans le lemme précédent.

¢ Pour i =0, le lemme initialise la récurrence sur % :

MeN, [+

On pose donc {

Dk 2s fsE/\/1<S 1( )-

A=A

(0)

= fs-
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¢ Supposons que le résultat ait été établi au rang 4, et posons alors

)\(H—l _ )\gz) 8(1;+1) _ S(i).
: et
. (i+1) ()
1+1 . = .
LRV U )
D’apres le lemme, il existe A € N* et g € Myg_osr9,2(T), tels que
+1
s—' i+1 1_' T <s—i— S N 12t 1t
f- Z/\(z+1) k+1253r2j—2 fs(:;+)1 _XDi—ZQS-i-?i—Q ge/\/l,fs ‘ 2(1“)7 d’ott I’hérédité

(i+1) -\
en posant ?;231)
folih =9 € Mi_2s42i—2(T).

Ainsi, pour i = s — 1, on obtient FA1, 5 A ) e N, 3V e Mp—25(T), -+,
gfl(s) € My_o(T) tels que f — Z by Diﬂzqizj 2 f “i+1 € My (D).

Notons alors fo = f — Z YD‘Zf;;]erfz 79 V41 € My(T), ce qui prouve donc que
J

_ s+1) s+1 ()

f - f(Jr +Z)\Dk 23—{-2j 2f9jj+1
f0(8+1)+

j=1

J (s—j+1)
. Dk‘—2j fj :
s—j+1

£ € My_gi(), ot Agiy = 1,

En posant, pour tout j € [0; s], g; = 3
s—j+1

on obtient la propriété.
Second cas : k = 2s.

Dans le cas ou k = 2s, le raisonnement précédent ne s’applique plus, puisque
le lemme devient faux : f, est alors une constante, d’ott D} _,, fs = 0, ce qui empéche
de diminuer d’une unité la profondeur.

Néanmoins, on sait que Es* € M\le(SLQ(Z)), d’ot1 en particulier Ex* € /(/l\ggl(F),
et Dy Byt € ME*(D).

S
e;(z
En écrivant D5~ Ey*(2) = Z (9())J pour tout z € H, ou e, est une constante,
z2—Z
7=0
on obtient alors que g = fSDS LEy e /\/l<S 1( ). On peut alors appliquer

le premier cas a g, car alors k = 25 > 2(s — 1), ce qui termine la démonstration.
O

Par lutilisation de lisomorphisme & entre M\ES(F) et //\/lv,fs(f‘), on en déduit
immédiatement la propriété suivante :

Propriété :

Soit (k,s) € Z x N et I un sous - groupe de congruence de SLy(Z).

Alors f € ./T/l/,fs(F) s’écrit, pour tout z € H sous la forme
E_ *
ap9p+ 2B i ko7

f(z) = Do 027

: avec g, € My_q,(I)
0<pet 0 stk €27

k
pour tout p € N vérifiant 0 < p < 5 et c e C.
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Démonstration : Soit f € M:*(I).
® étant un isomorphisme, JF € MES(F) telle que ®(F) = f, et d’apres
la propriété précédente, on peut écrire F, pour tout z € H sous la forme
E_
2 * :
F(z) = DY, G,+{ P2 Bt stRE€2Z 00 e My, (T
(2) Z k—2p P {0 sik g2z P k2p()

0<p<¥
k
pour p € N vérifiant 0 < p < 5 et c e C.
0
Or, pour tout k € Z, a—o@z@oék.
z

9 A or p
DOUQO(I)ZQODkizp

L_l * .
_ v\ a c(®oDF ) (Eo*) ik €22
f(2) ng (<I>oD,Hp)( p)+{ 0( ) o

. Ainsi, pour tout z € H, on a :

o5 o)

P (2(G, c| ————=| sl
— Z ( (8Z(P )))+ ( YL ), ke 2z 7
0

0<p<3 sik g2z
ce qui donne le résultat voulu en posant pour tout p € N vérifiant 0 < p < g,
9p = (Gp) € My—2,(T).
|

3.4.2 Cas particulier de M\fs(SLQ(Z)) et /\//\lfs(SLQ(Z)).

La derniere propriété pourait nous permettre de décrire la structure des deux algebres

o~ —~

M5(SLa(Z)) et M;*(SLy(Z)), en utilisant Disomorphisme @, sous forme
de somme de puissances des fonctions Eo et Es® respectivement. Pour cela,
nous utiliserons plus simplement la propriété de la page 36, et nous suivrons les pas
de Royer!. . .

Ceci nous permettra de décrire M(SLo(Z)) et M(SLy(Z)) comme espaces
de polynomes, tout comme l'on sait'®que M(SLy(Z)) = C[Ey; Eg).

On sait!® que By € M5! (SLy(Z)) et Ey* € M5(SLy(Z)), dottsi f € ME%(SLy(Z)),

j
fi(2) (czj—d) pour tout z € ‘H
-0

de condition de modularité s’écrivant ( f \7) (z) =
k

J

0 > fEy® € M1 (SLy(Z)).

T

et v = <Z Z) GSLQ(Z),alors:f—(
On en déduit alors, par récurrence sur [, la propriété suivante :

Propriété :  Soit f € M=*(SLy(Z)) (resp. f € M=(SLy(Z)) )
Alors, g0 € My(SLa(Z)), -+, Jgs € Mg_25(SLa(Z)) telles que :

f= Zng2j (resp. f = Zngz*j )
=0 =0

4Voir [15], chap. 17, corollaire 121 p 73.
15Voir [26], chap. 7, §3.2, p 144.
16Voir la propriété en bas de la page 26.
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Démonstration : e Soit f € M;*(SLy(Z)).

Alors, il existe des fonctions fy, -+, fs holomorphes sur H telles que

J
VV<ZZ>GSM@LWGHJQw E:ﬁ <w+J

Pour s = 0, le résultat est clair : on choisit gy = fy.
Supposons le résultat établi a ’ordre s — 1.

Alors, d’apres la proposition de la page 36, on a f; € My_a:(SLa(Z)).

Or : BEy® € M5*(SLy(Z)), avec pour tout y = ( (Cl Z

o (e} - <> R

e (8 (5

Ainsi, f — ( ) fsE2® € M:S Y(SLy(Z)), car pour tout z € H et tout

v = ( Z Z) € SLy(Z), on a :
(7- (g)fE DEE Z (56 - ("g)sfs<z> (5)E (1))
X(mid)'

On déduit alors de 'hypothese de récurrence que : Jgo € My (SLa(Z)), - - -,

3gs € My—25(SL2(Z)) telles que f — <Zg> fsE2® = Zngzj-

Jj=0

€ SLo(Z) et tout

S . S
; T
Dou : f = ZngQJ avec gs = (6) fs € My_25(SLa(Z)), ce qui démontre
§=0
la propriété par récurrence sur s.

o Le cas de M\ES(SLQ(Z)) peut alors s’en déduire par l’isomorphisme &,
ou bien de maniére similaire en considérant cette fois, si f € MES(SLQ (7)) s’écrit

pour tout z € H f(z) = i: (jj_()), /= < > Is (Eg ) € M\Es_l(SLQ(Z)) '
j=0

O

On sait que les fonction E; et Eg sont algébriquement indépendantes, et que
M(SLy(Z)) = C[E4; Eg]. Si les fonctions E,, E4 et Eg d’'une part, et Ey*, E4 et Eg
d’autre part, sont algébriquement indépendantes, alors un corollaire immédiat
M\(SLQ(Z)) == C[E27E47E6].

M(SLQ(Z)) - C[E2*7E4,E6].

Le fait que les espaces vectoriels <ka(SL2(Z))>k . et (ﬂk(SL2(Z))>k . soient
€ €

en somme directe va nous permettre de montrer que E,, E; et Eg d’une part, et
E>*, E4 et Eq d’autre part, sont algébriquement indépendantes.

de la propriété précédente est :

Lemme : 1. Les fonctions Es, E4 et Eg sont algébriquement indépendantes.
2. Les fonctions Ex*, E; et Eg sont algébriquement indépendantes.
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Démonstration :

1. Supposons qu'il existe P(X,Y,Z) = Z pi,j7;€XinZk € C[X,Y,Z] tel que
(i,5,k)EN3
P(Eq, E4, Eg) soit identiquement nulle.

Alors, on peut écrire, par regroupement de termes, que

OZZ Z pijE2'Es Eg".

s€N  (i,5,k)en3
2i+4j+6k=s

D’oti, puisque les espaces vectoriels (./T/l/k(SLQ(Z))) sont en sommes directes :
keN

Z pi7j7kE2iE4jE6k = 0 pour tout s € N.
(i,j,k)EN3
2i+4j+6k=s
2i0 + 4j0 + 6]{30 = S0
Pig,jo,ko 7£ 0
alors Z pi7jy;€E2iE4j Eg¢* serait une forme quasi - modulaire de poids

9

Pour so € N fixé, s’il existe (i, jo, ko) € N? tel que {

(i,5,k)EN3
2i44j4+6k=sq

so de profondeur inférieure & i, mais serait aussi nulle, d’ou par unicité

de la profondeur, on aurait iy = 0, ce qui imposerait que p;jr = 0
sii #£ 0, dot Q(E4,Eg) = 0 avec Q(X,Y) = Z po,j,kE4jE6k # 0, ce qui
(j,k)EN?
4j+6k=sq

contredirait I'indépendance algébrique de E4 et Eg.

On en déduit donc que : V(i,5,k) € N*, p; j, =0, ie P =0.
Ceci montre donc I'indépendance algébrique de Es, E4 et Eg sur C.

e Le méme raisonnement addapté au monde étoilé prouve que Es*, E4 et Eg sont
aussi algébriquement indépendantes.

O

On a alors, comme annoncé, le corollaire suivant :

Corollaire :

Ol’l a M(SLQ(Z)) = C[EQ,E4,E6].

o~

M(SLs(Z))

C[E2*7 E47 Eﬁ]
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Valeurs spéciales de formes
modulaires presque holomorphes :
théoreme de Shimura.

Commencons par rappeler que 'on appelle valeur spéciale d’une forme modulaire
f presques holomorphes, la valeur f(w) ou w est un point de multiplication complexe.
Un point w € H, de multiplication complexe, désormais appelé CM, est un point ayant
un stabilisateur, sous Paction du groupe GLj (Q) des matrices de dimension 2 x 2
a coefficients rationnels de déterminants strictement positif, sur I’ensemble H,
non trivial :

Définition : Un point w € H est dit CM ;| ou de multiplication complexe s’il

existe une matrice a € GL3 (Q) non scalaire telle que a.w = w.

4.1 Quelques notations et rappels de propriétés.

4.1.1 Rappels de notations autour des formes modulaires.

Rappelons que I'on note f € My(I") si f est une forme modulaire de poids k € Z
relativement au sous-groupe de congruence I' de SLy(Z). Comme il peut étre pratique
de ne pas mentionner le sous-groupe de congruence, nous noterons plus simplement
M, = U Mi(T'(N)), ou I'(N) est le sous-groupe de congruence de SLo(Z) défini par

NeN

a b a b\ _ (10 , o
['(N) = {( e d ) € SLy(Z); ( . d ) = ( 01 ) mod N},lacongruence étant définie

coefficients par coefficients.

De maniére similaire, notons aussi, pour K un sous - corps de C , M(K) I'ensemble

des formes modulaires f € My de poids k € Z tel que si le développement de Fourier
+00

aux pointes de f s’écrit pour tout z € H, f(z) = E a,e*™™ alors Vn € N, a, € K.
n=0
Enfin, puisque nous voulons considérer des quotients de formes modulaires, c’est
a dire des fonctions méromorphes, notons, pour tout sous-groupe de congruence I' de

SLy(Z) et tout sous-corps K de C , A.(T) = U {g, (f,9) € M, (') x MZ(F)} et

leZ

AK) = {§ (f,9) € Miso(K) x Mz(K)}-
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4.1.2 Notations autour des formes modulaires presques holo-
morphes arithmétiques.

L’application de EP a e fait apparaitre un coefficient 2inm en facteurs.
z

Pour des raisons calculatoires et arithmétiques, nous allons modifier légerement
Iexpression développée d’une forme modulaire presque holomorphe, et ajouter
une contrainte a sa définition :

Définition : Soit (k,s) € Z x N.
I un sous-groupe de congruence de SLy(Z).
K un sous-corps de C ;
Une fonction f : H —— C est appelée une forme modulaire
presque holomorphe, définie sur K, de poids k, relativement a I
s’il existe des fonctions fy, - -+, fs holomorphes sur H telles que :

1. Vz e H, f(z):iLz)

w(z—Z)

J=0

2. VyeT, (fp) =f.

_ L+ 22\
3. peN Je>0,Vie[0;s],VzeH, |filz)] <c )

Sm z

4. pour tout j € [0;s], le développement de f; a linfini est

+oo

de la forme : Vz € H, f;(z) = Zane%ﬁm, ou h € N* et Vn € N,
n=0

a, € K.

Si fs # 0, on dit que f est une forme modulaire presque holomorphe,
définie sur K , de poids k et de profondeur [ relativement a I.

On note /T/l\,fl(F,K), I’ensemble des formes modulaires presque holomorphe définies
sur K de poids k et de profondeur [, relativement au sous groupe de congruence I'. On
note aussi My (I', K) = U M3, K).

seN
De méme que pour les formes modulaires, notons M\k(K) = U ./\//Tk(F(N),K) et
NeN
~~ . f‘ —~ —_
AK) = 7 (19) € M) > Mo (K) p.

leZ

Lorque K = @, nous parlerons plus simplement de formes modulaires presque
holomorphes arithmétiques .
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4.1.3 Notation autour des opérateurs différentiels introduit par
Shimura, et propriétés élémentaires.

Modifions légerement la définition donné précédement de I'opérateur 9,, introduit par

1 /0 ir
Shimura!, agissant sur les fonctions de classe C*° sur H : pourr € C, 6, = — | — — ,
im \ 0z 23m

1
le coefficient — étant introduit pour des raisons arithmétiques.
i

Pour (k,7) € N x C, notons aussi D¥ = §,,9p_90-+-04,, et pour r € C, DY = id.

Enoncons quelques regles élémentaires concernant cet opérateur :

Régle 1 : Soit f une fonction de classe C* sur H.

(k,r) e NxC.
a € GL (Q).
Alors, D¥ <f\a> = (det a)* ((fo) \ a).
T r+2k
Démonstration : Soit a = ( Z Z ) € GLI (Q) et z € H.
On sait que : a.z -z = ;;ETZ]Q X (z —Z).
d(foa) det o df

dz (2) = (cz—l—d)Q@(a'z)'

Alors, on a successivement :

intaer o) (60.9) | o) () = ot (L4 ()
= (e i )" d(fdz 2+ (Zz(cj ;)fll fz(cjzz)
S UM R
_ d(z;;a) () + =)
. (&(fra)) (2).

Il ne reste plus qu’a itérer le résultat.

Voici une regle de type formule de Leibniz pour 'opérateur o, :

Regle 2 :  Soit f et g deux fonctions de classe C* sur H.
(r,s) € C* et k € N.
k
k _
Alors, D, (fg) = ( » ) (D? f) (DE g).

p=0

Woir [31], §7, p 32.
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Démonstration : Un calcul immédiat montre que si f et g sont deux fonctions de classe C*° sur
H, et si(r,s,k) € Cx Cx N, alors 6,15(fg) = (0, f)g+ f (Js g)-
Un raisonnement identique a la démonstration de la formule de Leibniz
classique permet de conclure.

O
On a vu ci dessus que 0, (MES(F)> C /\/lfj;rl (T") pour tout sous - groupe de congruence

I’ de SLy(Z) et (k,s) € Z x N.
Ceci se généralise de la maniere suivante, avec respect de propriétés arithmétiques :

Regle 3 :  Soient (r,k) € C x N, et I" un sous - groupe de congruence de SLy(Z).
Alors, D¥ (A(T)) € Ay(T).

Démonstration : Par itération, il suffit de montrer que, pour r € Z, 4, (.ZT (F)) C Apia(T).

Sachant que 4, (M\T(F)) C Myis (T"), montrons donc que pour r € Z,
Or (uzl\r(l—‘)) - ./zl\r+2(].—‘).

Soit h € Ag(T). Alors : 31 € N, 3(f,g) € Mypi(T) x M(T) telles que h = oy
g

D’apres la regle 2, ona: 6.h = 6p4q-y (f)
g

= M+f><5_l(1)
g g

Srpitf [ x(big)

g 92
€ A o)
A S U A S N0 R
car amo-t g 0z \y 29m g g% \ 0z 23m 7
g
=

]
Remarquons le cas particulier suivant : D} (Ag(T")) C Ax(T).
En effet, si (f,g) € My(T')? ot k € Z et T est un sous - groupe de congruence
de SLy(Z), et si z € H, on a successivement :
1 0
g

(08(5) 1) ) - (%a'z) I 2 A =G

g cz+d)r+? 1 oz 1 2 (cz + d)r+2
(e +ay @ (<c—z T d)ﬂg““))

0 (foa) o) (= d (goa)
e I L 0 L e~

e (o) T
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re f(z)  Fe) e J(2)  J(2)
cz+dg(z)  g(z) cz+dg(z)  g(2)?

- ()

4.2 Le théoréme de Shimura.

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme : (Shimura)
Soit k € Z.
w € H un point de multiplication complexe.
(f,9) € Mi(Q)? telle que g(w) # 0.
Alors, fw) €Q.
9(w)
Remarquons que 1’énoncé donné par Shimura? est valide en plusieurs variables.
Mais nous ne I’étudierons qu’a une seule variable, la démonstration étant plus simple.

4.2.1 Valeurs spéciales de formes modulaires arithmétiques.

Avant de chercher a obtenir un résultat sur les valeurs spéciales de formes modulaires
arithmétiques presque holomorphes, voici d’abord, comme préliminaire, un lemme
sur les valeurs spéciales de formes modulaires arithmétiques.

Ce lemme, qui deviendra un cas particulier du théoreme de Shimura, est nécessaire a
sa démonstration.

Lemme 1 : Soit w € H un point CM.

f € Ap(Q), holomorphe en w.

Alors, f(w) € Q.

Bien que tres connue, nous en redonnons la démonstration :

Démonstration : Soit w un point CM de H.

f € A(Q).
o Alors®, f est une fraction rationnelle en 5, dont les coefficients sont les coefficients
de Fourier de f en linfini, car f est une fonction méromorphe sur H, vérifiant
la condition de modularité de poids O :

IF € Z ((ci)ie[-N; +o0]) (X), f=Foj
ou f(z) = Z cn €™ avec Vn > —N, ¢, € Q.
n=—N

2Voir [31], §5, théoréme 5.3 p 27.
3Voir [26], chap. 7, §3.4, p 146.
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e De plus, w est quadratique imaginaire :

. a b + Yw=w T
En effet, 3y = <c d) € GL;(Q), { + est non scalaire. d’ou I'égalité

cw? + (d —a)w — b= 0.
Ainsi : * w est quadratique.
* w est quadratique imaginaire.
En effet, soit m € Z tel que Q(w) = Q(v/m).
Sim >0, alors Q(w) CR,dottw €R et w & H...
Donc, nécessairement, m < 0 et w est quadratique imaginaire.

e Ainsi*, j(w) € Q, d'ou f(w) =F(j(w)) € Q.

4.2.2 Propriétés arithmétiques.

Pour pouvoir démontrer le théoreme de Shimura, nous allons devoir établir quelques
propriétés arithmétiques qui nous serons utiles.
Pour commencer, affinons la regle 3 :

Regle 3’ :  Soit (r, k) € C x N.
Alors, D¥ (;l;(@)) C Ao (Q).

Démonstration :

~

D’apres la regle 3, il suffit de vérifier que si f € /\//TT(@), alors les coefficients

(6 f); du polynéme 4, f en T~ admettent un développement de Fourier
mSm
—+o0
a linfini de la forme Vz € H, (6, f)i(z) = Zanezufbm, ou h € N* et
n=0
vneN, a, € Q.
Par hypothése, si l'on écrit Vz € H, f(z) = Zﬂ pour s € N,

< (2 — %))

n=

+oo )
on a , si 'on note pour tout j € [0;s] : fi(z) = Zajme%i”, a;jn € Q
n=0

pour tout (j,n) € [0; s] x N.

fj‘/(Z) n (r—g+ })fj—1(z)

. 7i ’ - i ) _1 (r—s)fs(2)
Or: (0 £)(z) = i fo'(z) + ; mi(z —Z)7 i mstl(z —Z)ptl
fO/(z) = 277,0,07” 2inmz
iﬂ_ = ZO T@ h
et fj/(z) + (T -Jj+ 1)fj71(z) _ Jio:o 2naj,n + (7" -7+ 1)07‘,1’“ ezm%
T ) — h )
(r—s)fs(2) = (r—s)asn 2inzz
i =2 et

n—

Ceci permet donc de conclure que les coefficients de la forme modulaire presque
holomorphe 6, f ont des développement a I'infini & coefficients algébriques, donc
que d, f est une forme modulaire presque holomorphe arithmétique de poids r+2.

O

4Voir [14], chap. 5, §2, théoréme 4 p 57.
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Enfin, nous pouvons affiner la propriété établis page ?? en :

Propriété 1 : Soit (k,s) € Z x N.

—_

f € Mk(@)
Alors, e k > 2s.

e pour tout p €N vérifiant 0<p< =, Je€ Q, il existe

gp € My_2,(Q) tels que

k .
_ D? + cD; E) s ke 2Z.
f= 2 Diamty g si kgoz

k
0<p<k

Démonstration : Soit f € /T/I\ES(R@), pour un sous - groupe I" de congruence de SLa(Z).
Reprenons la démonstration déja éffectuée de la premiére version
de cette propriété :

e Le résultat reste clair si £k = 0.

e Dans le cas ou k > 2s, il suffit de modifier le lemme utilisé comme suit :

Lemme : Soit f € /\//T,?S(F,@), s’écrivant sous la forme f(z2) = j;) 7TJ(JCzJ(—Z)z)J
pour tout z € H.

1 o~ _ —_
Alors : I\ € N*, f — X h—2s [s € MES 1(F»Q)-

Démonstration : Puisque la majeure partie du travail a déja été effectuée
lors de la démonstration du premier lemme, il suffit de voir

1
que les coeficients ¢g; du polynéme g = f — X b_a2s [s

en P — admettent un développement de Fourier
a l'infini a coefficients des nombres algébriques, ou A € N*
est obtenu par application du premier lemme.
Pour cela, il suffit de voir que si f € M\ES(F,@),
alors 9, f € M\ES(F,@) : en effet, par itération,
D; ,, f€M:*(I,Q), et g€ MF* (T, Q).
Or, ceci a exactement été fait lors de la démonstration
précédente.
. O
e Dans le cas ot k = 2s, on sait en fait un peu mieux que Ey* € M5'(SLy(Z)) :

By e M\ES(SLQ(Z),@), d’out en particulier Eo* € M\QSI(F,@).
k

Ainsi : ng Ex* € M\ES(F,@), et le reste de la démonstration s’applique alors

a 'identique, puisque ¢ = é € Q par hypothese.
e

S

4.2.3 Principe de la démonstration.

Nous allons en fait montrer le théoreme suivant, le théoreme de Shimura en découlant
immédiatement, en suivant la démarche initiale de son auteur®.

*Voir [31], §7, p 33.
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Théoreme : Soit w € H un point CM.
f e My(Q).

v € M;(Q) telle que p(w) # 0.

Alors, M cQ.

k
(p(w))

Ceci nécessite évidemment 1'existence d'une forme modulaire arithmétique de poids 1,
ne s’annulant pas en w, ce que nous construirons facilement plus loin.

Pour démontrer ceci, nous déveloperons f € My(Q) suivant Iécriture donnée

k

2_1 .
cDi Ey* st ke2Z

par la propriété 1 de la page 57 : f = Z DZ_ngp—i- 0 ke oz 5
, si

k
o<p<k

Jec € Q.
Il ne reste plus qu’a utiliser la propriété suivante pour conclure :

, . k _
Avec { pour tout p € N vérifiant 0 < p < 5 9 € Mj_2,(Q).

Propriété 2 : Soit w un point CM de H.
(e,r) € Nx Z.

f € M,(Q), holomorphe en w.
g € M,12.(Q), holomorphe en w.
Alors, M € Q.
9(w)
Le terme en Ey*, §’il apparait se traitera de méme, apres un application supplémentaire
de la propriété 1.

Ainsi, le théoreme de Shimura se réduit a la propriété 2, qui ne considere que des formes
modulaires, mais est beaucoup plus intérresant que le lemme 1, car il donne la nature
arithmétique en un point spécial du quotient d’une forme modulaire presque holomorphe
tres particuliere par une simple forme modulaire.

4.3 Vers la démonstration du théoreme de Shimura.

Nous aurons besoin d’une successions de lemmes intermédiaires avant de pouvoir
obtenir la propriété 2.

4.3.1 Des lemmes intermédiaires.

Lemme 2 : M;(Q) # 0.

Pour cette démonstration, nous allons suivre une partie du livre d’introduction aux
formes modulaires de Diamond et Shurmon®.

6Voir [5], chap. 1, §2, p 12,21.
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Démonstration :

Soit #: H — C

2
P § :eZzn TZ

nez

1 1
e Montrons que Vz € H, 0§ (—4) = (—2i2)20(z) :
z

Soit f: R — R , avec a > 0.
r — 6*5”2
Alors: o  feCR)NLYR).
C
3 R <.
¢ C>0,VzeR, |f(x) < A5 e

i m2n2 ~
Vo € R, f(z) = [ Ze ", don 3 _
¢ z €R, f(z) € , d’ont 2 |f(n)| converge

Ainsi, d’apres la formule de Poisson, appliqué & la fonction f et évaluée en
2,2

. —an? [T _x%n
sz,onobt1entVoz>O,Ze an® — *Ze =
neL a nezZ

1 ,
Pour a = 27y > 0, on obtient : Vy > 0, 0(iy) = 1/2— E e2in*mx (=)
Yy
neEZ

1 1
Vo2 xiya (_42@/)'

D’aprés le principe du prolongement analytique appliqué a la fonction
L ) — V2i20(z) sur l'ouvert connexe H, on en déduit

que : Vz € H, 9( i) = V/2i20(z).

T iy

holomorphe z +—— 0(

e De plus : pour tout z € H, 6(z + 1) = ().

Puisque (04 é) ¢ SLy(Z), conjuguons <(1) 1 > par cette matrice :

(24 é)(é })(? ;i)(i (1)>€SL2(Z).

On a alors successivement, pour tout z € H :

’ (42?— 1) =7 <_4(1141Z)>

[N

= (4z2+41)20(2).

e Montrons que I'y(4) = <:|: (

11 10
Notonsf—<i(0 1),:&(4 1>>

29

S =
— =
"
H
7N
N
— O
~
\/




¢ Dl est clair que T' C T'g(4).

¢ Réciproquement, soit o € T'y(4).
Pour commencer, nous avons les deux lemmes suivants :

Lemme 1 : Soit a = ( Z Z ) e To(4).
1 c
Alors : 3y €T, [(ay)g < 5 [(a)ay| = |2*‘

Lemme 2 : Soit o = Z

b
d ) eTo(4).
Alors : 3y € T, [(ay)yy| < 2|(a7)gs| = 2/d|.

Démonstration : Nous n’effectuerons que la démonstration du lemme 1, car la

. . . - . 1
seconde est identique, mais en utilisant la matrice ( A (1) >

c
11 existe ng € Z, |noc + d| < ‘—2|, car R est archimédien.

Silon avait |ngc+d| = |2£|, alors on aurait 2(ng+d) = 0(4),

d’ott 2d = 0(4) ce qui impliquerait d = 0(2).
Ceci est impossible, puisque d € (Z/4Z)", car ad = 1(4).

c 1
Donc :, Ing € Z, |ngc +d| < %, et v = (O Tllo )
convient.
O
En utilisant tant que possible, alternativement les lemmes 1 et 2, supposons
avoir construit des matrices (v1, - ,%vant2, --) de T telles que pour tout k :

(av1 - Yart1)21 # 0.
1 1
\(04’71 o '72k+1)22| < 3 \(04% o '72k+1)21| = 3 |(0W1 e "72k+2)21| .

(@y1 -+ Yart1)22 # 0.
[(ay1 -+ - Yarg2)21] < 2|(av1 -+ - Yart2)22] = 2 |(y1 - - - Yokt1)21] -

Notons alors { %~ (@71 - k1) -
Vg = \(0471 e "72k+2)21| .

Ainsi,ona: e ug---upvg--- v, # 0.

1
‘Uk;| < §|’Uk_1‘.
"Uk| < 2|uk|

Ceci prouve que les suites d’entiers (|ug|)x et (Juk|)x sont strictements décroissantes.
Donc (inf(|uk|; |vk])), est aussi une suite d’entiers strictement décroissante.

e pour tout k € [1;n], {

Par conséquent, Jkg € N, inf(|ug,|, |vg,|) = 0.

Ainsi, il existe v € I telle que ay € {( ; i ) ; ( i ;; )} N SLy(Z).

Si U'on avait ay = ( Z 8

Or, be =1, d’ott ¢ € {+1; —1}, ce qui est contradictoire avec ¢ = 0(4).

) € SLy(Z), le processus impliquerait que ¢ = 0(4).
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a b
0 d
Alors, (a,c) € {+1;—1}2 et a et ¢ sont de méme signe, d’ott

ave{(5 1 )menju{-(y 7 )men}.

Ainsi, on a montré : Va € T'y(4), Iy €T, ay € T
D’ou finalement « € I'. Ceci prouve que I'y(4) C T

Donc, ay = € SLy(Z).

e Par conséquent 02 € M;(Q).
En effet : T'(4) C T'g(4) et 62 est holomorphe sur H, de développment de Fourier &
I'infinie & coefficients des nombres algébriques.

O
Ceci nous permet de démontrer simplement le lemme suivant :
Lemme 3 : 1. Vr € N*, M,(Q) # {0}.
2.VreZ, A.(Q) #{0}.
Démonstration : Ona: 6% € M,.(Q),sir € N* et 62" € A4,.(Q),sircZ.
O

Nous allons désormais vérifier que : si f € My([(N)), avec k& € Z, alors
pour toute matrice « € GLj(Q), (fla) est encore une forme modulaire de poids k,
k
mais de niveau supérieur. Nous rajouterons aussi des caractéristiques arithmétiques :

Lemme 4 : Soit r € Z.
a € GLy (7).
f e A(Q). B
Alors, (fla) € A,.(Q).

Démonstration : Commencons par un lemme qui donnera le niveau supérieur a laquelle (f \a)
E

appartiendra :

Lemme®: Soit T' un sous groupe de congruence de SLy(Z) et a € GL3 (Q).
Alors, (a7 !'T'a) N SL2(Z) est encore un sous-groupe de congruence
de SLs(Z).

Démonstration : e Il est clair que (™ 'T'a) N SLy(Z) est un sous-groupe de
SLo(Z).

I'(Ng) C T.
e Soit Ng € N, tel que { Noa € Mo(Z).
N()Oé_l S MQ(Z)
( Un tel entier existe, puisque
Ing €N, T'(ng) CT, et, Vk € N, T'(kng) C T
sidy = H dénominateur(csj), alors dia € Mo (Z)
1<i,j<2
st do = H dénominateur((a™');;), alors doa™" € My (Z)
1<i,j<2
Alors, Uentier Ng = didang convient. )

8Voir [5], lemme 5.1.1 p 164.
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Montrons que I'(No®) € (a~'T'a) N SLy(Z) :

Soit v € T'(Ng?).
Ae MQ(Z)
det v = 1.
Alors : e aya™! =1y + No(Nga)A(Noa™1) € Iy + No My (Z).

e aya~! € SLy(Z).
Dot aya~! € (I + NgM2(Z)) N SLa(Z) = I'(Np), c’est & dire
S a_lF(No)a.

Ecrivons v sous la forme v =15 + No3A, avec

Puisque v € SLy(Z), on obtient : v € (a™!T'(Ng)a) N SLa(Z).
ceci démontre ce que ’on voulait.

(a1 (Ng)a) N SLy(Z) est un sous groupe de SLy(Z)
IN €N, I(N) € (o~ 'T(Ng)a) N SLy(Z) '
Donc (a=T'(Ng)a) N SLy(Z) est un sous groupe de congruence
de SLQ(Z)

e Ainsi, {

O

e Pour démontrer le lemme 4, il suffit de montrer que si a € GL2+ (Q), f € Mi(Q)
entraine que (f|a) € My(Q).
k

En effet, soient f € A,(Q) et o € GLI (Q), a = < Z Z >

Alors, il existe | € N et (g,h) € M, 1(Q) x M;(Q) tels que f = %

On a alors, si (fla) € My(Q) des que I'on a f € My(Q) et @ € GLI(Q) :
k

(9 | a)(z)
a)(z) = 1 g(“'z) __ rl =
(1)) = G ay e e € 4@

e Soit I' un sous groupe de congruence de SLy(Z).

f € Mk(FaQ)
a= ( g Z ) € GL} (Q).
o= (f,La)~

Il est clair que ¢ est holomorphe sur H, car Vo = ( ZL Z ) el z+— cz+d

ne s’annule pas sur H.

Montrons que ¢ vérifie la condition de modularité de poids k relativement

au sous-groupe de congruence I = (a‘lfa) NSLy(Z) :

Rappelons que si f € M ('), ou I" est un sous - groupe de congruence de SLy(Z),

on a alors pour toutes matrices (a, 3) € I'? : ((fkoz) kﬁ) = (fLaﬂ).

Soit alors v € I, avec v = a3, B € T.
On a alors successivement :

el = ((floly) = (flay) = (f]Ba)
k k k k k
= ((18)]e) = (Flo) = ¢

62



Montrons que ¢ est holomorphe aux pointes, de developpement a linfini
a coeflicients des nombres algébriques.

1l s’agit de montrer que : Vv € SLy(Z), (¢|v) = (f|ay) est holomoprhe & I'infini, puis
k k

que son développement & l'infini est & coefficients dans Q, ce qui est clair, puisque

Donc ¢ € M (T, Q).
(|
Voici enfin le dernier des lemmes que nous utiliserons :
Lemme 5 : Soit w un point CM de H.
e € N*.
a b aw=w
Alors : Ja = € SL telle que :
( c d > 2(Q) d (cw+d)* #1
Démonstration : Soit w € H un point CM.
) 2im
Notons j = exp (3)
Premier cas : w ¢ Q(i) U Q(j).
Puisque w est un point CM : Ja = < (CI Z ) € GL3 (Q) telle que a.w = w.
Si l'on avait (cw + d)?¢ = 1, alors cw + d serait une racine de l'unité

tout en étant quadratique, donc on aurait cw+d € Qi) UQ(j5), ie w € Q(i) UQ(j),
ce qui n’est pas.

Ainsi, (cw + d)?¢ # 1.
Second cas : w € Q(3).

Alors : w = r +is avec (r,s) € Q2.

2r
Notons ag = W ! € GLI(Q), et a = ap st |w|#1
ol 0 S T 2a0sifw] =1

r2 + 52

Un calcul élémentaire montre que a.w = w dans les deux cas.
2e
w 1
—— | == #1,si|w|#1
2 2> —2e 7& ’

De plus, <r +s W

2e

2w

<2+2> =2w #1 ,sl|w| =1, car sinon on aurait e = 0.
2+ s

Troisieme cas : w € Q(j).

Alors ; w =1 + js avec (r,s) € Q2.
. o 2r rs—(r?+s%) i [ oap si|lwt+sP#£1
Soit ag = ( 1 s € GLy (Q), et a = 200 i w82 =1 °

Un calcul élémentaire montre aussi que a.w = w dans les deux cas.

(wWH+s)#1 ,sijw+s2#1
De plus, { (2w +28)2¢ £ 1, si |w + s|2 = 1, car sinon on aurait e = 0.
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4.3.2 Démonstration de la propriété 2.

Nous avons désormais tout ce qui est nécessaire pour démontrer la propriété 2, ce que
nous faisons en suivant le travail de Shimura (voir [28]) .
Mais avant, rappelons 1’énoncé de cette propriété :

Propriété 2 : Soit w un point CM de H.
(e,r) € Nx Z.

f € M,(Q), holomorphe en w.

g € M;12.(Q), holomorphe en w.

Alors, M cQ
g(w)

Démonstration : On peut supposer que f # 0, car dans le cas contraire, le lemme est trivial.

Nous allons démontrer ce lemme par récurrence sur e € N.

e=0: Alors, (f,g) € (/\/lr(@))2
D’olt g € Ao(Q), ie par le lemme 1, M € Q.

g(w)

e>1: e On peut supposer que f(w) #0 :

OnaQ+wQNRE C {Bw;fe GL; (Q)} C H, et Q+wQnNRYL
est dense dans H ; donc, {B.w; 3 € GL] (Q)} est dense dans H.

De plus, 3¢ € H tel que f est holomorphe en ¢ et f(c) # 0.
Par continuité, Je¢ > 0, Vz € D(c,e0), f(2) # 0. Or, par densité,
38 € GL (Q) tel que B.w € D(e, ), d'ou f(B.w) # 0.

Posons désormais 1) = (f|3).

D’apreés le lemme 4, ¢ € A,.(Q) et ¢ (w) # 0.
Ainsi, si f(w) = 0, on remplace dans ce qui suit f par f + 1.

. . [ a b aw=w
. Dapreslelemmef).ﬂa—(c d)ESLz(Z),{ (cw+d)2e £1

e Posons h: H — C .
(£lo)=)
T
Alors :
i. h est holomorphe en w, puisque f lest.

ii. he Ag(Q), car d’apres le lemme 4, (f\a) € A.(Q).

fw)

jii. h(w) = i

ﬁ, car (fla) (w) =

e =1: e En appliquant 'opérateur D! & I'égalité fh = (f\a), d’apres
I

les regles de calculs 2 puis 1, on obtient :
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A(DLS) + S(DI) = DX(fa)
(@et ) (D% 1) | o)
~ (1) | 0) h

r+2

d’ou en évaluant en w :

1 o (Dif) (w) 1 _
e o) ) = L (L),
e Or,he A (Q), dou D}he A2(Q), par la remarque suivant
la régle 3.

don f(Dh) € Ars2(Q).

Dln —
aon 1P ¢ 4 @)
)
D! —
d’ou F@)D,h)w) € Q, par le lemme 1.
9(w)
e Comme w est un point CM, w est quadratique.

701\1 _ 1 e (Dfl’f)(w) ay
P <<cw+d>2 1> wrdr S gy

e>2: e En appliquant Popérateur D¢ & l'égalité fh = (fla), d’apres
I

les regles de calculs 2 puis 1, on obtient :
€

> ( ) ) (D2f) (D§7h) = D(fla)

p=0

(@et ) (1) | o)

r+42e

<(Di N a)

r4+2e

d’ou en évaluant en w :

S (8o nemirne= D0 ().

e Soit pe [0;e—1].

Il existe ¢, € My(e—p)(Q) non nulle, d’apres le lemme 3.

Donc : 3¢ € H, tel que ¢, est holomorphe en ¢ et p,(c) # 0.
Par continuité de ¢, en ¢ : Jgg > 0, Vz € D(c,e0), pp(z) # 0
Or, par densité de {f.w;3 € GL3 (Q)} dans H : 38, € GL(Q)
tel que Bp.w € D(e, ep), d'ott @, (Gp.w) # 0.

En posant g, = (pplfB,), on a alors, d’apres le lemme 4 :

9p € MQ(e—p) (Q)

Ainsi, pour tout p € [0; e — 1], il existe g, € Ac—p)(Q) telles
que g, est holomorphe en w et g,(w) # 0.
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De méme, pour tout p € [0; e — 1], il existe h, € M,42,(Q)
telles que h,, est holomorphe en w et h,(w) # 0.

e D’apres 'hypothese de récurence :

¢ pour tout p€[0;e—1],ona:

¢ pourtout pefl;e—1],ona:

(D5 1) () B (ps! <gz> ) @)

€ Q, car a—}; € M5(Q).

* =
go(w) go(w) g
. gp(W)hy(w) €Q, car 9oty € Ao(Q).
9(w) g
= D2f) (w) (D5 *h) (w) _
Ainsi, ¢ ) (D 0 €Q.
N
e Comme w est un point CM, w est quadratique.

. 1 1 = DA w) =
D’out ((cw+d)2_1>(cw+d)’"eQ_{0}’etg(w)€@'

Etsi f(w)=07? Onavu: 38€ GLI(Q), f(Bw)#0.

Ja = ( Z b > € SL2(Z) tel que {

AW = Ww.

d (cw + d)?¢ # 1.

On pose : ¥ = (flﬂ), dott p(w) # 0.
h: H — C
(7 +w)la))
(f+¥)(2)
e D’apres le lemme 4, 1 € A,.(Q).
Dou f + % € A.(Q), et he Ao(Q) d’apres le lemme 4.
o hoest holomorphe en w, puisque f lest.

(fla)(w) + (¢la)(w) flaw) +plaw)

© M) = O T (et @)
)+ ) W)
(cw + A (@) (ot d) @)
_ 1
 (ew+ad)T

Le fait de changer f en f + 1 revient a changer h en E, ce qui ne modifie rien
a la suite de 'argument, et permet de conclure la démonstration, puisque h et
h vérifient les mémes propriétés.

O
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4.4 Démonstration du théoreme de Shimura.

Comme annoncé lors de la présentation du principe de la démonstration, commengons
par démontrer le théoreme suivant :

Théoréme : Soit k € Z.
w € ‘H un point CM.

f € Mu(@Q.
v € M;1(Q) telle que p(w) # 0.

(
Alors, @) cQ.

Démonstration : Soit f € M\k(@)

e D’apres la proposition 1, appliquée a f € M(Q), on a :

Bl .
_ DP 10 Dy Bt st ke2Z , oll pour tout €
f Z k—2p9p { 0 ,si kd27 P P

0<p<k
IIov E(g)ﬂa 9p S Mk—Qp(Q)'
Si la quantité Eo™ apparait, nous réappliquons cette méme propriété a ¢Eg™ :
EQ*QD = Dgho -+ D%hl = ho + D%hl, ou hg € Mg(@) et hy € Ml((@)
D’ou successivement :
E_ E_ 1
£

S ( %;1 ) (D5 (ho + Dihy)) (Dgl_l_p (;))

kE_1
1 3 k_1q k1
LB Yoot
p=0
Ainsi :
c 5= 1) (Drho £ D) (DE 7)) sk € 27
f= ZDi—ngp_ ? ‘ p (30+ ! 1)<1 @>bl < 2.
—
0<p<3 0 si k ¢ 27.
e Or:
— DP (w)
Meay@ _ (Phoat) @)
tout p € [0; E(% Ip © k=2 :
4 pour tou pE[[ ) (2)]] 7{ gpke./\/lk-(@) = (<p(a)))k €
¢ pour tout ¢ € [0; £] -
_ _ Dih _
* ho € M3(Q), 9?21 € M340,(Q) = ((%Oéu)o))ggzz i
_ _ (D‘fﬂhl) (w)
* hl € Ml(@), %034‘2(1 S M3+2q(@) — W S Q
) N (i) @
p e M1(Q), ¢ 1€ My—1-24(Q) = @) €Q

67



N

-1

Doi: S 3 (5 ) (g0 @)+ (1) @) (D7) @)

(p(w))**F =

k
kg

:ZO<

T

€ Q.

o ) (Dgho) () + (DF*h1) (w) (DF %) ()
q ()™ ()7

w est un point CM de H.

f((:)))k € Q, des que { e Mp(Q).

Donc,

v € M1(Q).
O

On obtient alors le théoreme de Shimura, rappelé ci dessous, la seule chose restant
a faire étant de construire une forme modulaire arithmétique de poids 1 ne s’annulant pas
en w point CM de H donné a I'avance.

Théoréme :

Démonstration :

(Shimura)
Soit k € Z.

w € H un point de multiplication complexe.

(f,9) € M\k(@)Q telles que g(w) # 0.

Alors, M cQ.

g(w)

e Il suffit, d’apres le théoréme précédent, de montrer que 'on peut construire

¢ € M;1(Q) vérifiant p(w) # 0.

Soit ¢ € M1(Q), ¥ # 0 : une telle définition est possible d’apres le lemme 2.
Puisque ¢ est non nulle : ¢ € H, ¢ est holomorphe en ¢ et ¥(c) # 0.
Par continuité de % en ¢, car holomorphe en ¢ : 3¢9 > 0, Vz € D(c,eq), ¥(2) # 0.
Or, par densité de {B.w;3 € GLI(Q)} dans H : 33 € GLI(Q)
tel que B.w € D(e,gp), Aot ¥(B.w) # 0.
Notons désormais ¢ = (d}\ﬁ) € M;(Q), d’apres le lemme 4.
1

Ainsi, par construction de ¢, on a ¢(w) # 0.

e D’apres le théoreme précédent, on a alors : f(w)k € Q.
p(w)
f(w)
P | () Il () L
D’ou () € Q, d’ou a@) 9@ € Q.
p(w)k
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Autour d’un probléme de Katz.

Nous avons dit dans l'introduction que la question posée par N. Katz, en 1976,
dans son article «p - adic interpolation of real analytic Einsenstein series functionx®
est 'exacte réciproque d'un théoreme découlant de celui démontré par G. Shimura
et étudié au chapitre précédent.

Nous allons commencer par rappeler quelques faits sur les réseaux a multiplications
complexes, puis énoncer et démontrer le théoreme de base, pour enfin s’intéresser
au probleme lui-méme. Pour cela, nous montrerons 1’équivalence entre ce probleme et
une conjecture, a priori plus générale ; nous verrons une interprétation cohomologique ;
puis nous finirons par expliquer les difficultés soulevées par cette question.

5.1 Réseau a multiplications complexe.

On dit qu'un réseau L = Zw; @ Zw, de C est a multiplication complexe si la courbe
elliptique attaché a la fonction elliptique de Weierstrass de réseau £ est a multiplication
complexe. Cela signifie que I'ensemble {A € C; AL C L} est contenu dans un corps

. . . . . . . . w1 ;o
quadratique imaginaire. Ceci a lieu si et seulement si le quotient 7 = — de deux périodes
w2

fondamentales de £ est un nombre quadratique ; alors {\ € C; AL C L} C Q (ﬂ)
w1

Le cas contraire veut dire que {\ € C;A\L C L} = Z.

Définition : Nous dirons qu’un réseau £ = Zw; b Zw, de C est a multiplication
complexe si I'ensemble {\ € C;\L C L} est contenu dans un corps
quadratique imaginaire.

Dans ce cas, {A € CG;ALC L} CQ (%)
1

Le fait qu'un réseau £ = Zw, & Zws est a multiplication complexe n’est pas sans lien

%) . . . N . 1. . , s
sur le nombre 7 = —, la terminologie des points a multiplication complexe étant liée a
w1
celle du réseau a multiplication complexe par le lemme suivant :

Lemme : Soit £ = Zw; ® Zw, un réseau de C .

N T . . . Wa . N
L est a multiplication complexe si et seulement si 7 = — est un point a
w1

multiplication complexe.

Woir [9], §4.0.8. p 501.

69



. . . . N .1 . w2
Démonstration : e Puisque £ est un réseau a multiplication complexe, alors Q [ — | est un corps
w1

quadratique imaginaire.
w

Soit D € N tel que Q@ <u}2> = Q(ivD), et notons
1
r=%_r1isvD pour (r,s) € Q2.
w

1
(1 ar+Ds?
T s '

Alors: * € GLI(Q), car dety = 3r% +|7|2 > 0.
(Si Uon avait dety =0, on aurait 7 = 0, ce qui n’est pas possible.)
7 n’est pas une matrice scalaire.
r(r +isvD) + R? + Ds?
—r —isyV/D + 3r
(r +isvD)(r 4+ r — isv/D)
2r —isv/D

= r+4isvD
= 7T

e Réciproquement, si 7 est un point a multiplication complexe, alors il existe

(Z Z)EGL;(Q) telle que (Z Z).TZT,ieCTz—I—(d—a)T—b:O. Donc

T est quadratique.

De plus, on ne peut avoir de relation du type ar+b = 0, car sinon 7 € R #C 'H.
Il en est de méme que 7 ne peut étre quadratique réel.

Ceci veut dire que £ est a multiplication complexe.

*

*

Y¥.T =y puisque y.7T =

5.2 Point de départ : un corollaire au théoreme de
Shimura.

Nous pouvons désormais énoncer et démontrer le théoreme de base. Celui ci est bien
connu, et admet différents types de démonstrations : une modulaire, une elliptique (voir
[1], [4], et [34]) , une cohomologique (voir [1], [9]) .

Nous choisissons ici la démonstration modulaire.

Théoréme : Soit £ un réseau de C a multiplication complexe.
On suppose que g4(L) et gs(L) soient algebriques.
Alors, go*(L) est aussi algébrique.

1
Rappelons que si £ désigne un réseau de C , on note gop(L) = E —;; bour tout
w
weLl

1
entier k vérifiant k > 2, g*(L) = lim0 I et que l'on note, pour tout 7 € H,
s§—> we|w
weL

G2 (Z ® Z1) = Go™(7), g4(Z ® Z1) = 140G4(7) et g¢(Z & Z1) = 60Gg(T).
De méme rappelons que 1'on note le discriminant A = G4® — 27G¢?, et § son unique
fonction de réseau associée, de poids —12, définie par 6(Z & Z1) = A(T).

La démonstration se résumera en une application du théoréme de Shimura?:

2Voir p 55.
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Démonstration : Notons £ = Zwy ® Zws, un réseau de C .

w
Alors, 7 = L est un point de multiplication complexe.
w

AZ = G43 — 27G62 € S12(SL2(Z)) C /\//Tlg(SLQ(Z)) .
(Ga)® € Mi2(SL2(2)) -

De plus, {
*\6 N
Ainsi : (G27) € Ao(SL2(Z)).

A
X - . 2" (1) =
Alors, d’apres le théoréeme de Shimura, e Q.
A(r)
* 1 *
92" (L) = —G"(7)
w1 . GQ*(T)G _
Or : , d’ou € Q.
1 A(7)
A(L) = mA(T)

De plus, par hypothese, A(L) = g4(L)? — 27g6(L£)? € Q, d’'ott g2*(L)® € Q.
Ainsi, g2* (L) € Q, ce qui termine la démonstration.

O

5.3 L’énoncé du probleme posé par N. Katz.

Comme nous I'avons déja énoncé, Katz s’est posé la question® de la réciproque
du théoreme précédent :

Question : Soit £ un réseau de C tel que g2*(L), g4(L) et gs(L) soient simultanément
algébriques.
Le réseau L est il nécessairement a multiplication complexe 7

5.4 Lien avec une conjecture de [2].

Ceci pourrait étre déduit d’un analogue non - holomorphe au théoreme de Schneider sur
(r,4(1))*

Conjecture : Soit f € Ay(SLy(Z), Q) non constante.

g € Ay(SLx(Z), Q).
T € 'H, un point non polaire de f et g.

Si (f(7),9(1)) € @2, alors 7 est un point de multiplication complexe.

Le théoréme de Schneider® affirme que si 7 € H est tel que j(r) € Q, alors
7 est algébrique si et seulement si 7 est un point de multiplication complexe.
Ainsi, si 7 € ‘H est un point non polaire d’une fonction modulaire arithmétique
relativement a SLo(Z) tel que (7, f(1)) € @2, alors nécessairement 7 est un point
de multiplication complexe.

3Voir [9], §4.0.8. p 501.
4Voir [1], conjecture 4.3.
Voir [25], chap. 2, §4, théoréme 17 p 63.
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En effet, si f € Ay(SLy(Z),Q), il existe® une fraction rationnelle F € Q(X) telle que
P —
f=Foyj. Notons F = — avec (P,Q) € Q[X]? et P.G.C.D.(P,Q) = 1.

Q . |
Alors, puisque f(7) € Q, il existe (a;)icjo;n] € QN tels que ;ai% =0,
N
ot N € N. Alors, Y a;P(j(r))'Q(j(r))N = 0. Ainsi : 3P € Q[X], P(j(r)) = 0,
=0

d’ou j(1) € Q, et (1,7(7)) € @2.

D’apres le théoreme de Schneider, 7 est nécessairement un point de multiplication
complexe.

Cette conjecture sur (f(7),g(7)) généralise donc bien le cas de (7, j(7)).

Nous avons maintenant le fait suivant :

Proprosition : La conjecture est équivalente a une réponse positive a la question
posée par N. Katz.

Démonstration : e Supposons la conjecture vraie.

w
Soit L = Zwy & Zws un réseau de C et 7 = =2

1 1
92" (L) = EGz*(T) €Q.
Supposons que { g4(£) = %GZL(T) €Q.
1
1 _
g6(L) = —Ge(1) €Q.
Wi
_1728G,° L 1728(a(£))° =
Alors, , et
Gy )6 92" (L)
g= ( Z) € Ao(SL2(Z)) g(r) = 25(5) €Q.

D’aprées la conjecture, 7 serait un point a multiplication complexe,
ce qui impliquerait que le réseau L le serait aussi nécessairement.

Ainsi, si la conjecture est vraie, on pourrait répondre positivement & la question
posée par N. Katz.

e Supposons que la réponse a la question posée par N. Katz soit positive.
Soit f € Ag(SLy(Z),Q

).
g € A()(SLQ(Z),@).
TEH.

On suppose que (f(7),9(7)) € @2.

6Voir [26], chap. 7, §3.4, p 146.

72



On sait” quil existe F € Q(z) et (P,Q € Q[X,Y,Z]? tels que

_ P(G2",G4,Gg) , ou P et Q sont de la forme Z ai j xXYIZF pour
© Q(G2*, Gy, Ge) (5,5, k) €N

2i+4j46k=d
un certain d € N.

Par un argument similaire a celui de la page 72, on en déduit
i(r) € Q.
{ U € Q[X,Y,Z], U(Gg*(T),G4(7),G6(7)) =0.
—+oo
Notons désormais ¢ = €*77, A(q) = q H(l — ¢, wp = 27rA(q) 12 et wy = Twy,
n=1

ol A(q)12 est une racine douxiéme quelconque de A(q). Notons aussi £ = Zwy & Zws.

1
94(L) = 714@4(7')-
Ainsi,
1
Jde (ﬁ) = 716 GG (’7') .

On a8 { 60°01(£)° =27 x 140%g5(L)° = 1.
1728 x 603g4(L)* = j(7) € Q.

Donc, g4(£)3 € Q, et donc aussi d’apres la derniere relation, 96(£)3 €Q.

p ((}2 Ga G6>
O w12 ’ W147 w16 _ P(GQ*, G4, GG) d’Ofl
<G2* Gy G'6> Q(G2*, G4, Gg)’ Q(92*(L), 94(L), g6(L))
w12 ’ w14’ w16
Dongc, il existe U € Q[X], U(g2*(£) = 0, ie g2*(£) € Q.

. . - —3

On a donc construit un réseau L vérifiant (g2*(L),94(L),96(L)) € Q.
La réponse a la question posée par N. Katz impose alors que le résau L serait
a multiplication complexe, donc que 7 serait lui aussi a multiplication complexe ;

ce qui démontrerait la conjecture.
|

5.5 Intérét du probleme de Katz.

Ce probleme de Katz n’est pas simplement une conséquence d’une conjecture
analogue au théoreme de Schneider sur (7, (7)) : ce probleme a aussi une interprétation
cohomologique.

De maniere générale, & une courbe algébrique E/Q, on associe le premier groupe
de cohomologie de De Rham, noté Hpr(E/Q). On sait qu’il s’agit d’un espace
vectoriel de dimension 2g, ou g € N* est le genre de la courbe.

P
"Voir, pour 'existence de F : [26], chap. 7, §3.4, p 146. Voir, pour l'existence de 67 p 49.
8Voir, [32], p 824 — 2, 824 — 3.
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Désormais, E désignera une courbe elliptique de réseau de périodes £ = Zw; ® Zw,.

d
Dans ce cas, ¢ = 1. En notant alors w (resp. n) la classe de cohomologie de o

d
(resp. %), on sait que (w,7) est une base standard de Hfj, (E/C).

Rappelons que si £ € Hii (E/C), £ est invariant par translation d’une période de E ;
z+1

d’ou si [ est une période de E, z — ¢ est constante. Alors, la classe de cohomologie

z

I
de £ € Hhz(E/C) est donnée par [ — [ &.

0
Rappelons aussi que l'on peut définir un produit scalaire < .,. >pg, dit de De Rham,

X /Omfl /OWQ&

sur HY(E, C) par : V(&1,&) € Hhyr(E/C)?, < &,& >pr= —

7 /Omfz /OWQ&

On a alors la propriété suivante qui est a la base de l'interprétation cohomologique
du probleme de Katz :

Propriété : Soit 7€ H.
L =7 & Z7, un réseau de C .

<w,n >
AIOI'S, GQ*(T) = —M
< W,W >DR

Démonstration :

Notons qu’ici w; = 1, wy = 7. Notons aussi @ = aw + by pour (a,b) € C2.

. w1 Wy 1 7 .
Alors : 2im < W,w >pr= ’ o2 =7—T7T=2iQ8m 7.
w1 Wy 1 7
Nir <w,n > Wi W ! T T
DR™ = =N2 —TN.
1 P mo e n n

Or, d’apres la relation de Legendre, 1o — 711 = 2iw, d’ou 12 = 2iw + 711, et
2im < W,n >pr= 20w + T — TN = 2w + 201.8m T

<wan>DR
Donc, ———— = +
one < W,w >DpR TS s
T
= —go(L
92 )+%m7'
T
= -G =+
2(7) Sm T
= 7G2*(7_).

O

Notons H'(E/C) I’ensemble des formes différentielles holomorphes de seconde espece,
et H*!(E/C) I'ensemble des formes différentielles antiholomorphes de seconde espece.
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Propriété : Supposons que L =Z @ Z7, ou 7 € 'H.
= GQ*(T) .

a <w,n >
Si w = aw + by, avec (a,b) € C?, alors — = —#
b < W,WwW >DR

Démonstration : Ona: <W,w>pr = a<w,w >pr +b<n,w>pRr
= —b.
<w,m>pr = a<w,n>pr+b<nn>pr
= a.
a <w,n> N,
Donc — = —ﬂ. La propriété précédente permet de conclure.
b < W,W >DR

O

a
Le rapport — précédent mesure I'angle entre w et la droite C.o ¢ H%!, d’ou la figure

suivante, siT € Het H =2 & Zt :

C.m

G, (1)

L

On peut étendre Q & C . Notons H; g(E(C),C) le premier groupe de cohomologie
de Betti. Alors; I'application I' : H; g(E(C),C) — Hpg(E**/C) définie par v — T,

o I') : w+—— [ w réalise un isomorphisme : H; g(E(C), C) ~ Hpy (E*"/C).
y
Ainsi, on a la décomposition suivante, dite de Hodge :

Hig (E*/C) = HYY(E/C) @ H™(E/C).

La proposition précédente exprime qu’étant donné un plongement de Q dans C |,
la décomposition de Hodge est scindée sur Q si E est a multiplication complexe,
c’est a dire si le réseau £ est a multiplication complexe.

Une réponse positive a la question posée par N. Katz permettrait d’énoncer :

« Si E est une courbe elliptique définie sur Q, et si la décomposition de Hodge
de Hhz (E/C) se scinde sur Q , alors E est a multiplication compleze. »
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5.6 Ou se trouve la difficulté dans ce probleme ?

5.6.1 Schématisation d’une démonstration de transcendance.

Dans une démonstration de transcendance, on considere souvent des fonctions
f1, -+, fs analytiques sur C? ; on veut montrer que ces fonctions ne prennent pas toutes des
valeurs algébriques en un point «, ou bien on cherche une minoration

de degtrg @(ﬁ(a), e 7fs(a)>‘

La démonstration se shématise? souvent en cinq étapes.

Premier pas : Construction d’une fonction auxiliaire.

On cherche a construire une fonction A définie par A(z) = P(fi(2), -, fs(2)),
on P € Z[X;,---,Xs] est un polynéme dont le degré est au plus égal
a un parametre D € N choisi suffisamment grand, et dont la taille est majorée par o(D).

Second pas : Utilisation d’un lemme de Schwarz.

Les lemmes de Schwarz peuvent étre interprétés comme une amélioration du principe
du maximum. En dimension 1, cela s’énonce typiquement comme suit
si la  fonction A admet w zéros, comptés avec multiplicités, dans le disque

2 w
{z € C;|z| < r}, on a alors sup |A(z)| = (R 4 > sup |A(z), ot (r,R) € R,? sont
|z|<r -r |z|=R

tels que r < R.

Ainsi, en utilisant le fait que A a un «grand» nombres de zéros, on obtient
une majoration montrant que A est «petit» sur une boule de taille raisonnable :

il existe une fonction positive ¢, qui vérifie (D) — 0
D—+oc0

et 7(D) € R} tel que sup |[A(z)| < &(D) pour r > r(D).

|z|<r

Troisieme pas : Lemme de zéros.

Supposons que l'on soit en présence d’équations différentielles, de formules d’addition
ou d’équations fonctionnelles. A ces relations, on associe une infinité d’opérateurs

Ty, -+, Ty, -+ de Z[Xy, -+, X;] dans lui-méme, permettant un controle du degré et
de la taille des polynémes T4 (P), -+, Ty(P) en fonction du parametre D.

Un lemme de zéros consiste & montrer que la variété des zéros de I = <T1 (P),..., TM(P))
dans C® est petite, ou tout au moins que le point w = (fl(oz),-~~ fs(a ) n’est pas

un zéro de I.

9Voir [3], chap. 1, §3, p 11 - 13.
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Quatriéeme pas : Comparaison de ¢(D) et o(D).

On suppose que les opérateurs Ty, ---, Ty aient une interprétation analytique,
c’est a dire que pour ¢ € [1; M], il existe un multi-indice ¢t; € N et z; = z(a)
|zi| < r(D).
tels que oltil

Ti(P)(@) = 5 A=),

Ces conditions montrent essentiellement qu’'on a |T;(P)(w)| < (D), et que
les polynomes T;(P) ont des coefficients entiers, majorés en valeurs absolue
par (D), et des degrés bornés par 6(D).

1
Lorsque degtrgQ(w) = 0, on obtient I'inégalité £(D) > ﬁ
o

Lorsque degtrgQ(w) # 0, on peut obtenir une inégalité liant e(D), o(D) et 6(D).

Cinquieme pas : Conclusion.

On cherche a montrer une minoration de d = degtryQ(w).
On suppose qu’elle n’a pas lieu, et on espere que cela contredit l'inégalité obtenue
au quatrieme pas...

5.6.2 Quelques pistes pour le probleme de Katz.

Comme nous venons de I'expliquer dans la schématisation précédente, I’holomorphie
est un phénomeéne tres important pour ’application d’un lemme de Schwarz.

Ainsi, dans le cas de ce probleme de Katz, 'absence d’holomorphie invite a modifier
I’énoncé de ces lemmes.

Pour démontrer celui énoncé juste au dessus, dans ?éis%féde
le second pas, on applique le principe du maximum R

a la fonction z +— @ ou {z;i € I}
H(z—zi)

icl
est ’ensemble des zéros de f dans le disque {z € C; |z| < r},
sur les deux disques ci-contre.

/()

[[c-%

i€l

On pourrait alors essayer de considérer la fonction z +—

et observer ce que 1’'on obtient.
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Par ailleurs, dans ce lemme, on obtient une majoration

N r . . . .
ou le terme p——T apparait. Mais, on aimerait se ramener Bord de
r sécurite
au terme iR Cela pourrait étre intéressant de modifier —
la couronne circulaire en une couronne
carrée du type de celle ci-contre, munie .

de la métrique hyperbolique.

Il ne s’agit que de pistes pour adapter les lemmes de Schwarz en absence d’holomorphie :
celle ci peuvent tout a fait n’aboutir a aucun résultat concluant.
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Formes modulaires, théorie de

Fichler-Shimura et équations
différentielles.

La théorie de Eichler-Shimura! est similaire au travail effectué autour de I'opérateur
D’; introduit par Shimura. Cet opérateur est une succession de «dérivations».

La théorie de Eichler-Shimura, elle, considere des intégrales itérées et s’explique
succintement comme suit :  si ['on intégre successivement k fois, pour un entier k € N,
une forme modulaire f pour un sous-groupe de congruence de SLo(Z) de poids —k, on peut
espérer obtenir une nouvelle forme modulaire de poids +k. Pour réaliser cela,
il y a une et une seule fagcon de fizer les constantes d’intégrations : les choisir égales

100
aux périodes de la forme modulaire f considérée, c’est - a - dire aux nombres (2)2" dz
0
pouri € [0; k]. (Voir [11].)

Cela reflete une équation différentielle linéaire satisfaite par f.

Nous savons que les formes modulaires classiques arithmétiques vérifient des équations
différentielles non linéaires. Nous commencerons par le rappeler, puis, dans un second
temps, nous établirons qu’une forme modulaire classique arithmétique vérifie aussi une
équation différentielle linéaire.

6.1 Equation différentielle non linéaire.

En itérant la formule (3.1), on vérifie? aisément qu'une forme modulaire classique
de poids k € Z vérifie une équation différentielle d’ordre 3.

Nous avons le méme résultat concernant les formes quasi - modulaires ou les formes mo-
dulaires presques holomorphes ; pour cela nous suivrons les pas de F. Martin
et E. Royer?!

Propriété : Soit f une forme quasi - modulaire (resp. forme modulaire presque
holomorphe) sur SLy(Z) de poids k € Z.
Alors, f, f', f", f” (resp f, D} f, D2 f, D} f ), sont algébriquements

indépendantes sur C, ot "= ——— et D;j est l'opérateur introduit

) _ 2imdz
par Shimura défini page 53.

Woir [27], chap. 17.
*Voir [1].
3Voir [15], chap. 17, lemme 127.
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Démonstration : e On a vu* que M\(SLQ(Z)) = C[E2; E4; Eg], et C[Eq; E4;Eg] est un corps de
degré de transcendance 3. Donc les fonctions f, f/, f”, f" sont algébriquement
dépendantes sur C .

e Le cas de .MV(SLQ(Z)) = C[E2"; Eq; Eg] est identique.

6.2 Equation différentielle linéaire.

Dans le cas des formes modulaires, nous allons voir que toute forme modulaire
classique de poids k € Z vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre k + 1.
Pour cela, nous suivrons encore 'exposé de F. Martin et E. Royer®. (Voir aussi [12],
fait 1 p 783.)

Théoreme : Soit k € N*.
t € Ap(SLa(Z)).
f € My(SLy(Z)).
Alors, la fonction définie localement au voisinage de tout point zp € H
par F(t(z)) = f(z) vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre
k + 1 a coefficients algébriques.

Nous utiliserons au cours de la démonstration la notion de puissance symétrique
d’un endomorphisme °:

Soit V = R?, de base canonique notée (eq, es).
Alors, 'algebre symétrique S(V) de V = R? sur R est I'algébre quotient de I'algebre
tensorielle T(V) = @ V& par I'idéal engendré par les éléments z®y—y®z ol (x,y) € V2.
neN

On note z1 ® - -+ ® x, I'image de 1 ® - - ® x,, € T(V) dans S(V).

En notant aussi SF(V) lensemble des éléments de degré k de S(V), et
S(u) : S(V) — S(V) 'unique homomorphisme d’algebre graduée vérifiant S(u)od = Pou,
nous pouvons définir la k°™¢ puissance symétrique de 'endomorphisme u, noté S¥(u) et
défini par S*(u) = S(u)grv)-

Matriciellement, on sait que si v € SLy(Z) représente un endomorphisme de V, alors
$(7) € SLycs (R).

Nous pouvons désormais démontrer le théoreme :

Démonstration : Soit ®: H — Ckt!

z — f(z)

4ef p 49.
>Voir [15], chap. 19, théoréme 139.
5Voir N. BOURBAKI : Eléments de mathématiques, Algébre, chap. 1 & 3, chap. 3, §3.
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e Montrons que Yy = ( Z Z ) € SLy(Z), 3S*(v) € SLy41(Z), ®(v.2) = SE(7)@(2).
(az + b)k
(7.2)k (az + b)¥L(cz + d)
On a : ®(y.2) = (cz + d)Ff(2) = f(2) :
1 (az +b)(cz + d)k!
(cz +d)*

pour tout z € H, d’ou : IS*(7), ®(y.2) = S*(7)®(2).

Sk(y) est la k-itme puissance symétrique de <y, et est définie ainsi
V(i,j) € [1;k+ 1]?, (Sk('Y))ij est le coefficient du terme de degré k + 1 — j
du polynéme (aX + b)*+1=4(cX + d)i~L, et vérifie det S*(v) = 1.

o Soit v € SLy(Z).

Montrons, par récurrence sur i € N, que (6°®)(.z) = S¥(7)(0°®)(z), ot1 6 est défini

1d
par 0 = — —.

Soit z € H tel que ¢'(z) # 0.

Alors, en dérivant les relations { 1(512(7’75) : S(kz()’}’) ®(2) , on obtient
1 , ,
mq’ (v2) = SF)P'(2).
;t’( z) = t'(2)
(cz + d)? R / '
Donc ‘i((’;yj)) = Sk(y)(?((j)), ce que 1'on note aussi (6 ®)(v.2) = S¥(7)(0 @)(2).

Supposons le résultat établi au rang i.
Alors, par dérivation de I’hypothése de récurrence au rang i, on a

m(ai @) (y.2) = S¥(7) (0" ®)'(2). Ainsi, d’apres les relations précédentes
1

t’(’y.z) (9i (I))/('y,z) = Sk(,y) X t’(z) (91 ‘I))/(Z), ie (9i+1 <I>)('y.z) _ Sk(,y)(ai—H @)(2)7

ce qui démontre ’hérédité de I’hypothese de récurrence.
La propriété est donc vérifiée pour tout i € N.

e Soit, pour tout z € H vérifiant ¢'(z) # 0, la matrice M(z) définie par bloc par

O(z) ¢ (0Q)(2) 1 (0T O)(2)
M(z) = : : : € M;42(C)

Montrons que, pour ¢ € [1; k+ 2], les fonctions z — det Mgig,:(2), ot Myyo;

est le cofacteur (k + 2,7) de M(z), sont des fonctions algébriques de t.

Pour cela; il suffit de montrer que : Vi € [1; k+ 2], det My42,; € Ao(SLa(Z)).
En effet, det M2, sera alors une fraction rationnelle en I'invariant modulaire j, tout
comme t, ce qui permet de conclure.

Or : ¥y € SLy(Z), 3Sk(y) € SLpy1(Z), ¥z € H, t'(z) # 0, Vi € [0; k + 1],
(0" ®)(v.2) = S5(1)(0" B)(2), don
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Mei2i(r2) = (1 ®(12) (0 Phi)(.2) - (0% @)(7.2) )

(~1)8* () ( S5 MD() S (O Phi)(z) -+ SH)(O*F @)(2) )
= () @) @PR)E) - (@ ) )

= SF(y)Mpy2.(2)

Ainsi, puisque S*(v) € SLg11(Z), Vy € SL2(Z), Vi € [0; k+ 1], Vz € H, t'(2) # 0,
det Mpyo(7y.2) = det Myta.:(2).

Par conséquent, pour tout ¢ € [0; k+ 1], il existe une fonction algébrique a; telle
que det My42; =a;0t.

e Soit zg € H.

Si ag41 est non identiquement nulle au voisinage de zg, alors, par développement
suivant la derniére ligne de M(z), puisque ses deux dernieéres lignes sont identiques,

k+1
det M(z) = 0= (6" f)(2) det Miy2,4(2), d’olt le résultat puisque (6 f) = F’.
i=0
Dans le cas contraire, la famille de fonctions ®, § ®, ---, §% ® est libe au voisinage

de zg, ce qui donne aussi le résultat, et complete la démonstration.
O

Remarquons qu’il n’est pas gratuit de considérer la fonction @, puisqu’une fois intégrée
entre 0 et 700, celle ci fournit exactement les périodes de la forme modulaire considérée.
Ceci conforte ce qui a été dit au préambule de ce chapitre.

Enfin, pour terminer ce chapitre, voici un lien entre la théorie des périodes de Zagier
et Kontsevich, et celle des équations différentielles linéaires. Commencons par donner
la définition d’une période :

Définition :

Notation :

Une période est un nombre complexe dont les parties réelle et
imaginaire sont des valeurs d’intégrales absolument convergentes
de fonctions rationnelles a coefficients rationnels sur des domaines
de R™ décrit par des inégalités polynomiales a coefficients rationnels.

Nous noterons P I’ensemble des périodes.

Voici donc le théoréme prouvé par Konsevitch et Zagier”, que nous ne prouverons pas:

Théoréme :

Soit k € N*.
fe Mk(SLQ(Z)_@).
t € Ay(SLy(Z),Q).
€

Alors : Vzy € H, t(20) € Q = 7 f(2) € P.

"Voir [12], fait n"2 p 785.
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Conclusion.

Comme souhaité, nous avons effectué un tour d’horizon dans le monde modulaire
et modulaire presque holomorphe : nous avons donc étudié la fonction Go* et démontré
un corollaire au théoreme de Shimura : « si L. C C est un réseau a multiplication complexe
tel que les quantités G4(L) et Gg(L) soient algébriques, alors Go*(L) € Q » , dans le but
de s’intéresser a un probleme posé par N. Katz.

Comme nous l'avons vu, ce probleme de Katz, est intéressant, puisqu’il s’agit
d’un analogue au second probleme de Schneider (via l’équivalence que I'on a montré avec la
conjecture de la page 71), qu’il a aussi une interprétation cohomologique
(via la décomposition de Hodge) et surtout qu’il est toujours ouvert.

Néanmoins, pour ce qui est de la problématique que cette question souleve, ainsi que
de la difficulté a y répondre, nous n’en sommes resté qu’au niveau de 1’état des lieux.
L’approche elliptique ne semble pas aboutir ; on va donc étre probablement conduit a
aborder le probleme de maniere modulaire : I’extension de méthodes de transcendance aux
valeurs de formes modulaires presque holomorphes sera alors certainement nécessaire.
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Annexe.
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Fonctions elliptiques.

Définition : Une fonction f: C — C U {oo} est dite elliptique si :
e f est méromorphe sur C .
e il existe un réseau A de C tel que Vz € C, Vw € A, f(z +w) = f(2).
Le réseau A s’appelle alors le réseau de périodes de la fonction
elliptique f.
On dira aussi que f est une fonction elliptique de réseau A si
le contexte le nécéssite.

Remarque : L’ensemble des fonctions elliptiques de réseau A est un corps.

Notation : Etant donnés (w;,ws,a) € C? on appelle un parallélogramme

fondamental 'ensemble II,, ,, = {oz + tiwy + tows; (t1,t2) € [0; 1[2}.
On pourra le noter II lorsqu’aucune confusion n’est possible.

Dans tout le reste de cette annexe, w; et wo désigneront deux nombres complexes
R - linéairement indépendants, et nous leurs associeront le réseau A = Zw, & Zwo, ainsi
qu'un parallélogramme fondamental II.

A.1 Théoréemes de Liouville.

Dans tout ce paragraphe, f désignera une fonction elliptique de réseau de période A.

Théoréme : (Premier théoréme de Liouville.)
Toute fonction elliptique entiére est constante.

Théoréme : (Second théoréme de Liouwville.)
Si f n’admet pas de poles sur la frontiere de II, alors la somme des
résidus de f dans II est nulle.

Remarquons qu’alors, une fonction elliptique non constante a au moins deux poles
dans un parallélogramme fondamental.

Théoreme : (Troisiéme théoréme de Liouville.)
Supposons que f n’admette ni poles, ni zéros sur la frontiere de II.
Notons : (a;);er les poles et zéros de f a l'intérieur de II.
pi (resp z;) la multiplicité du pole (resp. zéro) a;.
Alors, Z P = Z 2, et ce nombre ne dépend pas de II.
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Définition : Le nombre de poles d’une fonction elliptique f de réseau A contenu dans
un parallélogramme fondamental est appelé I’ordre de f.

Théoreme : (Quatrieme théoréme de Liouville.)
Supposons que f n’admette ni poles, ni zéros sur la frontiere de II.
Notons : (a;);er les poles et zéros de f a l'intérieur de II.
pi (resp z;) la multiplicité du pole (resp. zéro) a;.
{ z; sl a; est un zéro
m; = . A
—p; si a; est un pole

Alors, Zmiai =0 (mod A).

A.2 Fonctions elliptiques de Weierstrass

Dans ce paragraphe, nous allons voir 'existence de fonctions elliptiques non constantes,
et décrire I’ensemble des fonctions elliptiques de réseau de périodes donné.

) 1
Lemme : La série Z —— est convergente pour o > 2.

£ lwl
w#0
Définiti La foncti défini (2) .t > —
éfinition : = 2 2
a Ionction pp deélinle par ppl(z ) (z—w)2 w2 )’

weA—{0}
éventuellement notée plus simplement par p si le contexte est clair,
est appelée fonction elliptique de Weierstrass de réseau A.

Théoréme : p, est une fonction elliptique paire, d’ordre 2, de réseau de périodes A.
De plus, YA € C*, pa(2) = A2paa(\2).

Théoréme : Le corps des fonctions elliptiques de réseau A est C(py, py).

A.3 Fonctions elliptiques et équations différentielles.

Le développement de Laurent au voisinage de zéro de p et p’ permet de démontrer :

Théoreme : Etant donné un réseau A, la fonction de Weierstrass vérifie I’équation

1
g2(A) = 60 Z —
différentielle y* = 4y* — g2(A)y — g3(A), ou weA—{0}

Définition : On appelle invariants d’une fonction elliptique py, ot A est un réseau,
les nombres go(A) et g3(A), aussi notés g et gs si le contexte est clair.
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Propriété : Soient g9 et g3 sont les invariants d’une fonction elliptique de réseau A.
Alors, le discriminant A du polynéme 4X3* — ¢, X — g3 est non nul,
c’est & dire A = go3 — 27g3% # 0.

A.4 Formule d’addition.

Propriété : Soient p une fonction elliptique de Weierstrass, de réseau A.

(u,v) € C* avec u # v (mod A) .

Alors : p(u+v) = —p(u) — p(v) + i <%> :

p(2u) = —2p(u) + i <P”(u))2

p'(u)

A.5 Fonction zéta de Welerstrass.

1 1 1
Définition : La fonction (, définie par (4(z) = -+ Z ( + % — —),
z weh (0} 24w w w

éventuellement notée (¢ si le contexte est clair, est appelée
fonction zéta de Weiertrass de réseau A.

Propriété : Etant donné un réseau A de C , pp = —(}.

Propriété et définition : (4 est «presque» périodique de réseau A
Vw e A, Inp(w) € C, Vz € C, (p(2 +w) — (a(2) = na(w).
On appelle quasi - période de (,, associée a la période
w € A de py, le nombre 7, (w).

Notation : Si A = Zw; @ Zwy, on notera désormais, pour i € {1;2}, n; = na(w;).

En intégrant ¢ le long d’un parallélogramme fondamental, on obtient la relation
de Legendre liant périodes et quasi-périodes :

Propriété : ( Relation de Legendre )

m 72

Etant donné A = Zw; @ Zw-, on a
w1 W2

= Wal)1 — Wine = 2iT.
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Fonctions modulaires.

B.1 Le groupe modulaire.

Proposition : Soient H = {z € C;3m z > 0} le demi plan de Poincaré .

SLy(Z) = {( .« > € Ms(Z): ad — be = 1}.

Alors, le groupe SLy(Z) opeére sur H. L’action est donné par

lapplication SLy(Z) x H — 'H définie par ( Z b ) 2= +0

d x4+ d

Définition : On appelle groupe modulaire le groupe G = SLy(Z)/{1ly; —12}.

Nous cherchons a mieux connaitre le groupe modulaire. Pour simplifier les nota-
tions, on se permet de noter de la méme maniere M € SLy(Z) et son image dans G.

Considérons les éléments S et T de G définis par S = ( (1) 0_1 ) et T = ( (1) 1 ) Alinsi,

1
Sz=—= S?=1,
Vz eH, , et dans G, :
{ Tz==z2 f:l— 1 { (ST)® = (TS)’ =1,

1
Nous allons voir que D = {z € C;lz] > 1, |Re (2)| < 5} est un domaine fondamental

de H pour le groupe G, puis que G est engendré par S et T. En voici d’abord
une représentation, ainsi qu’'une représentation du pavage {U(D); o € (S, T)} :

. ==

—

ST sT*

N
wia ’
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Définition :

Théoréme :

Théoréme :

Un domaine fondamental de H, pour un groupe H est une partie D
ouverte dans H telle que :

e D ne rencontre toute orbite de H qu’en un seul point.

e D contient au moins un point de chaque orbite.

1
1. La partie D = {ZE(C;M > 1, [Re (2)] < 5} est un domaine

fondamental pour le groupe G.

2.5i(z,72) € D’ sont congrus modulo G, alors :

11 2] =1
§Re(z)€{27 2} ou { ,_ 1

Zef{z—1;2+1} ==

3. Soit z € D, et I(z) = {g € G;g.2 = z} le stabilisateur de z dans G.
si z =1, alors I(2) =< S > .

si z = p, alors I(z) =< ST > .

si z=—p, alors I(z) =< TS > .

si z #€ {i, p, —rho}, alors I(z) = {I}.

On a:

Le groupe G est engendré par S et T.

B.2 Fonctions et formes modulaires.

Définition 1 :

Définition 2 :

Soit k € N, et H un sous groupe de SLy(Z).
On dira qu'une fonction f : H —— C vérifie la  condition
de modularité de poids k relativement a H lorsque :

a b 1 az+b
‘v’(c d) eH VzeH, f(z)= (cz—l—d)kf(cz—i—d)'

Soit k € N, et H un sous groupe de SLy(Z).

Une fonction f : H — C est dite faiblement modulaire de poids
2k relativement a H lorsque qu’elle est méromorphe sur H et qu’elle
vérifie la condition de modularité de poids k relativement a H.

Remarquons que si —Iy est un élément du sous groupe H de SLy(Z), alors la condi-
tion de modularité oblige toute fonction faiblement modulaire de poids 2k + 1, k € N,

a étre nulle.

Remarquons aussi que la condition de modularité de poids 2k relativement a SLo(Z)
permettant d’affirmer qu’une fonction f est faiblement modulaire de poids 2k signifient
que la forme différentielle f(z)dz* est invariante pour G, ie f(g.2)d(g.2)* = f(z)dz*
pour tout ¢ € G, . Pour cela, il suffit que f(z)dz* soit invariante par S et T, ie
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1
veen {1 <_E> =2 f()
flz+1) = [f(z)
Le lemme suivant sera constamment utilisé dans la suite pour pouvoir exprimer
une fonction 1 - périodique comme fonction de g = €™,

Lemme : Soit f : H — C une fonction méromorphe (resp. holomorphe) sur H et
périodique de période 1.
Notons C = {z € C;0 < |z] < 1}.
~ _ {2z
Alors, J!f : ¢ — C, { vz €M, flz) = (™)

f est méromorphe (resp. holomorphe) sur H

Définition 3 : On dit qu'une fonction f : ' H — C, 1 - périodique, méromorphe
sur H, est méromorphe a linfini (resp. holomorphe a l’infini )

si f se prolonge en une fonction méromorphe (resp. holomorphe) a
’origine.

Définition 4 : e Une fonction faiblement modulaire est appelée fonction modulaire
si elle est méromorphe a l'infini.
e Une fonction modulaire est appelée forme modulaire lorsqu’elle
est holomorphe sur H et a l'infini.
e Une forme modulaire est appelée forme parabolique lorsqu’elle
s’annule a l'infini.

Pour finir ce paragraphe, voici des exemples :

Exemples : o Les séries d’Eisenstein Gy, sont des formes modulaires de poids 2k,
pour k > 2.
e Le discriminant A = g3 — 27¢3% d’une fonction elliptique d’invariants
go et g3 est une forme parabolique de poids 12.
e Linvariant modulaire j est une fonction modulaire de poids 0.

B.3 Algebre des formes modulaires relativement a

SLy(Z).

B.3.1 Zéros et poles d’une forme modulaire.

Définition : Soit f une fonction méromorphe sur C non identiquement nulle.
f(2)

soit holomorphe et
(z—p)"

o [l existe un unique entier n tel que z —

non nulle en p € C.
On appelle cet entier 'ordre de f en p , et on le note v,(f).
e On appelle ordre a ’infini de f | et on note v (f), I'ordre en 0

de la fonction ]7, associée a f par le lemme de la page 91.
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Propriété : Soit f une fonction modulaire de poids 2k non identiquement nulle.
En notant H/G l'ensemble des orbites des points de H par 'action

deG,onaalors:Uoo(f)+lvi(f)—i—lvp(f)—k Z vp(f) = —.

2 3 .
PeH/G—{G(i);G(p)}

B.3.2 Description de I’espace des formes modulaires.

Décrivons le C - espace vectoriel des formes modulaires de poids 2k, k € Z, relativement
au groupe SLy(Z).

Notation : Soit k € Z.
Notons My, le C - espace vectoriel des formes modulaires de poids 2k.
MY le C - espace vectoriel des formes paraboliques de poids 2k.

Propriété : Vk > 2 M, = M) & CGy.

Théoréeme : Soit k € Z.
1. Sik<O0ouk=1,alors M, = 0.
2. Pour k € {0;2;3;4;5}, My est un espace vectoriel de dimension 1 ayant
pour base respectivement 1, G4, Gg, Gg et Gyp.
3. Mpg — M? est un isomorphisme.

f — fA

E si k=1 (mod 6)

Corollaire 1 : On a, pour tout £ € N, dim M =

E +1sik#1 (mod 6)

| ™| T

Corollaire 2 : Pour k € N, une base de M, est {G,“G¢” ; (a,8) € N> | 2a+33 = k}

On peut donc identifier 1'algebre graduée M = ZMk a l'algebre de polynomes
kEZ

C[G4; G6]
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Séries d’Eisenstein.

Dans toute cette annexe, lorsque 1'on considerera des fonctions de réseaux, c’est a dire
des fonctions dont I'argument est un réseaux de C | les réseaux de C seront orientés par
la convention :

w1

Si A =Zw, ® Zwy , Sm (ﬂ) >0

Définition : Une fonction de réseau F, a valeurs complexes, est dite de poids k € Z

1
si pour tout réseau A de C , et tout A € C, F(AA) = VFM)
C.1 Définitions.

C.1.1 Le cas ou k est un entier supérieur a 3.

) 1
Lemme : Etant donné un réseau A de C | la série E T est convergente pour tout
£ ]
w#0
réel o > 2.
Définition 1 : Etant donné un réseau A de C , pour m entier supérieur a 3, la série

1
Gn(A) = Z " est convergente, et est appelée série d’Eisenstein

weEA
w#0

Si le contexte est clair, elle peut éventuellement étre notée G,,.

C.1.2 Le cas ou k = 2.

1

Bien que, pour un réseau A = Zw; B Zwy de C | (—2> ne soit pas une famille
W=/ weA—{0}

1
sommable, Z Z — est convergente, d’ou la définition suivante :
(mwy + nws)?
meZ ne€z
n#0 st m=0
Définition 2 : FEtant donné un réseau A = Zw; ® Zwy, de C , la série
1
Go(Zw1 B Zwsy) = — est convergente et est
2(Zen 2) Z Z (mwy + nws)? &
mez n#0 T;EiZm=0

aussi appelée série d’Eisenstein .

L’ordre de sommation dans la définition de Gy est évidemment important
D’apres la relation de Legendre liant périodes et quasi - périodes d’une fonction
elliptique de Weierstrass, on a :
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Propriété : Soit Zw, ® Zws est un réseau de C .

On a: G2 (Zwl D Zu}g> - G2 (Z(-(,UQ) D Zwl) =

2w

u)l(.QQ.
C.1.3 Premiere propriété.

Propriété : Pour tout m € N*, G,,, est de poids m, c’est a dire : si A est un réseau

1
de C ot si A€ C, Cu(M) = 1 Cn(A).

Remarquons que si k£ est un entier supérieur a 2, alors Goi_1 est identiquement nulle,
et Ggp n’est pas identiquement nulle.

Notation : Il nous arrivera aussi de noter, pour 7 € H, Gox(7) = Gu(Z & 7Z),
ce qui définit une fonction du demi plan de Poincaré dans C.

C.2 Développement en série, a I’infini, des Gy.

Définition : Pour k& e N* le k™ nombre de Bernouilli  est défini par
-1 Z ’

Rappelons que lon peut écrire 1’égalité précédente sous la  forme
2k 2k—1
E 7 et que I'on a aussi ((2k) = ——B our tout

n € N* si( des1gne la fonction zeta de Riemann.

Notation : Pour tout couple (k,n) € N*? notons oy (n) = de.

deN

d|n
= mcotan (7z), on obtient le développement
Z+m
en série a l'infini de G (ol ¢ = €*™) :
2(2i 2k >
Propriété : Vk € N*, Vz € H, Gax(z) = 2¢(2k) + (z(kl—j)w o1 (n)q"
‘n=1

Nous allons maintenant introduire une nouvelle définition, pour avoir comme premier
coefficient dans les développements ci-dessus un 1 :

Gi(z
Définition : Les séries Ex(z) = QCIZ(Qk)), pour k € N* s’appellent séries d’Eisenstein
normées , et admettent comme développement en série a l'infini :
Vk € N*, Vz € H, Egp(2) = 1+ (— Zazkl
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n rq’
Ea(2)=1—-24) o1(n)q" =1—24) o
n=1 p=0
o] “+o0o p3qp
En particulier, on a, pour tout z € H: { E4(z)=1+ 240 Z o3(n)q"=1+ 240 Z o
n=1 p=0
o] “+oo p5qp
Eg(2)=1—504) o5(n)q"=1—504 p—
\ n=1 p=0

C.3 Lien avec les fonctions elliptiques.

C.3.1 Développement de Laurent en 0.

Les séries d’Eisenstein permettent d’exprimer le développement de Laurent
au voisinage de 0 d’une fonction elliptique, et donc de trouver une équation différentielle
vérifiée par cette fonction elliptique.

Propriété : Soient A un réseau de C | et pp la fonction elliptique de Weierstrass

de réseau de périodes A.
+00

1
Alors, au voisinage de 0 : pp(z) = ol Z(Qk 4+ 1)Goppa(A) 2%
k=1

2 = _
pr'(z) = =5 + ; 2%k(2k + 1)Gappa(A) 22
Théoréme : Soient A un réseau de C , et pp la fonction elliptique

de Weierstrass de réseau de périodes A.
2 3
. . c(rs . y/ = 4y - 60G4y - 140G6
Alors, les équations différentielles { ) = 6y? — 30G,

sont vérifiées par pjy.
C.3.2 Série d’Eisenstein Gy et quasi - périodes.

Etant donné un réseau A = Zw; @ Zwy de C | on obtient, a partir de leur définition,
un développement en série des quasi - périodes :
e = =w1 Gy (Zw) @ Zuwo)
Propriété : Ona{ ' (i) =1 Gs
—opee { Me=n(w2)=w2 G (Z(—w2) & Zw:)

C.3.3 Expression de E,, E; et Eg en notations elliptiques.

w
Proposition : Soit A = Zw; @ Zw, un réseau de C , avec 2 cH.

3 w1
Alors, on a: Eu(1) = 771;)1
T
3(.4)14 A
Bir) = ()
27w,
E¢(r) = 87ré g3(A)

( m est la quasi - période de (5 associé a la période wy € A ;
g2 = 60G(A) et g5 = 140G4(A) ; 7= 2. )
w1

95



C.4 Lien avec les formes modulaires.

C.4.1 Exemples et contre - exemple de formes modulaires.

Proposition : Pour k € N, k > 2, la série d’Eisenstein G, est une forme modulaire
de poids 2k.
De plus, on a Gax(o0) = 2¢(2k).

0
Néanmoins, la relation Gg (Zwy @ Zwy) — Go (Z(—ws) & Zw;) = o , ol Zwy @ Zws
W12

est un réseau de C , s’écrit aussi Go (——) = 72Gy(7) — 277 ; ce qui montre que Gy
T

n’est pas une forme modulaire de poids 2, mais presque.

C.4.2 Algebre des formes modulaires.
Les séries d’Eiseinstein G4 et Gg permettent de décrire toutes les formes modulaires
de poids 2k, ou k est un entier supérieur a 2.
Théoreme : Le C - espace vectoriel My des formes modulaires de poids 2k,
k€ N—{0;1} est engendré par {G,“G¢” ; (a,8) € N* | 2a + 33 =k}
7 11
Ainsi, Gi = gGg, G4G6 = EGlo, etc.

On peut donc voir ’algebre des formes modulaires comme des polynomes en G4 et Gg.

C.4.3 Equations différentielles vérifiées par Es, E4, Eg.
d 1 d

Soit l'opérateur D = 2— = — —.
P dz  2imdr

kE
Propriété : L’opérateur différentiel D, =D — 1—22 agit de My sur Mg, .

corollaire : ( Relation de Ramanujan. )
( E,” — E
DE,— -2 4
12
On a DE4:E2E4 Fe
3
ExEg — E
D26 — ™4
\ 2
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Discrimanant et tmvariant
modulaire.

D.1 Discriminant.

Dans tout ce paragraphe, p désignera une fonction elliptique de Weierstrass,
de réseau A = Zw, & Zw, et d’invariants go(A) et gs(A).

Puisque la fonction p vérifie équation différentielle p® = 4p® — go(A)p — gs(A),
nous pouvons considérer le discriminant du polynome 4X3 — go(A)X — g3(A) (& un facteur
numérique pres) :

Définition : On appelle discriminant d’une fonction elliptique, de réseau A
d’invariant go(A) et g3(A), la quantité A(A) = go(A)® — 27g5(A).

Sachant que le polynome 4X? — go(A)X — g3(A) admet p <%) P (%) . P (w1 ;—M)

comme racines distinctes, on en déduit :

Propriété : Le discriminant A d’une fonction elliptique de réseau A et d’invariants
g2 et g3 ne s’annule pas :

A(A) = ga()* = 27g3(A)* # 0

De méme que lon note Gox(7) = Gok(Z & Z7) pour z € H et k € N — {0;1},
nous noterons aussi A(1) = A(Z + Z7) pour 7 € H.

Propriété : A est une forme parabolique de poids 12 sur H.

Enfin, la fonction A admet une expression sous forme produit, expression die a Jacobi.

+oo
Propriété : SiT € H et ¢ =2 alors A(7T) = ¢ H(l —q")*
n=1
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D.2 L’invariant modulaire.

g2(T )3
5 27¢g3(T)

Définition : La fonction j définie sur H par j(r) = 1728 o 5 s’appelle
G2\T

I’ invariant modulaire .

Nous pouvons aussi considérer j commme une fonction de réseau, ou bien comme une
fonction définie sur H, la correspondance s’éffectuant comme toujours par
j(r) = j(Z & ).

Le coefficient 1728 dans la définition de j est choisi de maniere a ce que j est un résidu
en l'infini égal a 1 :

Propriétés : 1. La fonction j est une fonction modulaire de poids 0.
2. La fonction j est holomorphe sur H, a un pole simple a l'infini
de résidu 1 :

+o00
1 .
VreH, j(r)=—-+ 744+ chq", oll ¢ = %™ et Vn € N*, ¢, € N.
q

n=1

D.2.1 L’invariant modulaire et les courbes elliptiques.

Une raison de l'importance de I'invariant modulaire, qui justifie son nom, est que j
prends la méme valeur sur ’ensemble des réseaux homothétique a un réseau donné A
(ie sur I’ensemble des réseaux AA ou A € C* )

Ceci provient de I'important théoreme :

Théoréme : L’invariant modulaire j induit une bijection de H/G sur C.

On en déduit donc deux corollaires tres proche, le second étant celui qui justifie
le nom de j.

Corollaire 1 : Etant donné deux réseaux M et N de C, on a j(M) = j(N)
si et seulement si M et N sont homothétiques (ie IA € C*, M = AN)

Corollaire 2 : Etant donné deux réseaux M et N de C, les courbes elliptiques C/M
et C/N sont analytiquement isomorphes si et seulement si
F(M) = j(N).
On obtient un autre corollaire de ce théoreme, qui nous permettra de construire

des réseaux d’invariants donnés, et donc de paramétrer toute courbe -elliptique
de discriminant non nul.

Corollaire 3 : Soit («, 3) € C? tels que o® — 275% # 0.

Alors, il existe un réseau A de C tel que , et les fonctions

gs (A) B

pa et p)y, paramétrent la courbe elliptique y* = 4% — ax — 3.
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D.2.2 Fonctions modulaires de poids 0.

On a vu que I'invariant modulaire est une fonction modulaire de poids 0. En fait, toute
fonction modulaire de poids 0 provient de j :

Propriété : Une fonction méromorphe f sur H est une fonction modulaire
de poids 0 si et seulement si f est une fraction rationnelle en j.
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Autour du théoréme de
Nesterenko.

Nous allons présenter dans ce chapitre une démonstration de transcendance liée
aux formes quasi - modulaires : il s’agit du théoreme de Nesterenko (voir [17] et [18]),
dernier théoreme de transcendance obtenu a ce jour. Le principe est d’illustrer
la schématisation d’une démonstration de transcendance (§5.6.1.) et en particulier de voir
comment un lemme de Schwarz fonctionne.

E.1 Le théoreme et ses corollaires.

Considérons les fonctions P, Q, R de Ramanujan définies pour tout z € C, |z| < 1,

( 400 400 n
P(z) = 1—24201(n)z” = 1_2421712
— Zn
n=1 n=1
—+00 —+00 n3n
par ¢ Q(z) = 14240 Z o3(n)z" = 14240 Z 1
— Zn
n=1 n=1
+00 ~+00 n5zn
R(z) = 1-504) o5(n)2" = 1-504) -
— Zn
n=1 n=1

\
En 1996', Y.V. Nesterenko a démontré le théoréme suivant :
Théoreme : Vg € C, |q| €]0: 1 = degtrg Q (g, P(), Qlg). Rlg)) > 3.

Ce théoreme peut aussi s’écrire sous la forme degtrg Q(e%”, Es(7), Eua(7), E6(7')> >3
pour tout 7 € H. Il est intéressant de voir que la traduction elliptique de ce résultat
est une amélioration du théoreme de Chudnowsky concernant I'indépendance algébrique
des nombres v et Q, oll w et n sont respectivement une période et sa quasi - période

™ T
associée d'une fonction elliptique de Weierstrass d’invariants gy et g3 algébriques.
Pour étudier cela, nous allons suivre une partie de l'exposé de M. Waldschmidt
au séminaire Bourbaki de 1996 ([32]) .

Corollaire 1 : Soit e p une fonction elliptique de Weierstrass d’invariants g, et g3
algébriques.
e w une période non nulle de p.
e 1) la quasi -période associée a w.
e 7 le quotient de deux périodes fondamentales de .

W
Alors, €™ = et 7 sont algébriquement indépendants.
T

Woir [17].

101



Démonstration : Quitte a remplacer la courbe elliptique par une courbe isogene, on peut suposer
que le réseau de périodes de p est Zwi @ Zws avec w1 = w.

w1 .
Notons alors n; =7, 7 = — et ¢ = €27,
w

2
3 4
On sait? que pour ¢ € C, [q] < 1, P(a) = 3220, Qo) = 5 (22) g, et
97 1 T 4 \ 7
1

6
R(q) = 3 (—) g3, d’oli, en appliquant le théoréme de Nesterenko

irr oW1 ML 3 fwi\? 27 fwi1\6
degtrg Q <62 30w (F) e (F) w) s
Ainsi, degtrg Q (62””, ﬂ, ﬂ) > 3, ce qui démontre le résultat.
T’

O

On en déduit alors le fameux corollaire donnant 'indépendance algébrique de 7 et e,
alors que l’'on ne sait toujours rien dire sur I’éventuelle transcendance de e + 7, nombre

a priori plus simple que e”.

1
Corollaire 2 : 1.7, €™, T (Z) sont algébriquement indépendants.
s (1 . o
2.m, ™ T 3 sont algébriquement indépendants.

Démonstration : Dans le cas CM, puisque® les trois nombres —,

1 s,
, et — sont linéairement
w

dépendants sur Q, on en déduit que e,

indépendants.
Lorsque ¢ = e 2", une période fondamentale de la courbe elliptique

w N
o
w et w sont algébriquement

) L dr st ) T dn 1B<11) .
= 4a* — 4z est w= —— =_B(-,=) =- ., d’ou
Y L VAP 2 \4'2 N
1
I'indépendance algébrique de 7, ™, T’ 1
Lorsque ¢ = e_’“/g7 une période fondamentale de la courbe elliptique
1
r({:z=
T dr 1. /11 <3)
2 = 42?2 — 4 est wz?/ :B<,):, d’ou
Y 1 VAxd =4 3 \672 257
1
I'indépendance algébrique de , 6“‘/5, r (3>
|

Le théoreme de Nesterenko admet d’autres corollaires autour des fonctions théta
et de leurs dérivées, autour de l'invariant modulaire et de ses dérivées, autour des suites
+oo 1

de Lucas (ce qui donne la transcendance de Z o ot (Fy,)nen est la suite de Fibonacci,

n=1""

par exemple)?.

2Voir [14], chap. 4, §2 propriété 4 p 47 et chap. 18, §3 p 248 - 249.
3Voir [16], lemme 3.1 et appendice 1.
4Voir [8] ; [32], §2.2 p 17, corollaire 4 et p 18, corollaire 5 ; [6].
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E.2 Principe de démonstration du théoreme.

Le théoreme étant devenu tres classique® |, nous n’en donnons pas la démonstration
compleéte, mais juste le principe de la démonstration originale (une variante a été proposée
par P. Philippon) .

Pour cela, nous utiliserons une forme particuliere du critere d’indépendance algébrique

de Philippon :

Théoréme : ( Critére d’indépendance algébrique de Philippon.)
Soit : e (x1, - ,x,) € C"
® (71,72) € R? tels que 0 < 41 < 7.
e 0 et )\ sont des fonctions croissant vers -+oo vérifiant

o(N+1) A(N)
—_— 1et .
O'(N) N——)>+oo © U(N)k N—+oc0 oo
Pour P(Xy, -+, Xp) = Y @y, Xi - X € Z[Xy, -+ Xy,
(i1, im ) EN™
notons H(P) =  max a4, |-
(i1, im ) EN™
S’il existe (An)nen € Z[X1, -+, XN vérifiant :
i. VN € N, deg Ax < o(N)
ii. VN € N, logH(Ax) < o(N)
iii. YN € N, 722N < |Ay(z, -+, 2| < 712

alors degtrg Q(z1,- - zm) > k.

La suite (Ax)nen nécessaire a I'application de ce critere est construite dans le lemme

suilvant :

Lemme : Soit ¢ € C, |¢| €]0; 1].
AIOI"S, HNU S N, EI(AN)NZNU € Z[Xl, s ’Xm]{nEN;nzNo} tel que
deg Ay < %NInN
VN € N, N > Ny = { logH(Ayx) < vN(InN)? , ou
e =N' < |An(g,P(g),Q(q), R(q))| < e N

(Y0, 71, 72) € R%? sont des constantes vérifiant v, < 7.

Le théoreme de Nesterenko suit, par application du critere de Philippon, avec

o(N) = N(InN)? o(N+1) )

)\(N) = N4 ca O'(N) N—+oc0 ’

n=4 Ty AN Nt N N
k=3 (N3~ N3(InN)®  (InN)S N_joo | 0

Ainsi, le théoreme de Nesterenko se réduit au lemme précédent. Etudions succintement
les étapes de sa démonstration, en reprenant l'exposé effectué par F. Gramain ([8]) .

*Voir : [17] ; [18] ; [32] 5 [33] 5 [8] ; [19].
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Les étapes ne correspondent pas tout a fait aux différents pas de la schématisation
d’une démonstration de transcendance donnée au paragraphe 5.6.1. : le second pas
de la démonstration est une conséquence directe du premier pas et n’est pas énoncée dans
la schématisation, les pas se trouvant ensuite décalés d’une unité entre la schématisation
et la démonstration.

Premier pas : ( Construction d’une fonction auxilliaire. )

Le lemme de Siegel et I'indépendance algébrique des fonctions z —— 2z, P, Q
et R montre que : INy; € N, VN € N, N > Ny, JAxy € Z[Xy, Xy, X3, Xy,
o Vie[l;4], degx Ax <N .
e logH(AyN) < 116NInN .

e 2+ F(2) = A, (2,P(2),Q(2),R(2)) possede en 0 un zéro d’ordre M tel que
N4
M>—.
-2

Second pas : ( Majoration de |F(z)] )

La majoration des coefficients du polynéme construit au pas précédent donné
par le lemme de Siegel permet de montrer que : Vg € C, 0 < |¢| < 1, IN; € N,

1
YNeN,N>N; = VzeD <O,min ( i |q72|q|)>, |F(2)| < |zMMISTN,

Troiséme pas : ( Minoration d’'un [F(T)(q)] )

C’est ici que se trouve le «lemme de Schwarzy». Il s’agit ici d'une formule
d’interpolation que P. Philippon appelle lemme de Schwarz approché :

Lemme : Soit ¢ (M, T) € N2
o7 cR.
egeCtelque0<|q| <.
e I une fonction analytique sur un ouvert contenant le disque
{zeClz| <1},
Si F a un zéro de multiplicité supérieure & M a lorigine, alors

M - N I ko .
e < oMtT [T 191 7‘ T ‘
w2 () 2_3(2> it

—r
+ (T) sup [F(2)].
lq] sec.
Ceci se démontre, si ¢ € C, |g| €]0;1], en appliquant le théoreme des résidus
F(z) (1 -z
M1 (T(Z —q)

On obtient : pour tout ¢ € C, |g| €]0; 1], il existe ¢1(q) > 0et T € [0; [c1(¢)NInM]]
M

2
tels que |F(T) (@) = (@)

a la fonction z ——

Quatriéme pas : ( Lemme de zéros )

Lemme : Soit (Lg,L) € N*2.

A e ZXy, -, Xy]—{0} tel que { degx, A < Lo.

Vi€ [2;4],degx A <L.
Alors : ordg A(z,P(z),Q(z),R(z)) <2 x 10%LoL3.
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Idée de la démonstration :

P2 -Q
P =
12
00 — PQ-R
Ce lemme provient du systeme différentiel Q = 3 ,
PR — 2
gr - CR-Q
2
N d o ..
ouf = zd—, et du fait suivant non trivial :
z
Tout  idéal  premier  non  nul de  C[Xy,-- X4] ayant
un  2éro auv  point  (0,1,1,1) et stable  par  lopérateur
0 XiP-Xy 0 XiXo—-X3 0 XiXz—-Xo® 0
D _ X, RS 2 4 R 3 1X3 2
0X1 12 0Xo 3 0X3 12 0Xy

contient le polynome X1 (X3® — X4?).
O

La conclusion est qu'il existe ¢ > 0, indépendante de N telle que M < ¢N*.

Cinquiéme pas : ( Construction des (A,,) )

L’opérateur D précédent vérifie Vg € C, |q| €]0;1], VB € C[Xy,---,X4],
d 1 N
= (B(4.P@.Q(),R(@)) ) = (D B)(4.P(a), Qa). R(@)), d'oin Vi € N, ¥g € C

dz
k—1

gl €]0;1[, (122)'FP)(z) = 12 <H(D—k)> (A)(q,P(q),Q(q),R(q))
k=0

= 12/(D A) (.P(0). Q0). R(g) ) -

On pose alors Ay = 127 (DT AT\]) pour tout N > Nj.

Ainsi : Vg € C, || €]0;1[, 3Ny € N, YN € N, N > Ny = 3N, € N tel que
deg AN~O <~%NInN
Ag € Z[Xy,--+,Xy] vérifie { logH(Ag,) <N (InN)
e N < A (q,P(Q),Q(q)yR(q))I < e
pour des constantes (vo,7v1,72) € R? avec 0 < ;1 < 79, ne dépendant que
de ¢; ce qui démontre le lemme, et donc le théoreme de Nesterenko.

2

E.3 Conjecture de Nesterenko.
Y. V. Nesterenko conjecture®

3 si 7 est CM.

2T
degtr@ Q(T7€ 7E2(T)7E4(T)7E6(T)> Z { 4 si T nest pas CM.
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Si 7 € H est un point de multiplication complexe, 7 est quadratique
imaginaire, et sa partie imaginaire est alors aussi un nombre quadratique. De plus:

T € Q(EQ(T), E4(7), E6(7)>. Le corps étudié dans la conjecture de Nesterenko est donc
le méme que @(7', e*™ By (1), Eya(7), E6(7')>.

La conjecture suivante, du monde modulaire presque holomorphe, est équivalente
a la conjecture de Nesterenko dans le cas CM, mais a priori pas dans le cas général.

Conjecture : Soit 7 € H.
Alors :

2inT T * 3 siT est CM.
dogtrg Qe B () B Ba(0) 2 { § 5T e oy

SVoir [19], conjecture 1.11.
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Notations.

Généralités.

e H={z=u1x+iy € C;y > 0} désigne le demi plan de Poincaré supérieur.

o Cy[X] désigne I'ensemble des polynomes de degré inférieur a k € N, & coefficients complexes.

e SLy(Z) désigne I’ensemble des matrices 2 x 2 a coeflicients entiers de déterminant 1.

e I(N) = {( Z Z > € SLQ(Z);( Z Z ) = ( (1) (1) ) mod N}, la congruence étant définie
coefficients par coefficients.

Désormais, T' désigne un sous-groupe de congruence de SLo(Z), k et s seront deux entiers positifs,

K un sous-corps de C , f est une fonction de classe C*° sur H, z un élément du demi plan supérieur de

Poincaré, et enfin v = ( Z Z ) S GL;(Q)-

Autour de P’action de GL} (Q) sur H.

e GLJ (Q) désigne l'ensemble des matrices 2 x 2 de déterminant strictement positif & coefficients
rationnels.

az+b
cz+d’

hd (flL’Y) = (Cz_i_;d)kf(’%z)-

Autour des formes modulaires.

® V.2 =

M (T) p 24. o My p 51.
e Si(D) p 31. e A () pbl.
o M) =P M)

Autour des fonctions elliptiques et des courbes elliptiques.

e © désigne une fonction elliptique de Weierstrass.
o L(E) désigne le réseau des périodes de la courbe elliptique E.
e w désigne une période fondamentale d’une courbe elliptique.

e 7 désigne quasi-période associé a la période fondamentale w.
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Autour des formes modulaires presque holomorphes et des formes quasi-modulaires.

o M) p25. o M) p25.
o Mi(T) p26. o M) p26.
e M) p26. o M) p26.
o Si(I) p 3L

Autour de ’arithmécité des formes modulaires, des formes modulaires presque holomorphes
et des formes quasi-modulaires.

o Mi(K) p5l. o M:(IK) p52.
o ALK) p5l o My(I,K) pb52
o My(K) p 52.
o Au(K) p 52.

Autour des opérateurs différentiels.

k—2
%ZjL% pour le chapitre 3 p 34.
o O f=
1 g+w our le chapitre 4 53
im \ 0z 2im P P pos
. Di_d ,sis=0 p53.
7\ Opyos 20---00,,8i8>0 pb3.

Quelques exemples particuliers de fonctions consédérées.

e A p 70. e I p 70.
o Goyp,keN,n>2 po. o g, keN n>2 pT0. e P plol
o Eo,keN, n>2 p?2l o g . keN n>2 pT0. e (Q plol.
e Gy p 20. e R plo0l.
L[] EQ* P 21.
o j p 71.

Autour de la cohomologie.
e HiR(E/Q) p 73. e < ..>pr, DpT4
e HW(E/C) p 74. e HOYE/C) pT4

e H,5(E(C),C) pT5.
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