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Introduction :

De nombreux problémes de dénombrement (dont ceux liés aux nombres de Catalan)
peuvent se résoudre a I’aide de séries entieres. Ils nécessitent donc de se poser la question de
la convergence de telles séries. Il est toutefois possible d’envisager ces mémes probléemes
d’un point de vue plus algébrique et d’échapper ainsi aux problémes de convergence souvent
délicats. Ce ne sont alors plus les séries entieres qui sont utilisées mais des séries formelles.
Ce sont ces dernicres qui font ’objet de notre étude.

Nous commencerons par nous familiariser avec cette nouvelle théorie en donnant dans une
premiére partie quelques définitions et résultats simples avant d’introduire la notation usuelle
des séries formelles. Nous verrons ensuite les premieres propriétés de I’anneau des séries
formelles ainsi que la notion de sommabilité formelle. Cette derniére notion nous permettra,
une fois la dérivée formelle introduite, de nous intéresser a I’exponentielle et au logarithme
formels. Nous continuerons notre étude par la résolution d’€quations et d’équations
différentielles. Enfin, nous étudierons deux grandes applications des séries formelles qui
sont : la récurrence linéaire et les problémes de dénombrement faisant intervenir les fameux
nombres de Catalan.

1. Premieres définitions, notations et premiers résultats sur les séries formelles

Nous nous demanderons dans un premier temps, ce que sont les séries formelles et quelle
structure peut avoir I’ensemble des séries formelles.

Définition 1.1.(1°"® version)
On appelle série formelle toute suite azde C".

Remarque 1.2.

Les éléments ade C" auraient pu étre définis comme des suites a coefficients dans un
anneau intégre quelconque, mais pour simplifier I’exposé, nous optons pour présenter les
séries formelles a coefficients dans C.

Propriété 1.3.

On peut définir une addition et une multiplication sur les éléments de C", de sorte que
C"soit un anneau intégre.

Pour tous @ = (a,),.yet = (0,),.ydansC" on pose :

a+p=(@,+b).etaf=0 ab_ ;)
j=0




Nous définissons encore la multiplication par un scalaire, de sorte que C" soit un espace
vectoriel.

Pour tout & = (a,),.y dans C" ettoutk € C, on poseke = (ka,) _ .

Nous démontrerons la structure d’anneau intégre et d’espace vectoriel de C" dans la

proposition 3.2, juste aprés avoir introduit la notation usuelle des séries formelles.
De plus nous introduirons au paragraphe 3 partie b une autre opération, la composition.

2. Notations pour les séries formelles

Nous allons a présent définir une nouvelle notation, plus pratique pour les séries formelles,
qui généralisera la notation usuelle de polynémes a coefficients dansC .

Ayant I’habitude de travailler avec les polyndmes, celle-Ci nous permettra de travailler sans
réelle distinction entre polynémes et series formelles : elle sera donc trés précieuse et
commode.

Notons X la suite (0,1,0,0,...)deC". Onaalors X?=(0,0,1,0,...), X*=(0,0,0,1,0,...)et,

de fagcon générale, pour tout entiern>1, X "est la suite d’éléments tous nuls sauf le (n+1)
qui vaut 1.
En effet, on justifie ceci par récurrence.

Ceci est vrai au rang 1 . En notant (X“) 1Ie p-iéme terme de la suite X" et en supposant la
b=

eme

propriété vraie au rang n>1, ona alors :
Kk
n+y) _ n _ n+1 _ n _ n
(X )0 _(X )o X, =0et pourk =1, (X )k _;(X )jxk_j —(X )k—l
car X, =1et X =0 pour p #1.
Or, par la propriété de récurrence (X “)k_l =1sik-1=n (cest adiresi k =n+1) ou 0 sinon.

On a alors démontré que X "'est la suite d’éléments tous nuls sauf le (n+2)°™ terme

qui vaut 1.

On va donc utiliser les notations suivantes : si aest lasuite(a,) . ,onécrira @ =) a;X’ou
j=0
encore o = Zaj X1 o0 X%= (1,0,0,...). Il s’agit d’une notation pratique pour representer les
jeN
éléments de C".

Définition 1.1.(2°™ version)




Une série formelle est une suite a=(a,),, C"de coefficients, représentée sous la forme

o0
d’une somme o = Zan h,
j=0

Par analogie avec les polyndmes on introduit la notation suivante :

Notation :
Notons C[[X ]| I’ensemble des séries formelles a coefficients dans C.

Le signe > ne désigne pas une somme mais la notation est pratique car les séries formelles
suivent les mémes propriétés que les séries entiéres sans qu’on ait a se soucier de probléeme de
convergence. Elle est aussi la validée par les deux justifications suivantes :

Justification 1 de la notation : La suite(ajx j)_ _est sommable.
j>

Cette nouvelle notation a bien un sens. En effet, nous verrons dans la définition 4.1. la notion

de famille sommable de séries formelles. Dans ce cas particulier, considérons & = Zakx ‘.
k=0

Chaque terme a, X “peut étre vu comme une série formelle de coefficients a;, telsque
a;, =0 pourtout j=ket a , =a,. Ainsi, sil’onse donne un entier r, il existe un entier

N (que I’on peut prendre par exemple égala r +1) tel que pour tout n> N,
a,, =&, =..=2a,,=0.Ainsi la suite des séries formelles a, X “est bien sommable au sens
de la définition 4.1. ce qui donne un sens a notre notation.

Justification 2 de la notation : Nous verrons par la suite que I’ensemble des polyndmes est

N 0
dense dans Iespace des séries formelles : P, =Y a, X' ———> a, X/,
j=0 j=0

A présent nous noterons plus simplement 0 pour 1’é1ément (0,0,0,...) de (C[[X ]]et 1 pour
Pélément(1,0,0,...). On peut alors réécrire les opérations sur C[[ X ]lcomme ceci :

sia=>aX"etf=)DbX"etteC,ona:

n=0 n=0

a+ﬂ:2(an +bn)X“ , aﬂzi(gakbn_ijn ettoc:i:;tanxn .

Trois catégories de séries formelles jouent un rdle particulier dans la suite.



Notons R[X |I’ensemble de séries formelles a coefficients réels, 1+ XC[X]] I’ensemble des

séries formelles de terme constant égal & 1 et XC[[ X [I’ensemble des séries formelles de
terme constant nul.

3. Premiéres propriétés de ’anneau des séries formelles

Le théoréme suivant est évident mais se révelera trés utile dans la suite.

Théoreme 3.1.

Deux séries formelles a = Zaj Xlet g= ij X ) sont égales si et seulement si pour tout
j=0 j=0

L’égalité de deux séries formelles nous permet donc d’identifier leurs coefficients deux a
deux. Ce théoréme est extrémement important et est la base de toute la théorie. Néanmoins
nous ne nous y référerons pas dans la suite du texte en vue d’alléger sa lecture.

a) Structure d’anneau

Proposition 3.2.

Muni de I’addition et de la multiplication définies précédemment, C[[X ]est un anneau
integre commutatif et unitaire. Muni de ’addition et la multiplication par un scalaire,
C[X] est un espace vectoriel.

Démonstration :
Cette demonstration est classique et identique a celle faite pour des polynémes. Cependant nous la donnons en
détail, dans un but pédagogique, pour s’habituer a manipuler les sommes.

e [’addition de deux complexes étant associative et commutative, 1’addition sur C[[X]] I’est également.
C[X] aun élément neutre pour I’addition noté 0 qui est la suite nulle.
Pour tout @ =) "a, X" dans C[X], —a=)_—a, X" est son inverse pour I’addition.

neN neN
Ainsi (C[X],+)est un groupe commutatif.

e Lamultiplication dans C[[ X ]| est associative. En effet :



a(fr) (ZanX”J(ZZk:bjcijkj Z[Zn:aun IbJCn i- Jj

DS B jo-g[E (S o oo

o Depluspourtous o=>a X"et f=>"b X" dans C[X],

neN neN
apf= ZZa,bn X"=>">"a b X"=pa
neN j=0 neN k=0

en faisant le changement de variable k=n—j.
Remarquons que cela résulte de la commutativité de I’anneau de base, ici C.

e Soit 1 lasuite > u X"de C[X] telle que u, =1et pour tout entiern>1,u, =0.

neN
Alors lest I'élément neutre de C[ X | pour la multiplication.

En effet :al:(ZanX”j(Zujxjjzzzn:ajunjX” =>a X" caru, ;=0si j=n

neN jeN neN j=0 neN

etu, ;=1si j=n .Lacommutativit¢, qui vient d’étre montrée, finit de prouver que 1 est I’¢lément neutre de

C[x] pour la multiplication.

e Parailleurs, pour tous =Y a, X"et B=> b X" dans C[X],

neN neN

a(ﬂ—'_)/):[zan XnJ(Z(bH +Cn)xn]=2[iaj(bn—j +Cn—j)JXn

neN neN neN\ j=0
n n
D DTS SN S5 D SN 585 ¥y
neN\ j=0 neN\ j=0 neN\ j=0
On a donc a(ﬂ +7)=af+ay . Par commutativité de I’anneau on a aussi : (8+y)a=pa+ya.
Ainsi la multiplication est bien distributive par rapport a 1’addition.

 Montrons maintenant que C[X] est integre. On raisonnera par contraposée.

Soient =) "a, X"et f=>Y b X" tels queaf=0. Alors, pour toutneN, > ab , =0.

neN neN j=0
Supposons que « et g soient différents de 0. Considerons j le plus petit entier naturel tel que a; =0 et k le
plus petit entier naturel tel queb, #0.
j+k

Onaalors(af).,, ZarbJ+k . ZarbJ+k c+ab + > ab,,  =ab, .Eneffet, pour 0<r<j-1b

r=j+1
nul et pour j+1<r<j+Kk,a estnul Or, a;b est non nul puisque a;eth, sont tous les deux non nuls par
deéfinition des entiers jet k, ce qui est en contradiction aveca 8 =0.

JHk-r eSt

o (C[X].+,.)est I’'espace vectoriel bien connu des suites complexes muni des ses deux lois usuelles.

Nous cherchons maintenant a connaitre les inversibles (pour la multiplication) de (C[[X]] :



Théoréme 3.3.

a= Zan X"e (C[[X]]est inversible pour la multiplication si et seulement si a, #0.
neN

Démonstration :
a =) a, X"estinversible dans C[[X ] si et seulement s’il existear™ =(c, ), _ dans C[ X Jtel queaar™ =1,
neN
C'est-a-dire si et seulement si a,c, =1et: vneN", > a.c, ; =0.
j=0
e Si aestinversible, comme a,c, =1, a,est non nul.
a8, =1
8,Cy +8,C, =0
L. . . . e as . a,C, +a,c, +a,c, =0
e Réciproquement, si a, est non nul, le systeme triangulaire d’équations

a,c, +a, ¢ +...+a,c, =0

a une unique solution.

Exemple fondamental :
L’inverse de 1-X est (1— X )_1 = Z X",

neN

Démonstration :
Avec les mémes notations que dans la demonstration précédente, ona: a,=1a =-1let:vn>1a,=0.
¢, =1
—C,+¢ =0
. -1 ; . \ -C +C, = 0 . .
Si (1-X) =ZCJ-XJ , on obtient le systéme , qui a pour solution (1, 1, 1, ...).
>0
-c,,+¢,=0

Onadonc : (1—X)‘l=ZXn )

neN

Théoréme 3.4.
Soient ne N'eta e1+ XC[X]. Alors(ofl)n - (a”)_l .

Démonstration :
Soit & €1+ XC[X] et o son inverse. On ac" (a’l)n —aa..aat..at=1.



b) Composition des séries formelles

Les résultats suivants seront repris en partie 4 et seront prouvés a cette occasion.
Leur démonstration nécessite en effet la notion de familles formellement sommables que nous
introduirons au paragraphe 4.

Théoreme et definition 3.5
Lorsque p est sans terme constant, la famille (anﬁ”) 0est sommable pour toute suite

n=

(a,)_,de complexes.

La série formelle Zanﬂ” , qui est la somme de la famille (anﬂ”)n>o, est dite obtenue par

n>0

substitution de g dans la série a = Zanx ".Onpose alors oo = Zan,b’“ :

n>0 n=0

Proposition 3.6
Soit S e X(C[[X]], c’est-a-dire que S est sans terme constant. Le morphisme

f,: C[X]— C[ X ] défini par : f,(P)="P(p) pour tout P e C[X], s’ étend de facon
unigue en un morphisme @:C[ X ]| - C[ X ] défini par ¢p(a)=aof.

Corollaire 3.7
L’application ot — o o 3 est ’'unique endomorphisme de C[[X ]]tel que X ait pour image S .

Proposition 3.8
Si Bet y sont deux séries formelles sans terme constant, on a (e f)ey =ao(fey).

Autrement dit, la composition des séries formelles est associative.

c) Densité des polyndmes

Nous allons a présent introduire une notation, trés utile dans la suite, désignant I’indice du
premier terme non nul d’une série formelle.

Définition 3.9.

soitse C[X].

On appelle valuation de S et on note val(S) la borne inférieure de l’ensemble
{n eN, S, # 0} lorsqu’elle existe.

Dans le cas contraire, on pose : val(0) = +oo.

Propriété 3.10.




Pour tout (a;f) € (C[[X]])2
1) val(e + ) = min(val(«), val (/3))
2) val(apf) =val(x) +val (3)

Démonstration :
Soit (a; 8) e(C[X])".
1) a+ﬂ=i(an +b,)X" . Si n<min(val(a), val(f) alorsa, =b, =0, donc a, +b, =0.
Ainsi, inf({neN; a, +b, =0})>min(val (a),val (5)). D’ou val (a + 3) > min(val (),val (5)).

2) aﬂzi(iakbnijn =ayhy X +(ah, + a0y ) X' +...+ (@b, +ab,_, +...+a0 ) X" +...

n=0 \ k=0
En utilisant la définition de la valuation, ceci revient a démontrer :
inf ({neN; ab, +ap, , +..+ab, #0})=inf (ke N a, =0 })+inf (ke Nb, =0 }).
e Soit neNtel que a,b, +ab,,+...+ab, #0.
Alors il existe (i;j)eNtels que i+j=net ab; =0
Dot a =0et b, #0. Ainsi i >inf({k eN;a, #0})et j=inf({keN;b #0}) . Dou
n=i+jinf({keN;a, =0})+inf ({k eN;b, =0}).
Ainsi val(af) > val(a) +val(f) .

e Démontrons a présent I’autre inégalité.
Soit n=n, +n, ot n, =inf({k eN; a =0})et n, =inf ({k eN; b, #0}).
Regardons le n-iéme terme de la série formelle of :
(@B), =a, ., +ab, ., +..+3a, b, +ab, +a, b +.+a .b.
Pour tout j<n,ona:a;=0donc ab, ;=0.
Pour tout k <n,,ona: b, =0donc a, b =0.
Ainsi, dans (af), le seul terme non nul est a, b, =0.
Ainsi, (af), =a,b, #0 d’ou n +n,e{neN;ab +ab, ,+..+ahb,#0}.
Ainsi : inf({neN;ab, +ab,, +..+ak, #0}) <inf({keN;a =0)+inf({keN;h = Q)
d’ou val(af) <val(a) +val(f) .

Remarquons que 1’on peut avoir val(a + ) > val(«) +val(f) . C’est le cas par exemple aveca =1+ X et
p=-1+ X ou val(x + f) =1et val(ax)+val(5)=0.

Nous allons maintenant définir une distance sur I’espace des séries formelles.

Définition 3.11.
Soit d : (C[[X ]]2 —> IR, définie par : V(a;B) e (C[[x]]z, d(ar; B) = 27

Proposition 3.12.
1) d est une distance ultrameétrique c’est-a-dire d est une distance veérifiant :

Y(a; B;7) e C[XT ,d(a; 7) < max(d (e, B);d(5;7)) .
10




2) (C[X], d) est un espace métrique complet.

Démonstration :

1) Montrons d’abord que d est une distance ultramétrique.

Soient (a; 8;7) e C[XT
o d(a;p)=2""“">0.

o d(a;f)=02"" =0
oval(a- )=+
Sa=p.
o d(exp)=2"0" =20 —d(Ba) car inf({neN,a, —b, =0})=inf({neN,b, —a, =0}).
o d(asy)=2"7) =27« Or val(a - B+ B—y) = min(val (a— B)val (B-7)).
Onadonc:
d ( a: 7,) < 9 min(val(a-p). val(p-7))
< max (2'Va'(“‘ﬁ ), 2lp7) )

<max(d(a;B8).d(Bi7)).

Ceci achéve de démontrer que d est une distance ultramétrique.

2) Montrons que (C[[X ]],d)est un espace métrique complet.

Soit (F, ), une suite de Cauchy de C[X].

Alors,ona: vneN, 3K, eN, vk >K_, vk, >K , o R o) <ot cest-a-dire
vneN, 3K, eN,vk > K, vk, > K,,val (F, —F,_)=n+1. En particulier, on a alors :
vneN, 3K, eN,vk=K,, val(F, - F )=n+1.

Ainsi pour tout entier k > K, les n premiers coefficients de F, et F, sont égaux.

Soit F la série formelle telle que pour tout ne N, son nieéme coefficient (F)n soit le nieme coefficient de Fy ,

clest-a-dire F = (R ) X".

neN
Ona: vneN,3K eN,Vk>K_,val (F,—F )>n . Onadonc lim val (F, —F)=+o.
Ce qui donne lim d(F, —F)= lim 275"%) = 0. Donc la suite de Cauchy (F,), _, converge

vers F d’ou la complétude de ((C[[X ].d )
Rappelons que dans un espace ultramétrique, tout triangle est isocele.

Théoréme 3.13.
L’ensemble des polynomes est dense dans I’ensemble des séries formelles.

11



Démonstration :

) N
Soit a = Zapx P une série formelle. Considérons la suite des polynémes (P, )NEN ou P, = Zapx P
p=0 p=0
Montrons que (P, )NeN a pour limite la série formelle « quand N tend vers +oo :
400 N —val[ i apX"]
d (Zapx Py a,XP J: 2 v S <™ Donc lim d(e;P,)=0. Ceci démontre la densité des
p=0 p=0

N —-+o0

polyndmes dans 1’ensemble des séries formelles.

4. Sommabilité formelle

a) Familles formellement sommables

Voici la définition qui nous a permis de justifier, entre autre, la notation usuelle des séries
formelles. L’idée est de s’intéresser a des sommes (infinies) de séries formelles.
Il est important de comprendre que les sommes définissant les coefficients, a priori infinies
sont en réalité bien finies puisqu’il y a seulement un nombre fini de termes non nuls en jeu.
Le lemme 4.4. signifie que I’ordre de sommation n’a aucune importance.

Définition 4.1.
Considérons une suite(a, ) . d’éléments deC[[ X ]|. Appelons a;, les coefficients de ¢, de

telle sorte que 1, = > a; X',
j=0

La famille(an)neN* est appelée suite formellement sommable lorsque Vr e N, 3N, e N,
vn=N, , a,,=4a,,=..=3a,,=0.
Si (an)neN* est sommable, on définit sa somme, notée Zaj , de la facon suivante :

D a;=) s, X"ol,pourtoutr>0,s, =a,,+a,,+..+a,, . s, estdonc le coefficient de
jeN* r=0

X"dans la somme finie o, +...+ a .

Remarque 1
Cette définition est bien siir cohérente avec la définition de [’addition . En effet, si

a,=A a,=Bet g, =0pour n>3,0na: » a,=A+B.
jeN"
Remarque 2

Une famille(e, ) . € C[ X ]]N* , hotée pour tout ne N, = > a, X" est sommable si et
reN

seulement si pour tout r >0, a_ est non nul seulement pour un nombre fini d’entiers
naturels n non nuls.

12



Si (a,) . st une suite sommable, on pose pour toutn >0 s = Y a,, . Cette somme ne fait
neN

intervenir qu’'un nombre fini de termes.
La série formelle >'s X" est donc bien définie.

r>0

Cette remarque donne une définition de la sommabilité des séries formelles équivalente a celle donnée dans la
définition 4.3.

Eneffet, si (e,) . est sommable, alors: vreN, 3N, eN,Vn>N,, g, =a,, =...=a,, =0.

Pourtout reN, il existe N, e Ntel que pour tout n>N,, a, est nul.

Ainsi les seuls a_ éventuellement non nuls sont ceux pour lesquels n< N, etil yenaau plus N, -1, donc un

nombre fini.
Réciproquement, supposons que pour tout r >0, il y ait un nombre fini de n<N"pour lesquels a_ soit non

nul.
Prenons r=0. Alors :

N, >0,Vn>Ny, a,, =0
N, >0,vn>=N;, a ,=0

N, >0,vn=N_,a =0
Donc il existe N,'>0 (en prenant N,'=max(N,,..,N,)), telque: vn>N, ' a,, =a,,=..=a,,=0.

r,n

La suite (, ), . est donc sommable.

Exemples fondamentaux de familles sommables :

H N
Si (c, ), €Cet val(a)>1, alors (c,a") _estsommable.
En particulier, on utilisera :

sival(a)>1, | 2| et % | sont sommables.
n neN" nl neN

Démonstration :
Soient (c, ), €C" et a eC[X] telle queval (a)>1.

Notons pour tout neN, c.a"=>a; X!.
=0

Remarquons tout d’abord que val (Cnan ) >n. En effet, val (cnan)2val (an ) =nval(a)
d’apres la propriété 4.2. d’ou val (cnan ) >n

Soit r e N. Alors il existe Nr eN (a savoir Nr =r+1) tel que :

pourtout n>N, =r+1,a,, =a,, =...=a,, =0, car val(cnan)z n>r.

Ainsi on a montré que (c,a") _ est sommable.
€.

Ces exemples fondamentaux nous permettrons au paragraphe 6 de définir un logarithme et
une exponentielle formels.
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Vérifions maintenant que 1’ordre de sommation n’a pas d’importance, a 1’identique de ce que
I’on appelle usuellement une famille sommable ou de la convergence commutative d’une
série :

Lemme 4.2.
Soit (e, ) . une suite sommable d’éléments de C[[X ]] Soit (3, )neN* un réarrangement de la

suite (e, ) . au sens ol pour tout j, il existe un unique k tel que &; = 4, .

Lasuite (/) _.estune suite sommable etiocn = iﬂn .

n=1 n=1

Démonstration :
Soit (a,), . Une suite sommable d’¢léments de C[X |, (43, ), un réarrangement de la suite(«, ), ... . On

note: VkeN", e => a, X! et g =>'b, X’
j=0 =0
Soit o la bijection de Ndans N qui ai € Nassocie I'unique entier j tel que 3, =« .

Comme («, ), . est une suite sommable, ona:vr>0,3N, >0,vn>N,,a,, =a,, =a,, =..=a,, =0.
L’ensemble K =c([0;N, [)admet un plus grand élément N,".

Pourtoutn>N,'+1,0na: g =« et a‘l(n) >N, , sinon n serait dans K, ce qui contredit le fait que N, est

o (n)
le plus grand élément de K . Ceci montreb, , =b, , =b, =..=b  =0.
La suite (3, ), .. est donc sommable.

De plus pour tout entier r positif ou nul, le coefficient de X" dans la somme Zak est égal au coefficient de
k=1

X" dans lasomme ¢ +...+ -

Ilest égal aa,, +a, +..+ay 4, = ba,l(o)’r +...b0,1(Nr_1)’r . C’est encore le coefficient de X dans;ﬁk puisque

b; . est nul pour tout j qui n’est pas dans K =& ([O; N, ).

On en déduit I’égalité Zan = Z £, , puisque, dans ces deux sommes, les coefficients de X' sont égaux, pour
n=1 n=1

tout entier r . [l

Exemple fondamental :

Sj IBEXC[[X]] I’inverse de 1- ﬁest 1- ,b’ Zﬁ

neN

En effet pour tout 5 € XC[ X | Ia série formelle 3" 8" est bien définie d’aprés les

neN
exemples fondamentaux de familles sommables en prenant pour (c,)  €C" lasuite

constante égale a 1.
14



0

De plus, ona: (1—5’); ﬂj‘l=; ﬁ”"l—; p=> (p-p7)+1 =1

j=1

De méme, ona: (i ﬂ“](l—ﬂ) -

j=1

b) Familles multipliables

Cette situation se transpose au produit.

Définition 4.3.

Soit (7, )., une suite d"éléments de C[ X Jtelle que : Vk 1,5, =>"c; X . Lorsque cette
> -
suite est sommable, on dit que la suite (1+ 7/k)k2135t une famille multipliable et on définit le

produit par [ [(1+7,) =1+ a;X’ ot g;est le coefficient de X 'dans le produit fini
k=1 j=1

H(1+ yk)avec n suffisamment grand pour que ¢;  soit nul pourl<i< jetk>n.
k=1

Lemme 4.4.
Si (1+7, ),.,est une suite admettant une multiplication et (1+ ¢, ), , un réarrangement de

cette suite, (1+ §k) est alors aussi une famille multipliable et on a : H (1+y)= H (1+6,)
k=1 k=1

Remarque : La démonstration du lemme 4.4. est similaire a celle du lemme 4.2.

c) Un_exemple d’application de la sommabilité formelle

Théoréme 4.5.

Soit (¢, )nEN une suite sommable d’éléments de C[[ X ] et soit S C[X].

Alors, la suite (e, f) _, est sommable etz a,f) (ian)

n=0 n=0

Démonstration :
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Soit (e,) _, une famille sommable d’¢éléments de C[[X || notée pour tout ne N, o, = > &, X'et
i=0

BeC[X]telleque g=>bX".
i=0
Soit j € N. Comme (a,) _, estsommable, il existe N, €N tel que pour tout n>N,,ona:

o0 k
G, =&,=8,=.8,,=0.0r g f= chynxk avecc, , = Zaiynbkfi . Comme tous les nombres &, A sont tous
k=0 i=0

nulspour i<j,ona: ¢,,=¢,, =..=c;, =0. Onen déduit que la suite (, /), _, est sommable.

ne

Montrons maintenant que Z(anﬁ) = (Zanjﬂ. Pour cela, montrons que pour tout j e N, elles ont le méme
n=0

™ terme.

o 0 Nj
(Ses) -Sen-3o-
n=0 n=0 n=0

j no( i=0
i (N i(N
= Z(Zal nbj—i ]: Z{Zal,njbjl
i=0 \ n=0 i=0 \ n=0
i (= o
(S oS )
i=0 \ n=0 i n=0 i
Comme ceci est vrai pour tout entier j, ona i(anﬁ) = (i"‘njﬂ' O
n=0 n=0

d) Un autre exemple d’application de la sommabilité formelle : la composition

Nous allons a présent revenir sur les résultats 3.5 a 3.8 énoncés précédemment en vue de les
démontrer.

Soient =) a,X" et =" b X" des séries formelles.

n>0 n=0

Nous souhaitons donc donner un sens a la composition o 8 = Zanﬂ” . Comme la somme

n>0

est a priori infinie, le terme constant de « o £ qui vaut Zanbo” n’est pas défini, sauf si on

n>0

suppose b, =0.

Rappel des_théoreme et définition 3.5
Lorsqueval(p) >1, la famille (anﬂ”)nzo est sommable pour toute suite (an)nzode complexes.

La série formelle Zanﬂ” , qui est la somme de la famille (an,B”)n>O, est dite obtenue par

n>0

substitution de S dans la sériear = Y a X" . On pose alorsao S=Ya A" .

n>0 n=0
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Commeval () >1, le coefficient de X *dans la série formelle S"est nul dés quen>k+1.
Par conséquent, le coefficient de X *dans « o £ est égal au coefficient de X *dans la somme
finiea s’ +a 8" +...+a B*. Autrement dit, sival () >1, et si on note (,B”)k le coefficient de

X *dans la série formelle 8", on a pour tout k>0 : (ac ), = > a, (ﬂ”)k .

0<n<k
Démonstration :

La sommabilité de (arl ﬂ”) K été montrée dans les exemples fondamentaux de familles formellement
nz
sommables. Le reste de la preuve a déja été établi dans la démonstration de ces exemples.

Rappel de la proposition 3.6
Soit e XC[[X], ¢’est-a-dire que S est sans terme constant. Le morphisme

f,: C[X]— C[ X ] défini par : f,(P)=P(p) pour tout P e C[X], s’ étend de facon
unigue en un morphisme @:C[ X ]| — C[X ] défini par p(a)=ao-f.

Démonstration :

» Montrons que ¢:a > ao Sest un morphisme de C[X] dans C[X]. Soient oy, a, et dans C[X .
1) (al+a2)oﬁ=aloﬁ+azoﬁ.

En effet, pour neN, ona:

((0‘1+0‘2)°ﬂ)n:z o +a,) ( )

0<k<n

=2 (@), (8),+ 2 (@) (£"),

=(a0p), +(a,°B)
2) (aloﬂ)x(azolﬂ)z(alxaz)oﬂ.
En effet :

(@), -9)~( 3ar), ﬁ”j(zwz)mmj

n>0 m>0

=>> (&), (a,), B"" par le théoréme 4.5.

n>0 m>0

=> B> ), , par le lemme 4.2,
k>0 0<j<k
:(alaz)oﬁ-

3) lop=1.

Eneffet 10 =) (1) f"=1x "=

n=0

e Montrons que ¢est le seul morphisme qui convient.
Soit y un autre morphisme qui étend f & C[X] .Fixons a e C[X] telle que & =) a X" et posons

n>0
N
=Y a,X". Il existe une série formelle y e C[ X ] telle que & — B, = X"*y .

Onaalors y(a—PRy )=y (X"y)=p (X" )y (r)=8""w(r).
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Or y(a—PRy)=w(a)-yw(Py)=w(a)-Py(B). Onobtientalors y(a)-P, (8)=8""w(r).
De plus, val (" (7)) = (N +Dval(B)+val(y (7)) = N +1car val (8) >1.

(PN (,8))NeN est donc convergente de limite l//(a) au sens de la distance d définie en 3.11. puisque

d(w(a);P, (8))<2 ™. Elle converge aussi clairement vers > a 8" .

n>0

Donc w(a)=>a,8" =a° B =¢(a). Onen déduit I'égalité des deux morphismes ¢ et y, d’ou I'unicité du

n>0

morphisme qui prolonge f a C[X] . O

Rappel du corollaire 3.7
L’application a +— « o 5 est ’'unique endomorphisme de C[[X ]]tel que X ait pour image 5.

Démonstration :
Soit un endomorphisme de C[[X ]tel que X ait pour image £, appelons ¢ la restriction de ce morphisme a

C[X]. Onaalors, si P:ianxn : go(P)=ian(0(X)n =ian,3n =P(p).

Par le théoréme précédent, ¢s’étend en un unique morphisme de C[[ X [dans C[[ X ]qui est : &+« B .Ceci
finit de prouver le corollaire. 0

Rappel de la proposition 3.8
Si Bet y sont deux séries formelles sans terme constant, on a (e f)ey =ao(fey).

Autrement dit, la composition des séries formelles est associative.

Démonstration :
Si on compose o> ao Betat>aoy, onobtient y:ia—(aoB)oy. Or w(X)=(XoB)oy =[S0y puisque

val(fBey)=1. Par le corollaire précédent, o > czo( oy )est I'unique endomorphisme de C[[ X ] tel que
X ait pour image Sy, donc pour tout o e C[X], (axo B)ey=ao(Boy) . O

5. Dérivation formelle

Définition 5.1.

Soitardans C[X ] telle que => a; X’ . On définitD(«), appelée dérivée dea, par
-0

D(a)=>ja,X'"etonnoteS(a) le terme constant decx, c'est-a-direa, .
j=1

Définition 5.2.
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On définit, pout tout entier n strictement positif, la n-ieme dérivée de « par
D"(a)=D(D"*(a)), en prenant pour convention D’ ()=« .

On dispose alors d’une formule trés simple, que 1’on appellera formule de Taylor pour les
séries formelles, mais qui sera extrémement utile lorsqu’on voudra par exemple donner un
développement en série formelle. On I’utilisera notamment pour démontrer le théoréme
binomial (dans le paragraphe 7).

Théoreme 5.3.

Pour tout adansC[X ], ona: a = i%

( D" (a))X "
Démonstration :

1
Ecrivons « sous la forme « = Za X" . Il faut alors montrer que a, = (D”(a)) pour toutne N,
n=0 n!

0

Par définition de la dérivation formelle, on a: D"(a)=> ak(k-1)..(k—n+1)X"“" ou encore

k=n

< n n H H 1 n
Zn: 8o ) X*". OnadoncS(D"(a))=a,n!. Ainsi anzmS(D (a))pourtout neN . O

Théoreme 5.4.

D est une dérivation, c'est-a-dire D est linéaire et vérifie la propriété de Leibniz :
D(af)=D(a)p+aD(B) pour tout(a; 8) € C[ X ]]2 :

Elle vérifie alors automatiquement les relations vérifiees par les dérivations :

vn >0, D(a“) =na"'D(a) .

De plus, si a “existe,D(a ") =—a*D(a)et plus généralement :
vn >0, D(a_") = —na‘”_lD(a) .

Démonstration :

Soient « et gdans (C|[X]] représentées par « =Zajxj et ﬂszij ; soitaussi AC.

j=0 j=0
e Ona: a+Af= Z( + Ab. ) . Par définition de la dérivation formelle, puis par la définition de la

somme de deux serles formelles, on a donc :
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D(oc+/w)=ij(aj + b, )X

i1

= ja, x4 2> b, x I
=1

=IZ=)(a)+/1D(ﬁ)

Donc D est bien une application linéaire.

] ] i
e Deméme, ona: aﬂ:Z(Zakbjij’.

j=0\_k=0
) j ® J .
aD(B)+BD(a Z{Zak (i—k+1) ij Z[Zbk (i-k+1) JM]XJ
j=0\ k=0 j=0\ k=0
j
(Z(] k+1)(abj,., +ba; k+1)jx’
j=0\ k=0
Ona:
i i i i
;(j_k+1)(akbj—k+1+bkaj—k+l) kZ:c; J+1 (ak jk+1) kZ::;k(ak Jk+1)+kZ:(; J—k+1 (b a;_ k+1)

i i i
kZ(;(J+1 (ak j— k+1) kz(;k( j— k+1)+kz J_k+1 (b a] k+1) (J+1)b j+l
- - =1

J
2

ieme

(i +1)(akbj7k+l) +(j+1)a,,.b,, parlechangement dindice k <> j+1-k dans la 3""somme

( ] +1)(akbj—k+1)

=~
1l
o

=
]
o

* Montrons maintenant par récurrence que pour tout entier n >0, D(a")=na""D(a).

Bien sir, D(al) = D(a) =1x aOD(a).

Soit n un entier strictement positif, supposons que D(a")=na"'D(c). Alors :

D(a””) = D(aa")
= aD(a")+a"D(a)

ana"'D(a)+a"D(a)

(n+1)a"D(«)

e Si o 'existe alorsaa™ =1et en appliquant la formule de dérivation d’un produit, on obtient :
0= D(aa’l) = aD(a’l) +a'D(a).D’ou D(a’l) =—a’D(a).

e Enfin, en appliquant la formule de dérivée d’une puissance on obtient :
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D(a")=D((a*))
= n(a’l)nfl D(afl)
=—n(a’1)nfla’2D(a)
=—na"'D(a)

m

Dans le paragraphe suivant, pour oz e1+ XC[ X ], nous définirons, " ot (m,n)e NxN’,
comme étant I'unique B el+ XC[X] tel quea™ = B". On se réfere a ce paragraphe pour

plus de détails. Ceci permet de définir «' pour r € Q et nous pouvons alors énoncer le
théoréeme suivant :

Theoreme 5.5.
Soit & €1+ XC[X]. Alors pour tout rationnel r, D(a")=ra"'D(a).

Démonstration :

Soit r un rationnel , r s’écrit r =— avec meZ et ne N" et m et n premiers entre eux. «" est bien défini et ona
n

D((a)')=n(e")" ().
or D((af)”): D(a")=ma™'D(a).
Comme o el+ XC[X], S(a)=1=0, e est donc inversible ce qui entraine que ma™ ™ est inversible.
D’ou
D(ar): r.Olm—l—r(n—l)D(a)
= raHD(a)

Les familles formellement sommables que nous avons introduites a la définition 4.1. peuvent,
elles aussi, se dériver formellement. Ce prochain théoréme illustre bien la simplicité avec
laquelle on peut dériver une « série de fonctions formelles ». Cela provient de la faiblesse de
la topologie mise sur ’espace des séries formelles.

Théoréme 5.6.

Si Z“i est une famille formellement sommable d’éléments de C[ X |
i=L

alors D[iaj]:iD(aj).

j=1 j=1

Démonstration :
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Soit )" «; une famille formellement sommable d’¢léments de C[[ X ]. Notons pour tout entier j supérieur ou
j=1

égalal, a; = Zaiyj X' . Par définition d’une famille formellement sommable, pour chaque r entier positif ou
i=1
nul, il existe un entier N, tel que pour tout n> N, a,  soit nul. Ceci permet d’écrire, comme nous 1’avons vu

précédemment :

) ) N,
da;=>sXols =) a,.
j=1 r=0 i=0

Par définition de la dérivation formelle, D(Zai J =>rs, X,
r=0

=

Ainsi pour tout entier r strictement positif, le coefficient de X" est rs_ .
De plus, pour tout j>1ona D(e;)=Y na, ;X"*. Ainsi le coefficient de X"*dans D(e;)est ra, ;.
n=1
Or, comme Zaj est une somme admissible, pour tout j> N, ,a, ; =0donc en particulier ra, ; =0.
j=1

Ainsi, (D(a; ))est sommable et iD(aj)zitHXH olt,,=>ra,  =rs,.
r=0 j

=

Les coefficients de X "*dans D(Zajj et z D(aj ) sont les mémes et ceci pour tout r >1, d’ou I’égalité :

On va maintenant énoncer un théoréme qui sera tres utile pour démontrer les propriétés du
logarithme et de ’exponentielle formelles que nous verrons dans le paragraphe 6.

Théoréme 5.7.
Si deux séries formelles « et g ont la méme dérivée alors il existe c e Ctel que o= +c.

Démonstration :

Soient a:iaix‘ etﬁzibixi deux séries formelles. On a alors : D(a):iiqxi‘l et D(ﬂ)ziibixi‘l.

i=0 i=0 i=1 i=1
En identifiant alors les coefficients de D(c) et D(3), on obtient les égalités a, =b, pour tout i >1. Ona
alors: a,+ » aX'=by+> bX'+cavecc=a,-b,, cest-a-dire

i=1 i=1
a=p+c.

Un des principaux théorémes de notre étude repose essentiellement sur cette notion de
dérivation formelle : il s’agit du théoréme binomial. Celui-ci dit que si r un complexe et £ un

0

‘ r ,
élément de XC[[X ], alors (1+ ) = Z( _jﬂ‘ . Nous reverrons ce résultat et sa preuve au
J

i=0

paragraphe 7.
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6. Logarithme et exponentielle formels

a) Logarithme formel

Nous allons maintenant définir un logarithme formel pour les éléments de 1+ X(C[[X]] .

Définition 6.1.
Pour tout & €1+ XC[ X ], c'est-a-dire pour touter s 'écrivant o =1+ pavec S XC[X], on

appelle logarithme formel de aet on note Ln(«)la série formelle définie par :

Ln(ar) = Ln(1+ ﬁ):g(_l)j”%j.

Remarque :

j
Pour tout o €1+ XC[X], (ﬂ—J est sommable d’apres les exemples fondamentaux de
j>1

familles sommables de la partie 4. On définit ainsi une application Ln de 1+ XC[X]] dans
XC[X]-

Cette application, que I’on appelle logarithme formel, va vérifier toutes les relations que I’on
connait pour la fonction logarithme népérien.

Remarque : Ln(1+4)=Ln@+X)o S si Ln(1+X)=i(—1)j+1X—_j

=t J

Théoréme 6.2.

D( Ln(a)) =a'D(a).

Démonstration :
Comme Ln(a) est la somme d’une famille sommable, par le théoreme 5.6.,0n a:

o(n(e)-D(n(w+ )0 (32 |

j=1 J

N
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Or d’aprés I’exemple fondamental vu au paragraphe 4 ona: » (-1) “lﬁ =1+ ,B)

j=1

D’oit D(Ln(@))=(1+B) " D(B)=a'D(a).

Théoréme 6.3.

Si ;) e(1+XC[X])’, alors Ln(a)=Ln(e)+Ln(B).
Démonstration :

D(Ln(ap))=(aB) D(ap) (par le théoréme 6.2.)
=(ap)" (aD(B)+ pD(a))
=p"a"'aD(B)+ B apD(a)

)

=p'D(B)+a'D(a) (car l'anneau C[[X Jest commutatif)
=D(Ln(pB))+D(Ln(a))
=D(Ln(a)+Ln(p))

D’aprés le théoréme 5.7., il existe ceC tel que Ln(a8)=Ln(a)+Ln(B)+c. Deplus Ln(ap)et

Ln(a)+Ln(B)sont des élémentsde XC[[X],donc S(Ln(aB))=S(Ln(a)+Ln(B))=0.0nadonc c=0.
Ces deux séries formelles sont donc égales.

Théoréme 6.4.

Soit « e1+ XC[X].

Pour tout rationnel r, Ln(ar): rLn(a).

Démonstration :

e Montrons déja, par récurrence sur n, que pour tout entier naturel n, Ln(a”)z nLn(a).
En revenant a la définition du logarithme formel, Ln(1)=0, ce qui justifie la propriété pour n = 0.

Soit neNet supposons que Ln(a")=nLn(a).
Onaalors: Ln(a"")=Ln(aa")=Ln(a)+Ln(a")=Ln(a)+nLn(a)=(n+1)Ln(c).
Donc : VneN, Ln(a”): nLn(a).
*  Montrons ensuite que Ln(a*)=-Ln(c).
Par définition de «™*, ona aa™ =1, on en déduit Ln(a)+Ln(a*)=0,donc Ln(a™)=-Ln(a) .
e Onade méme pour tout neN, Ln(a")=-nLn(a). Il suffit de remarquer que o " =(a”)71 et utiliser

les deux résultats précédents. On a donc pour tout ne 7, Ln(a” ) =nLn(a) .

. . . C s m *
e Soitenfin run nombre rationnel qui s’écrit r=— avecmeZetneN".
n
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Onaalors: L(a")= L((ar)"): nL(a")et L(a")=mL(a)puisque m et n sont des entiers.

Dot nL(a")=mL(a). Ainsi L(ar):%L(a):rL(a). .

Théoréme 6.5.

Soit (a;8) e 1+ XC[X])>.
Ln(a)=0 équivauta =1 ; Ln(a)=Ln(S)équivauta o = 4.

Démonstration :

Si a=1, onadéjavu, pardéfinition du logarithme formel, que Ln(a)=0 .

Réciproquement, si Ln(a)=0, alors: D(Ln(e))=D(0)=0, c'est-a-dire & 'D(cr)=0. Comme o * %0, par
intégrité de I’anneau des séries formelles, ona D(«)=0. Comme a €1+ XC[X], on obtient oz =1.

Enfin L(a)=L(f)équivauta L(a)—L(S3)=0, c’est-a-dire L(aﬂ‘l) =0 ; par ce qui précéde, cela équivaut []

aapft=1,cequidonne a=2.

b) Exponentielle formelle

Définition 6.6.
Soit B un élément de XC[[X ] ( c'est-a-dire tel que S(8)=0).

Alors Exp ()= Zﬂ—'est ’exponentielle formelle de 3.
no N:

Remarque : Exp est une application correctement définie de XC[[X || dans 1+ XC[X] car

Exp( ,B) est la somme d’une famille formellement sommable d’aprés les exemples
fondamentaux de la partie 4, ce qui donne sens a la définition.

Remarque : Exp(S)=Expe g si Exp(X):iT}l :
n=0 -

Proposition 6.7.

Soit B un élémentde XC[X], alors D(Exp(,b’))z D(8)Exp(5).

Démonstration :

Il s’agit d’une application immédiate du théoréme 5.6.
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Onadonc : D(Exp(ﬂ))=i;nD(ﬁ)(’Br:!_lJ=iD(ﬂ)ﬁ—:= D(B)Exp(p)-

Théoréme 6. 8.

Si Exp(B)=Exp(y)alors g=y.

Démonstration :

Soient /3 et y deux éléments de X C[[ X ]tels que Exp(3)=Exp(y). Onaalors D(Exp(/))=D(Exp(y)), ce
qui 8’écrit, d’apres le théoréme précédent et : D(S)Exp(S)=D(y)Exp(7)= D(7) Exp(8) . De plus,
Exp()est inversible puisque S(Exp(ﬁ)) =1#0. Ainsi D()=D(y).Donc =y a une constante prés

(d’apres le théoréme 5.7.).
Par ailleurs, le terme constant de 8, S(3) et celui de y, S(y)sont égaux puisqu’ils sont égaux a 0 : /3 et

y sont dans XC[X].
Ainsi: f=y.

Théoréme 6.9.

Ln et Exp sont deux applications réciproques [’'une de I’autre ie :
si Bestdans XC[X] alorsLn(Exp(B))=/.Si aestdans 1+ XC[X]

alors Exp(Ln(a))=a.

Démonstration :

e Parlethéoréme 6.2.,0na:
D(Ln(Exp(4)))=(Exp(5)) D(Exp(5))
=(Exp(£))” Exp(5)D(5)
=D(8)
Comme S(Ln(Exp(ﬂ))) =0=5(p),ona: Ln(Exp(B))=p.
e Parailleurs, prenons a dans 1+ XC[ X ] et notons o = Exp(Ln(a)).
Onaalors: Ln( Exp( Ln(a))) = Ln(gl) , mais par ce qui vient d’étre démontré Ln(EXp(Ln(oc))) = Ln(a) .
On en déduit : Ln(e)=Ln(&)d’ott par le théoréme 6.5, =a .

Ainsi : Exp(Ln(a))=a.
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Théoréme 6.10.
Si pet ysont deux éléments de XC[X ] alors, Exp(S+y)=Exp(8)Exp(r).

Démonstration :

On a, par le théoréme 6.3. :

Ln(Exp(B)Exp(7))=Ln(Exp(B))+Ln(Exp(7))

=p+y , d'aprés le theoréme 6.9.
En appliquant I’exponentielle formelle a cette derniére égalité, on obtient :

Exp(Ln(Exp(B)Exp(y)))=Exp(B+7).
Or, d"aprés le théoreme 6.9., Exp(Ln(Exp(B)Exp(7)))=Exp(B)Exp(y). D’ol
Exp(B+7)=Exp(B)Exp(»), ce qui est le résultat souhaité.

Remargue :
En appliquant ce théoréme avec y =—/ onobtient que :

vBe XC[X], Exp(B)" =Exp (-5)

c) Application : puissance complexe d’une série formelle

L’exponentielle formelle permet de généraliser la notion de puissance enti¢re de Série
formelle a la notion de puissance rationnelle et méme complexe.

Proposition 6.11.
Soient & €1+ XC[XJet reQ, alors o = Exp(an(a)).

Démonstration :
Par le théoréme 6.4 .on a: Ln(a")=rLn(a). Ainsi, Exp(rLn())=Exp(Ln(a")) =
d’aprés le théoreme 6.9 .

Définition 6.12.
Soit & €1+ XC[ X J et r un nombre complexe, on note «'la série formelle égale &

Exp(rLn(a)).

Proposition 6.13.

Soient a €1+ XC[ X Jet (r;s)eC*. Onaalors: o'’ =a"™.

Démonstration :
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a'a’® =Exp(rLn(a))Exp(sLn(a))=Exp((r+s)Ln(a)) d’aprés le théoréme 6.10. On obtient bien

aras :al’+5 .

Ceci permet de genéraliser le théoreme 5.5. comme ceci :

Théoréme 6.14.

Soit & €1+ XC[ X ]. Alors pour tout complexe r,on a D(a")=ra"'D(a).

Démonstration :

D(a')= D(Exp(an(a))) =D(rLn(a))Exp(rLn(c))d’apres la proposition 6.7., ce qui donne :
D(ar ) =ra'D(a)a" =ra"'D(a).

Le théoréeme 6.4. se généralise en prenant r complexe comme sulit :

Théoréme 6.15.

Soient « €1+ XC[[ X ] et r complexe, on a: Ln(ar) =rLn(a).

Démonstration :

Ona:

Ln(a")=Ln(Exp(rLn(a)))=rLn(a) par le théoréme 6.9,

7. Théoréme binomial

Une premiere application de la notion de dérivées formelles vues en partie 5 est le théoreme
binomial.

Théoréme 7.1.

Pour tout rationnel r et tout complexe k, on a :

(1+kX)" =1+rkX +—r(r2!_1)(kx ) et r(r—l)(r—i?...(r—nJrl)(kX ) +...

La démonstration que nous proposons repose sur la formule de Taylor.
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Démonstration :
Soit r un nombre rationnel et k un complexe non nul.

1- Montrons par récurrence sur n que D" ((1+ kX )’ ) =r(r-1)..(r-n+1)k"(1+kx)™".

e D’aprés le théoréme 5.5., puisque S (1+kX ) =1, D((L+KX )" ) =r (L+kX ) D(1+kX) = rk (L+ kX ) .
Ceci demontre la propriété au rang n=1 .
e Soit n>1,supposons que D" ((1+ kX )’ ) =r(r-1)..(r-n+1)k"(1+kx)". Onaalors

Dn+1((1+ kX )r): D(r(r —1)...([’ —n +1)kn (1+ kX )r—n)
=r(r=1)..(r=n+Dk"D((1+kx)"").

En appliquant le théoréme 5.5. en remplagant r par r-n, on obtient :

Dnﬂ((“kx)r): r(r=1)...(r=n+1)k"(r—n)(1+kX) " D(1+kX)

=r(r=2)..(r=n+1)(r—n)k™ (1+kx)"".
Par récurrence, on a donc le résultat souhaité.
2- (1+kX) "appartient a 1+ X C[X]. Ainsi, ona: S((1+ kX )" ) =1.
Ceci nous permet d’écrire : S(Dn ((l+ kX )r)) =r(r-1)..(r—n+1)k".
Appliquons maintenant la formule de Taylor pour les séries formelles :
- 1

(1+kX) = ZES(D” ((Lekx) ) x

=i—l r(r-1)..(r-n+1)(kx)" .

n=0 n:

Notation

. . " r Cors
Pour n entier strictement positif et r complexe, notons ( jle nombre complexe égal a
n

(el

Etendons un résultat bien connu sur les coefficients binomiaux :

Lemme 7.2.
Pour tout complexe r et tout entier j strictement positif, on a:

R AN

Démonstration :
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(r . r jr(r=21)..(r—-j+1 j=Lr(r=21)..(r—-j+2
L T e ((j—)l)f |
(=) (r—j+ )+ (I -Yr(r-1)..(r-j+2)
(-1
:r(r—l)...(r—j+2)(r—j+1+j—1)
(-1t
r(r-1)..(r—j+2)r

(i-1)!

:r(jr—l}

Gréace au logarithme formel, on peut montrer le théoreme suivant :

Théoréme 7.3.

Démonstration :

Notons y = Z( _)0‘ .
=\ J

7\
wa=0@ il o[
:D(ﬁ')jz:,J' Uﬂ“+D(ﬂ)jzj;(j—1)£jr_Jﬂjl

|
o3 (i) oo o)

= D(ﬂ)i r(j _Jﬁ“ +rD(B) (daprés le lemme précédent)

=1D(p) 1+2(:]’01J

= rD(,B);/.
En multipliant I"égalité par ™ (1+4) ", ona:y*D(y)=r(1+ ) D(B)=r(1+ ) D(1+A).

De plus, *D(7)=D(Ln(y)) et r(1+B) " D(1+B)=D(rLn(L+ £))=D(Ln((1+ ) )).
Onadonc : D(Ln(y))= D(Ln((1+ﬂ)r)).Comme Ln(y)et Ln((1+,8)r)sont dans XC[[X], on en déduit

que Ln(y)= Ln((1+ ﬂ)r) . Enfin, d’aprés le théoréme 6.5., on en déduit que y =(1+ ).
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8. Application a la résolution d’équations

Dans un premier temps, nOus NOUS intéresserons aux puissances et aux racines n-ieme de
séries formelles. Dans un deuxiéme temps, nous considererons de premiéres équations faisant
intervenir ces notions de puissances et de racines. Enfin, nous finirons avec un théoréme des
fonctions implicites formel.

a) Racines n-ieme

Théoreme 8.1.
Soient = > a X" el+ XC[X]etneN".Alors: 318=>"b X"el+XC[X] ,B"=a.

neN neN
1

On notera dans la suite 8 = a".

La démonstration de ce théoreme nécessite le lemme suivant :

Lemme 8.2.
Soit ﬂ:an X" el+ XC[X] . Alors, pour tout neN", B" = ch,kxk el+ XC[X], ou
neN keN

C,, =Nnbetpourtoutk >2,¢c  =nb +f  (b,...b_)ou f  estunefonction polynome a k-1
variables.

Démonstration du lemme :
Raisonnons par récurrence sur ne N,
L’initialisation est évidente : =Y b X" el+XC[X], ¢,; =b =1xb et ¢, =1xb, +0on prend pour

neN

f, . 1a fonction polynéme nulle.
Soit n un entier naturel non nul, supposons que la propriété soit vraie au rang n.
La série formelle 4" =3 c, ., X" estdans 1+ XC[X Jcar ¢, =(8""), =(B"B), = Caoy =1 puisque les

keN
séries formelles g et A" sont dans 1+ X C[[ X ] par hypothese de récurrence.

1
De plus,ona c,,,; =) ¢, ;b ; =c, b +c b, =b +c , =b +nb =(n+1)b par hypothese de récurrence.

j=0
k k-1

Onaaussi, pour k=2, ¢, =(B8") =(B"B), = D.C. 0 =Coob +Coiby + D, b ; . OF, bretc, ,sont
j=0 =1

égaux a 1 car S etS"sont dans1+ XC[ X ]. Onadonc:
k-1 K—

Cauzie =Dy +Coy + 2 Co by =B +nby + T, (Bynby )+

1
j=1 j=1

(b, + £, (.0 )by
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En définissant la fonction polynéme
k-1

oo PRY fy (X Xy ) = Fo (%X )+ (b + f, (B, ) )%, , on obtient

=1
Coox =(N+1)b, + f 1, (by,....b; ) .Ceci finit de démontrer la propriété au rang n+1.

Démonstration du théoréme 8.1. :

nb, =a, .

nb, + f =a,.
D’aprés le lemme précédent, si S =Y b, X" el+ XC[ X ] vérifie " =a,0na o+ fa(B) =2,

neN

nb, + f,, (b, ...b,) =2, .
Comme n =0, ce systéme triangulaire a une unique solution.

Corollaire 8.3.
Si m et n sont deux entiers naturels et n non nul, a chaque « €1+ XC[[X]] , 0N peut

associer un unique B el+ XC[X ]tel quea™ = ", c'est-a-dire f=a™".

Démonstration :
Ce théoreme découle immédiatement du théoreme 8.1. en remplacant « para™.

Théoreme 8.4.
Soit n un entier naturel non nul et « et Sdans R[ X ] ¢’est -a-dire que o et 8 sont dans

C[X] et sont & coefficients réels. Alors :
1. Sin est impair, (a” =,6’”):>(a=,b’) :
2. Sinestpair, (¢"=8")=(a=poua=-p).

Démonstration :

Supposons que («; B) e R[ X ]]2 sont telles que " = 3".

Si «=0,0na «"=0etdonc B" =0, ce quientraine #=0. Onaalorsa = . Le méme raisonnement

s’applique au cas £ =0.

Supposons a présent que « et S sont différents de 0.

a" = f"équivauta o est racine dans R[[X ] du polyndme X" — "

Eneffet,a" =" < f (X"-4")=0
<aestracinede X" — 8

Montrons que ce polyndme a N racines distinctes o' ol i est un entier compris entre 0 et n-1

etw=exp(2iz/n).

n

On vérifie que ces éléments de C[[ X | sont bien des racines du polynéme. Tout d’abord, ces racines sont
distinctes. Si @' =’ pavec (i ;j)e[0;n-1]", comme S =0, il existe ne Ntel queb, =0, ona
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alorsw'b, = @’b, . Ceci donne »'! =1avec—n+1<i— j<n-1lce qui n’est vrai que pouri= j. Ainsile

n-1
polyndme H(X —w‘ﬂ) divise le polyndme X" — g". Il existe donc un polynéme Q a coefficients dans
j=0

n-1
C[X] tel que X"-"=Q H(X —a)j,b’). Par égalité des degrés, on a : deg(Q)=0. Donc, Q est constant.
j=0
n-1
Par égalité des coefficients dominantsde X" — 8" et Q H(X —a)jﬁ), on en déduit que le coefficient
j=0

n-1
dominant de Q vaut 1. Ainsi, Q est le polyndme constant L etona: X" — 8" :H(X —a)’ﬂ).

j=0
-1

Onadonca" - " :H(a —a)‘ﬂ) =0. Par ailleurs si @' n’est pas réel, comme « et Ssont des suites réelles
j=0

non nulles, onac— ' B #0.

e Si n estimpair o’ n’est réel que pour j=0.

an _ﬁn :0

_ entrainea — £ =0.
Vie[lin-1],a-0'f#0 p

Par intégrité de C[ X, {

e Si n est pair, »'est réel si et seulementsi j=0ou j =§.On obtientalorsa =g ou a=-43.

b) Résolution des éguations du second degreé

Soient B=> b X' et C =) ¢ X' deux séries formelles. Cherchons a résoudre dans C[ X |

i=0 i=0

’équation Y?+BY +C =0.

2 2
En mettant le trindme sous forme canonique, on obtient Y? +BY +C = (Y +%) +¥.
e B B?-4C
L’équation initiale équivauta | Y + E = T .
e Si by —4c, #0,b’—4c, s’écrith)” —4c, =r,e'® et 1’ équation équivaut a
2
B\ (1 —i%) B*-4C
Y+—| =|=yre? | x————.
( 2) (Zﬁ J by’ —4c,
. e : B?-4C
Cette écriture a été introduite de sorte que : S| ——— |=1
b,” —4c,
D’aprés le théoréme 8.1., il existe donc une unigue série formelle D e1+ XC[ X telle que
1
B®-4C , : 2_4C 2
D? =———. Onnote désormais D = BZ;"C :
b,” —4c, b,” —4c,
Onaalors :
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2 1 2
Y2+BY +C :0<:>(Y +EJ —(1(b02—4c0)2 Dj =0
2 2

B 1 1 B 1 1
<:>{Y +E+§(b°2 —4c, )? Dj [Y +E_E(b°2 —4c, )2 Dj:O
B 1 = B 1 :
@[Y +E+§(b02_400)2 Dj:O (Y+E—E(b02—4co)2 DJZO
( par intégrité de C[X ).

Dans le cas b,® —4c, =0, 'équation Y2+ BY +C =0a deux solutions dans C[ X ], les séries
formelles Y, et Y, définies par :

1 1

2 _ 2 2 _ 2

y - B 1(b2 ) 82 4C ethz_E_l(bz ) 52 4c
2 2 b,2 —4c, 2 2 b,? — 4c,

e Dans le cas ot b’ —4c, =0, I’équation n’a pas toujours de solution.

Eneffetsi Y =) y,X' est solution de I’équation Y?+BY +C =0, 0na:

i=0
vneN, Zyiyn—i +an—iyi +c, =0.
i=0 i=0
Pour n=0, on obtient y,* +b,y, +¢, =0.
Cette équation a une unique solution y, = —&, car son discriminant est A =b’ —4c, =0.
2

bb,

0
, C = .
o2

Pour n=1, onobtient 2y,y, +by, +b,y, +¢, =0, cest-a-dire, comme y, = 5

Donc, si ¢, # =— bl =0 |’équation Y?+BY +C =0n’a pas de solution.

Par exemple, l’equation Y? = X n’a pas de solution dans C[X].

Remarque :

Cette dernicre équation suggere d’ introduire (CIIX v 2]] et d’y résoudre les équations pour

lesquelles b’ —4c, =0 .

c) Théoreme du point fixe et théoreme des fonctions implicite

Nous allons a présent voir un théoréme du point fixe dans le cadre des séries formelles et pour

cela nous avons besoin de définir ce qu’est une application contractante de C[[X ]]dans
c[x].

34



Définition 8.5.
Une application ¢ de C[[X JdansC[ X ]est dite contractante lorsque :

v(a: B) e C[XT val(p(r) - ¢(B)) 2 val (a— B)+1.

Comme application de ce théoreme, nous allons voir I’analogue du critére de Cauchy dans
(C[[X]], ce qui nous permettra de démontrer le théoreme du point fixe des séries formelles.

Théoréme 8.6 : critere de Cauchy formel
Dans (C[X];d), une suite (e ), _, converge si et seulement si (e,,, -, ), converge

vers 0.

Rappelons que ce théoréme serait faux si I’on remplagait C[[X | par Cetd par la valeur

absolue : il suffit par exemple de considérer la série harmonique.
Nous démontrerons ce résultat dans le contexte annoncé, méme s’il est vrai plus généralement

lorsque ((C[[X ]], d) est remplacé par n’importe quel espace ultramétrique. Cette
démonstration est tres proche de celle de la complétude de (C[X ], d) .

Démonstration :

e Si (), converge vers o e C[X], alors (., ),_, converge aussi vers « , d’ou la convergence

de (o, — ), Vvers a—a=0.

e Supposons réciproquement que (ock+l -, )keN converge vers 0, alors val (ozk+l - ) tend vers +oo
lorsque k tend vers +o.
Onadonc: vneN,3K, eN,vk 2K, ,val (¢, — ¢ )>n .
Ainsi pour ne N, il existe K, e N tel que tous les ¢, pour k> K ont le méme terme d’indice n, que I’on
peut notera, .

Posons &= a X“. Pour neNet k>max(K,,K,,...K,), & et aont les mémes termes
k>0

d’indice 0, 1, 2, ...n. Onadonc val(a — ¢, )>n.
On obtient : VneN,3K' =Max(K,,K,,..,K,),vk =K' ,val (¢ —a)>n. Onadonc lim val(a, —a)=+wo.

k—+o0

Comme d (@, —a)=2""*"), lim d (e, —a)=0.

Ainsi (&, ),_, converge vers .

Remargue :
Ce critére de Cauchy formel provient du critére de Cauchy usuel sur ((C[[X ]]d) :
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En effet, soit (e, ),_, € C[X ] vérifiant le critére de Cauchy usuel, c'est-a-dire :
Ve>0,IN eN,V(p,q)e N oip=>N,d (ap+q,ap)£ £.
Comme d est a valeurs dans [0;1], ceci équivaut a

Veel0;),3N eN,V(p,q)eN’ ot p> N,d(ap+q,ap)sg.
Ceci équivaut encore a :

VEE]O;].[,EIN EN,V(p,q)ENZ oup=> N,Val(amq —0(,;)2_::_;
< Vve>03NeN,V(p,q)eN oup> N,Va|(ap+q —ap)20>o

©Ve>0INeN,Vp=N val(a,,-a,)zc.

On justifie la derniére équivalence, en prenant g =1pour démontrer I’implication=>, et pour
la réciproque, ona:

g-1
vp=N,vgeN,val(a,,, —a,)=Val (Zamkﬂ _a‘”kj > max (val (@poes = Xy ))
k=0

(\Y

C.
0<k<g-1

Ceci est encore équivalenta lim val (e, —a, ) =+ ouencorea lim d(,;a,)=0.

p—>+o0 p—>+o0

Ceci est le critére de Cauchy formel énoncé précedemment.

Théoreme 8.7 : théoreme du point fixe
Si une application ¢de C[X] dans C[X] est contractante, alors elle admet un unique

point fixe « e C[X], ie la eC[X], d(a)=a.
De plus, toute suite (¢, ), définie par o, € C[ X | et &, = ¢(«, )pour toutk € N
converge Vers «.

Démonstration :

e Démontrons d’abord I’unicité du point fixe.
Supposons qu’il existe deux points fixes « et #. On a alors

val (o — ) =val (¢(a) —¢(ﬁ)) >val(a— f8)+1car ¢ est contractante. Ceci n’est possible que si
val (o — ) =+, Clest-a-diresi a=f3.
e Soit o, e C[ X Jet soit (e, ), _, la suite définie par la relation de récurrence «,,, = ¢( ).

Montrons que cette suite converge et que sa limite est un point fixe.
Pour tout k >1, val (¢, — ¢ ) >val (e — ;) +1. Par itérations successives, on obtient

val (e, — o ) >val (e, —y ) +k . Ainsi lim val (@q —a ) =+0, Cest-a-dire que (o, — ), _, COnverge
vers 0 pour la distance d .

Par le critére de Cauchy pour les séries formelles, (¢ ), _, converge.

Appelons ¢ sa limite.
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n+1

On a alors val(a,,, —¢(a))=val(a, —a)+1, donc lim val(e, —$(cr))=-+o, ceci démontre que

(an )neN converge vers ¢(a) pour la distance d , mais comme elle converge aussi vers « , par unicité de la
limite, on obtient ¢(a)=c .

Nous allons voir maintenant un analogue formel du théoreme des fonctions implicites

Théoréme des fonctions implicites 8.8.

Soient pour 0<i<d les séries formellese;, = > a, X" e C[X].

n>0

d
Notons ¢(X;Y)=> o (X)Y' e C[X][Y]. Soit y,une racine simple du polynéme
i=0
=Zai (O)y'eC[Y].
i=0

Alors, il existe une unique solution « € C|[X]]de I’équation (p(X;a) =0telle que
a(0)=y,.

Démonstration :

d
L’équation ¢( X;a)=0sécrit Zai (X)a'=0.

e Commengons par montrer le cas particulier ou y, =0

Par hypothese, (0;y,) Za y0 =0. Comme y, =0, ceci équivaut a S(e,)=0.

Comme y, =0est racine Slmple de ¢(0;Y), y, =0n’est pas racine du polyndme dérivé de ¢(0;Y )
d

d
qui est > i (0)Y'™. Onadonc > ig; (0)y, " =S(a)#0.
i=1 i

Ainsi la série formelle o, est inversible.

Par ailleurs, on cherche « tel que a(O) =0. On peut donc poser a = X £ et chercher ﬁe(C[[X]]
d - .

tel que > B X' =0
i=0

Remarquons qu’a partir de maintenant toutes les séries formelles qui apparaissent dans la démonstration
sont construites a partir de I’indéterminée X.

Dol q X =—ay —a, X% —...—a, B X . Comme S(a,)=0, on peut écrire o, = X e, .
Comme ¢, est inversible, ceci est équivalent a

—~ d . .

B=—ayo " —a,o X B — .~y X B =B, +ZXBiﬁ' avec B, =—a,a, X' pour tout 2<i<d et
i=2

B, =—&;al’1.

d
Posons ¢ I’application de C[[ X Jdans C[ X ]définie par ¢(8)=B,+ > XBA'.
i=2
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Nous voulons démontrer que ¢ admet un unigque point fixe, montrons pour cela qu’elle est contractante.
Soient (8;,)eC[XT - #(B8)—4(5,)=X (Bz(ﬂf — B )+ ..+ By (B - B )): X(B-B) v(BiB),
pour une certaine application y :C[X ]]2 —C[X].

#(B,)—¢(p,)est multiple de X (5, — f3,), onadonc :

val(¢( ) - 4(B,))zval( X (B - B,))=val( B — B,) +1. Ceci démontre que ¢ est contractante et par le

théoréme du point fixe, on en déduit I’existence et I’unicité de S tel que S =¢( ) . Ceci entraine I’existence
et I'unicité de o e C[X ], tel quep(X; 2 )=0 et «(0)=0, car a=X2 .

e Dansle cas général, onpose Y =y, +Z .

Za )y, +2) ZC w(X;Z)ouC, = d_(’jyoi-‘aj.

On cherche «a sous la forme y, + 3, avec B(0)=0et y(X;5)=0.
0 est racine simple de (0 ; Z)car y, est racine simple de(0;Y) . On est ainsi ramené au cas particulier
précédent.

9. Equations différentielles

Regardons tout d’abord ce qui se passe au niveau des équations différentielles linéaires
d’ordre d. On dispose d’une proposition a la mani¢re d’un théoréme de Cauchy :

Proposition 9.1
Soient Ag, Ay, ...Aq des éléments de C[[X ]. On suppose queval(A,) =0.

Soient (¢,,C,,....Cq ) € C”.

L’équation différentielle A,D°(a)+...+ Ay =0admet une unique solution « e C[ X Jtelle
que S(D'(a))=c;, pourtout i [0, d-1].

Démonstration :
Comme val(A,)=0, A, est inversible. On peut donc écrire I’équation différentielle sous la forme

DY(a) = ZBD(a)ouB— ~AAT=Db,X".

n>0

. : K+i)!
Notons a = Za X" . Letermede X'dans B, est b, ; ;celui de X*dans D' () est ( o )

n>0
Par identification des termes en X "dans I’équation différentielle, on obtient alors :
( n+d)! (k+i)

=53, s

i=0 j+k=n

i,j ak+i'
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ni 4 (k+i)!
Onadonc a_ , = bh.—*a ..
n+d (n+d)!§j+kzzn (N] k! K+i
Le membre de droite de cette égalité ne comportant que des termes a, avec m<n+d —1, il s’agit d’une

relation de récurrence qui permet de définir tous les a, de maniére unique. En effet, par hypothése, on a

S(D' (a)) =, , Cest-a-dire a, :_—'l pour i €[[0;d —1], puis la relation de récurrence donne les a, pour
i!
i>d-1.
Ainsi, comme les a, sont déterminés de maniére unique, « est déterminée de maniere unique, ce qui achéve de
prouver la proposition.

Etudions, a présent, le cas des équations différentielles d’ordre 1.
Nous allons dans un premier temps, introduire la notion de primitive de séries formelles, qui
sera utile pour la résolution de ces équations différentielles.

Proposition 9.2.

La restriction de ’application dérivation D de C[[X ]]dans C[[ X ]]qui a Zak X “ associe
k=0

D ka,X“"a I’ensemble XC[X ], est inversible d’inverse .
k>1

I est lapplication de C[[X ]dans XC[[ X Jqui a >_a, X associe Zka—klx k1,
k>0 k>0 K+
Démonstration :

e | est bien définie car Zka—klx “te XC[X].
+

k>0

e Soit a=YaXx*eC[X] alors '(a)=2%xk” .

k>0 k>0 1
a k+1
D’ou: D(I(ex))=D X XM=Y 2 g XK=«
(@) (ém j ék 1"
Ainsi Dol =idy,;.
e Soit a=>» aX"eXC[X] alors D(a)=) ka X ™" .
k>1 k>1
D’ou: I (D(a))=1 (Zkakxklj: zgakxk =a.
k>1 k>1
Ainsi IoD=id,y; -

Résolvons les équations différentielles de la forme D (Y) + AY =B ou (A;B) e C[X]?.

Remarque :
Si on souhaite résoudre une équation différentielle de laforme CD (Y)+ AY =Bou

(A;B) e C[X]?et Cinversible ie C tel que S(C) 0, en multipliant I’équation par C ™, on
se ramene a une équation différentielle de la forme précédente.
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Théoreme 9.3
Les solutions de I’équation différentielle D (Y) + AY = B ot (A;B) e C[ X ]?sont les séries

formelles cExp(—I(A) )+ 1(BExp(1(A)) )Exp(-1(A))oliceC.

Démonstration :
Soit Y une solution de D (Y) + AY =B ol (A;B)eC[X]?. Alors, ona:

D(Exp(1(A))Y )=D(1(A)) Exp(1(A))Y +Exp(I(A))D(Y)
=Exp(1(A)) (AY +D(Y))
=BExp(I(A))
D(Exp(l(A) )Y =S (Exp(1(A) )Y)):BExp(l(A)).
Comme Exp(1(A))Y —S(Exp(1(A))Y)e XC[X et en appliquant I a I'équation, on a :
Exp(1(A))Y =S(Exp(1(A))Y)+1(BExp(1(A))).
Or, S(Exp(I(A) )Y)=S(Y) et Exp(1(A) )est inversible d’inverse Exp(—1(A)).
Ainsi, Y =S(Y)Exp(—1(A) )+ 1(BExp(1(A)) )Exp(—I(A)).
Ainsi, Y est de la forme cExp(—I(A) )+ 1(BExp(1(A)))Exp(-I(A))ouceC.
Par ailleurs, Y =cExp(—1(A) )+ 1(BExp(1(A)))Exp(~1(A)) ol ceC estsolutionde D (Y) +AY =B.

En effet, D(Y)+ AY =—c AExp(—1(A) )+ BExp( 1(A)) Exp(—1(A))— I( BExp( 1(A))) AExp( — I(A)+ AY

=B—AExp(~1(A)(1(BExp(1(A)))+c)+ AExp(-1(A) (I( BExp( I(A) )+ ¢
=B
Ce qui achéve la preuve du théoréme.

10. Récurrence linéaire et application a la suite de Fibonacci

Souvent les récurrences linéaires ne peuvent pas se résoudre en restant sur I'anneau C[[ X ] et
nécessitent de se placer sur son corps des fractions <C((X ))que nous introduisons ici.

Définition10.1.
L’anneau (C[[X]] étant intégre, on peut construire son corps des fractions que [’on notera

C((X ))et qui est appelé, corps des séries de Laurent formelles en X, a coefficients dans C.

On notera les éléments de C((X)) : % ot (a; 8) e C[X] etp=0.
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Donnons nous (ao i aq_l) e Cet intéressons nous a la relation de récurrence suivante :

vn>0,a,,,=ba, +..+h,_a,,,00 (b,b...b_)eC eth 0.
Cherchons a déterminer les a, pour ne N.

Pour cela, multiplions tout d’abord les deux membres de la relation de récurrence par X "™ et
sommons pour ne N. Onobtient :

Y a, X" =b > a X" +b > a X"+ +b > a X

neN neN neN neN

On obtient alors, en notant F = Zanxn :
n>0
q

1 q-2
F-> aX"=bXF+b X" (F-a,)+..+b X (F —Zanxnj.
n=0

n=0

g-1 ,
Notons R=1- Zbi X%, Rest un polyndme de degré q, défini par les coefficients
i=0

by, by,...,b, ; de larelation de récurrence.

k-1
Notons encore vk €[[0;q],R, =) a,X" avec la convention P, =0.
n=0

P, est un polyndme de degré k —1< q, défini entierement par les conditions initiales de la

relation de récurrence.
gq-1

Notons enfin Q =P, — ZbiX “'P, ¢’est un polynome de degré strictement inférieur a q .
i—0

On peut donc réécrire la relation précédente au moyen des nouvelles notations, comme ceci :

1 o _1
F-FR :zbixq_i(F —Pi)ou encore F[l—gbixqij: P, _qZ:bixqfiPi.

i=0
D’ou, lorsqu’on se place dans (C((X )), I’égalité : F = % :
g-1 _
Notons ¢,...,<, les inverses des racines de R. (0 n’est pas racine de Rcar R :1—Zbix o

i=0
donc S(R)=1). On peut donc factoriser R comme ceci :

R=(1-¢&X)™..(1-&.X)™.
: Q.4 - Q_ v B
Comme degQ <degR, en décomposant Een éléments simples, on a: R —_—

et par la formule du binéme de Newton généralisé, ona :
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(1-¢x) =\in
i—j(=j-1).(=j-n+1) _. .
3y T )'(J )ox
n>0 n:
_ j(i+1)..(j+n 1)§”X“
n>0 n!
~ (n+j_lj§”x"
n>0 J_l I
1 . Q D [n+—j_lj Ny n
Dol : F === _ "X
R i=1 ]—lg(; J_l é’
T £n+j—1j o
= . é,ix
n>0 i=l j=1 J_l
Ainsiona: a, _Zr: I(nﬂ_ Jg” pour tout ne N,
i=1 j=1

Une application simple de la récurrence linéaire est celle de la suite de Fibonacci que nous
allons voir, a présent.

fo=1
Soit ( f,) _, lasuite de Fibonacci, définie par < f, =1

fn+2 - fn+1

Soit F la série formelle définie par F =) f X" . On peut écrire :

n>0

F=f+fX+) fX"=f+f X+ f X"

n>2 n>0

= f,+ f,X +(Z f X sz :1+X+X2[Z(fm+ fn)X”j

n>0 n>0

+ f,

=1+ X+ XD X"+ X2 f X" =1+ X + X (F-1)+ X°F
n=0 n=0
=1+ XF + X°F
On obtient alors (1- X = X*)F =1.D’oit F =(1-X —X*)™.

est le nombre d’or et ® =

1++/5 1-5
2 2

Or, ona:l—X—Xzz(X—CD)(X—CIF)ou O =

Par décomposition en éléments simples, on obtient :
1 1 —

1-X =X)'==(X-D) ' = =(X-D)*" .

( ) %( ) Jg( )

On peut alors écrire :
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Ao 3o %[(—éj -3 H@—%ﬂ

On obtient alors pour tout ne N :
1-5
>

RPN S Ou®:1+J§
7 2

et d=

———t—
CDnJrl 5n+l

11. Application aux nombres de Catalan

Les nombres de Catalan interviennent dans de nombreux problémes de déenombrement. Nous
en présenterons trois dans ce paragraphe.

a) Premier probleme de dénombrement

On cherche le nombre q,de fagons de grouper les éléments a,, a,,...a, dans le produit non
associatif a, xa, x...xa, .
Par exemple pour n=3, ona les produits (a,a,)a, eta,(a,a,), onadonc g,=2.
Pour n=4, on a les produits
a(a,(aa,)) a((2a)a). (a8,)(aa), ((aa)a)a, et (a(a,a))a,
Ceci justifie que g,est égal a 5.
n-1

Montrons maintenant par récurrence que pour tout n>2, g, = ».q,q, ;-
j=1

¢« g, =1=1x1=qq,
i-1

e Soit n>3, supposons que : Vie[2;n-1], q =quqi_j :
j=1

n-1
Montrons alors que ¢, =>_q,0,_; -
j=1
d, est le nombre de fagons de grouper les éléments a;,a,,...a, dans le produit aa,...a,

On peut commencer par écrire ce produit comme ceci :(a,a,...a; )(a;,,.-a, ).

Or, le nombre de fagons de grouper les éléments a,,a,,...a, dans le produit aa,...a,est g, etle

nombre de fagcons de grouper les éléments a,,,,...,a, dans le produit a; ,..a, estq,_;.llya

j+Lr j+L

donc g;q,_; facons différentes de mettre les parentheses dans le produit (alaz...aj )(am...an).

Mais, comme jvarie de 1 a n—1, pour séparer le produit aa,...a, endeux
n-1

sous- produits, on obtient g, = quqn_j :
j=1
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Considérons maintenant la série formelle a = qu X1eX C[X] et considérons la série
j=1

formelle o?.
n-1

Pour tout n>2, le coefficient de X "dans o est quqn_j , C'est-a-dire g, , comme nous
j=1

I’avons vu précédemment.

Onadonc: a*=) q,X"=>q,X"—X, puisque g, =1 . Onaalors &’ —a+ X =0.

j=2 j=1
Utilisons maintenant les résultats du paragraphe précédent sur la résolution des équations du
second degre.

Comme (-1)" —4x0#0, I'équation@® —a + X = 0a deux solutions e, et a,dans C[X ]

1 E 1 1
avec o, :§(1+(1—4X)2j et , =§[1—(1—4X)2j :

Pour déterminer quelle est la solution & choisir parmi ces deux possibilités, regardons leur
premier terme :

S(a) == (1+s((1 4X)1’2)) let S(a,) == (1 s(@- 4X)1’2))

carsi a el+ XC[X], &”? e1+ XC[X].
Or S(«) =0 par définition, ce qui exclut la solution potentielle ¢, .

1
Donc a=aq, =%(1—(1—4X)2j :

1
Appliquons le théoréeme binomial a (1—4X )5 en vue de redévelopper en série formelle « .

——-n+1

Onobtient : (1- 4x 1+Z i(l )(1 )(—4x)”

1
Cherchons a simplifier le coefficient a,de X"dans (1-4X)z.

1x(1-2)x..x(1-2n+2) 1x(=1)x(=3)x...x(-2n+3)

= 2"n! (-4)" = 2"n! (-4
:_1><3x5x...(2n—3)x2n _ (2n-2)! o
n! 2><4><...><(2n—2)><n!
~ (2n-2)1=2" ~ 2(2n-2)!
2" (1x2x...(n=1))xn!  (n-1)in! -

Onaalors: a = Z 2n—2)

(2n-2)! _ 1(2n—2}

(n-1)in! n-1

X . Ainsi, par identification, pour n>1,

A =
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Les nombres ¢, =q,,,,0uneN, sont appelés nombres de Catalan.

b) Décompte des arbres binaires

Un arbre binaire est une structure de données qui peut se représenter sous la forme d’une
hiérarchie dont chaque élément est appelé nceud et posséde au plus deux « fils » au niveau
inférieur, appelés généralement « gauche et droit ».

Pour tout ne N, notons b, le nombre d’arbres binaires de taille n, c'est-a-dire comportant n

nceuds.
Les arbres binaires dessinés ci-contre sont deux arbres distincts. \ &

Par convention, posons by =1 .Ona: b =1b,=2b,=5.
Les cing arbres binaires de taille 3 sont les arbres représentés ci-dessous.

FOINA

Dans un arbre binaire de taille n+1, il part deux branches du premier élément, ’une de taille
I, ’autre de taille n—i, i pouvant varier de 0 (c’est le cas lorsqu’une seule branche part du
premier élément) jusqu’a n.

Se donner un arbre binaire de taille n+1, revient donc a se donner deux arbres binaires de
tailles respectives i et n—i.

n
Ona la relation de recurrence suivante : b, , = Zbibm
i=0
Posons pourtout n>1: ¢, =b,, .Onaalors:
n-1 n-1 n n
bn = Zbibn—l—i = Zqiﬂqn—i = quqn—jﬂ .D’ou:q,,= ijqn—jﬂ .
i=0 i=0 =1 =1

Onretrouve la relation de récurrence de 1’application précédente.

1(2n-2
Onadonc: ¢, =— .
n{ n-1

. 1 (2n
Ainsi : b, =—— =C, .
n+1{n

Les nombres c, sont les nombres de Catalan.

c) Déecompte des arbres généraux de taille n

Considérons maintenant les arbres quelconques de taille n. Chaque nceud peut posséder un
nombre quelconque de « fils ».
Notons, a present, d le nombre d’arbres généraux de taillen.
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Ona:d,=0,d,=1,d,=1,d,=2,d,=5.
Voici par exemple les cing arbres de taille quatre.

INFATARO

Se donner un arbre de taille n+1 pour n>1, revient a se donner k arbres de tailles
respectives i,i,...,i, avec i +i, +...+i, =n, k pouvant varierde1a n.
Ona alors la relation de récurrence suivante :

n
dpy=>, >, did, ..d, .

k=1 i+ip+..ig=n
Introduisons la série formelle suivante : D = Zdnx "

n=0

La relation de récurrence précédente équivauta D = X Z D¥.
k>0

Eneffet, X > D =xzz( > dildiz...diij" :

k>0 k>0 n=0 i +ip+..i=n

k>1

Remarquons que la somme Z[ Z d.d; ..d, J est une somme finie,

i+ +.d =n
car il existe un nombre fini de k tel que Z d,d; ..d; #0 puisqu’il existe un nombre fini
i+ +.d =n

de k tel que i, +i, +..+i, =naveci; #0, V1< j<k.

Cela signifie que {Z > dildiz...dikxnj est formellement sommable.
keN

neN ij+ip+..iy=n

On peut donc permuter les sommes > et > .
k>0 n=0

Ainsi : X > D" :ZZ( > dildiz...dikJX”
k>0 n=0 k>0 i +ip+..i=n
= demlxn

n>0

=>d,X"

n>1

=>d,X"card,=0.

n=0
Onadonc: D=X(1- D)_l, d’ou D(1-D)= X, ce qui équivaut encore 8 D*~D+ X =0.
On retrouve 1’équation que 1’on a résolue au début du paragraphe et qui a comme solution

1(2n-2) .,
D:Z—(n_ljx .

n>1 n
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2n-2
Le nombre d’arbres généraux de taille n estdonc d, = E{ 1 j =C,,-
nin-

Conclusion :

La théorie des séries formelles généralise trés bien celle bien connue des polyndémes.

Elle présente aussi des applications dans de nombreux domaines tres varieés.

Pour des questions de godt nous avons choisi de présenter celle de la récurrence linéaire et
celles des nombres de Catalan. Bien entendu, il en reste encore beaucoup d’autres qui n’en
sont pas moins importantes.

A titre culturel, nous pouvons en citer ici quelques unes :
¢ la transformation binomiale et ses propriétés, extensions / ramifications,

e larésolution des équations différentielles du type Fuchs,

¢ la méthode des séries génératrices sur les multizétas / multitangentes et les relations qui
existent entre multizétas et multitangentes,

o les séries génératrices de Bell en arithmétique ou diverses fonctions arithmétiques,
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