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Résumé

Fixons-nous un alphabetX , on va dé�nir l'algèbre des polynômes non-commutatifs
sur X et démontrer qu'elle est munie d'une structure d'algèbre de Hopf. Ensuite, d'une
autre manière, on considérera le dual gradué de l'algèbre universelle enveloppante de
l'algèbre de Lie libre sur X. Le but de ce mémoire est de montrer l'équivalence de ces
deux constructions de l'algèbre de mélange.
Mots clés : algèbre de mélange, algèbre de Hopf, algèbre de Lie libre, polynômes
non-commutatifs, algèbre universelle enveloppante, produit tensoriel.
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Chapitre 1

Présentation du problème

Etant donné un ensemble d'indéterminées X et un anneau commutatif K , on
peut construire une algèbre de polynômes (commutatifs) comme on le fait classi-
quement. Si l'on supprime la commutativité, on obtiendra la notion de polynômes
non-commutatifs, dont on parlera dans la suite. Même si l'on perd une jolie pro-
priété, la commutativité, en modi�ant un peu l'écriture, on généralisera la notion
de polynômes (commutatifs). Les polynômes non-commutatif permettent de dé�nir
simplement l'algèbre de mélange. On va introduire plusieurs nouveaux opérateurs
a�n de la construire et de la munir d'une structure d'algèbre de Hopf. Alors, on aura
une algèbre de mélange sur X , munie d'une structure de Hopf.
D'autre part, la théorie des algèbres de Lie libres donne un autre moyen de construc-
tion. En e�et, l'algèbre de mélange sur X peut être dé�nie comme le dual gradué de
l'algèbre universelle enveloppante de l'algèbre de Lie libre sur X . On se demande na-
turellement si ces deux constructions sont équivalentes. Que signi�e ici l'équivalence ?
Ces questions seront le c÷ur du problème.
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Chapitre 2

Produit tensoriel

Pour dé�nir la notion d'algèbre de Hopf et d'algèbre de mélange, le produit tenso-
riel est indispensable. C'est pourquoi ce chapitre est entièrement consacré au produit
tensoriel. Cet opération est entre deux espaces vectoriels ou bien entre deux algèbres
ou encore entre deux applications linéaires. Dans tout ce chapitre, K sera un corps.

2.1 Produit tensoriel de deux espace vectoriels

2.1.1 Construction

Rappelons tout d'abord quelques propriétés des applications bilinéaires.
On se donne quelques propriétés.

Proposition 2.1.1.1 (Propriétés élémentaires des applications bilinéaires).
Soient E1 , E2 et F trois espaces vectoriels sur K .
i) Si l'on note F(E1 × E2 , F ) l'espace vectoriel de toutes les applications de
E1 × E2 dans F , les applications bilinéaires de E1 × E2 dans F forment un sous-
espace vectoriel de F(E1 × E2 , F ) , noté B(E1 × E2 , F ) .
ii) Soient F et G deux espaces vectoriels sur K . On note L(F ,G) l'ensemble des
applications linéaires de F dans G . Soient U ∈ L(F ,G) , S ∈ B(E1×E2 , F ) . Alors
U ◦ S ∈ B(E1 × E2 , G) .
iii) Soient E ′1 et E ′2 deux espaces vectoriels sur K . Soient U1 ∈ L(E ′1 , E1) ,
U2 ∈ L(E ′2 , E2) , S ∈ B(E1 × E2 , F ) . Alors, l'application suivante est bilinéaire.

S ′ : E ′1 × E ′2 −→ F
(x′1 , x

′
2) 7→ S

(
U1(x′1) , U2(x′2)

)
.

Démonstration. i) Soient S1, S2 ∈ B(E1 × E2 , F ) et λ ∈ K , il su�t de montrer que
S1 + λS2 ∈ B(E1 × E2 , F ) .
En e�et, pour tout (x1 , x2) , (y1 , y2) ∈ E1 × E2 ,

(S1 + λS2)(x1 + y1 , x2 + y2)

= S1(x1 + y1 , x2 + y2) + λS2(x1 + y1 , x2 + y2)

= S1(x1 , x2) + S1(y1 , x2) + S1(x1 , y2) + S1(y1 , y2) + λS2(x1 , x2) + λS2(y1 , x2) + λS2(x1 , y2) + λS2(y1 , y2)

= (S1 + λS2)(x1 , x2) + (S1 + λS2)(x1 , y2) + (S1 + λS2)(x2 , y1) + (S1 + λS2)(y2 , x1) .
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Donc B(E1 × E2 , F ) est un sous-espace vectoriel de F(E1 × E2 , F ) .
ii) Cette propriété résulte du diagramme suivant :

E1 × E2
S−→ F

U−→ G
(x1 , x2) 7−→ S(x1 , x2) 7−→ U

(
S(x1 , x2)

)
.

En �xant x1 , il est évident que

E2
S−→ F

U−→ G
x2 7−→ S(x1 , x2) 7−→ U

(
S(x1 , x2)

)
est une application linéaire. De même, en �xant x2 , on obtient une application
bilinéaire. Donc la propriété bilinéaire est préservée.
iii) On regarde le diagramme suivant.

E1 × E2
S // F

E ′1

U1

OO

E ′2

U2

OO

En �xant x′1 , il est évident que

E ′2
U2−→ E2

S−→ F
x′2 7−→ U2(x′2) 7−→ S

(
U1(x′1) , U2(x′2)

)
est une application linéaire. De même, en �xant x′2 , on obtient une application
bilinéaire.
Donc iii) est vrai.

En introduisant la notion de produit tensoriel de deux espaces vectoriels, l'objec-
tif est de simpli�er l'étude des applications bilinéaires. D'un certain point de vue,
celle-ci se confond à l'étude simultanée de deux applications linéaires.
On introduit la notion de produit tensoriel pour �transformer� la bilinéarité en linéa-
rité. Étudier un produit tensoriel revient à étudier le produit cartésien.

Tout d'abord, on rappelle ce qu'est, en tout généralité, une propriété universelle :
Soient E et F deux ensembles quelconques et φ une application de E dans F , on dit
que (F , φ) possède la propriété universelle si pour tout ensemble G et toute applica-
tion ψ : E −→ G , il existe une unique application ψ̃ : F −→ G telle que ψ = ψ̃ ◦ φ .
On va préciser la propriété universelle dans deux cas particuliers.

Lemme 2.1.1.1 (Propriété universelle des espaces vectoriels quotients). Soient E
un espace vectoriel sur K , E ′ un sous-espace vectoriel de E , E/E ′ l'espace vectoriel
quotient, et ϕ l'application linéaire canonique de E sur E/E ′ . Alors, (E/E ′ , ϕ)
possède la propriété universelle : pour tout couple (F , ψ) véri�ant

i) ψ est une application linéaire de E dans F ;
ii) Ker(ψ) ⊃ E ′ .
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il existe une unique application linéaire ψ̃ : E/E ′ −→ F telle que le diagramme
suivant commute.

E
ϕ //

ψ ""

E/E ′

ψ̃
��
F

Démonstration. On rappelle que si U, V,W sont trois espaces vectoriels quelconques
et φ1 ∈ L(U , V ), φ2 ∈ L(U ,W ) , alors il existe φ3 ∈ L(V ,W ) telle que φ2 = φ3 ◦ φ1

si et seulement si Ker(φ1) ⊂ Ker(φ2) .
On prend φ1 = ϕ , φ2 = ψ . φ3 = ψ̃ existe universellement car Ker(ψ) ⊃ E ′ =
Ker(ϕ).

Lemme 2.1.1.2 (Propriété universelle de l'espace vectoriel K(I)). Soient K un corps
commutatif, I un ensemble non vide, K(I) l'espace vectoriel engendré par {ei}i∈I sur
K , où {ei}i∈I est dé�ni par les relations :

ei(j) =

{
0 si j 6= i
1 si j = i

.

Soit ϕ l'injection canonique de I dans K(I) qui à tout i ∈ I associe ϕ(i) = ei .
Alors,

(
K(I) , ϕ

)
possède la propriété universelle suivante : pour tout u ∈ F(I , E) ,

il existe une unique ũ ∈ L
(
K(I) , E

)
telle que le diagramme suivant commute.

I
ϕ //

u
!!

K(I)

ũ
��
E

Démonstration. Unicité : Soient u ∈ F(I , E) et ũ ∈ L
(
K(I) , E

)
telle que le dia-

gramme précédent commute, alors
u = ũ ◦ ϕ −→ u(i) = ũ ◦ ϕ(i) .
Pour f =

∑
i∈I

αiei , U(f) =
∑
i∈I

αiũ(ei) =
∑
i∈I

ũ ◦ ϕ(i) .

Cette formule entraîne que U est uniquement déterminée.

Existence : Pour tout élément f =
∑
i∈I

αiei , on dé�nit donc

U(f) =
∑
i∈I

αiu(i) .

Alors, ũ ◦ ϕ(i) = ũ(ei) = u(i) , d'où ũ ◦ ϕ = u .

Dans la suite, on va construire l'espace tensoriel de deux espaces vectoriels E1 et
E2 étape par étape.
Etape 1 On considère E1×E2 comme un espace vectoriel E . Soit

(
K(E) , j

)
l'espace

vectoriel et l'application canonique dé�nis dans le lemme [2.1.1.2]. On sait d'après
sa propriété universelle que pour tout S ∈ F(E ,F ) , il existe une unique S̃ ∈
L
(
K(E) , F

)
telle que le diagramme suivant commute.

E
j //

S !!

K(E)

S̃
��
F
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Etape 2 Choisissons S bilinéaires. Si λ, µ sont deux scalaires dans K , x1, y1 ∈ E1 et
x2, y2 ∈ E2 , S est bilinéaire, alors, on a :

S(λx1 + µy1 , x2) = λS(x1 , x2) + µS(y1 , x2)

S(x1 , λx2 + µy2) = λS(x1 , x2) + µS(x1 , y2) .

Donc :
S̃[j(λx1 + µy1 , x2)] = λS̃[j(x1 , x2)] + µS̃[j(y1 , x2)]

S̃[j(x1 , λx2 + µy2)] = λS̃[j(x1 , x2)] + µS̃[j(x1 , y2)].

S̃ est linéaire. On en déduit :

S̃[j(λx1 + µy1 , x2)− λj(x1 , x2)− µj(y1 , x2)] = 0

S̃[j(x1 , λx2 + µy2)− λj(x1 , x2)− µj(x1 , y2)] = 0.

Soient H1 le sous-espace vectoriel de K(E) engendré par tous les éléments de forme
j(λx1 +µy1 , x2)−λj(x1 , x2)−µj(y1 , x2) en parcourant tous x1, y1 ∈ E1 , x2, y2 ∈ E2

et λ, µ ∈ K.
De même, notons H2 l'espace engendré par j(x1 , λx2 +µy2)−λj(x1 , x2)−µj(x1 , y2)
.
Soient H = H1 + H2 et ϕ est l'application canonique ϕ : K(E) −→ G = K(E)/H . H
est aussi un sous-espace vectoriel de K(E) . ϕ est bien dé�nie.
Etape 3 Soit T = ϕ ◦ j . Comme Ker(ϕ) = H ⊂ Ker(S̃) , d'après [2.1.1.1], il existe

une unique ˜̃S : G −→ F telle que S̃ = ˜̃S ◦ ϕ qui signi�e que le diagramme suivant
commute.

K(E)

ϕ
}}

S̃

��

E
T //

j

44

S
**

G
˜̃S

""
F

(G , T ) est justement ce que l'on recherche, c'est-à-dire, ce que l'on appelle produit
tensoriel de deux espaces vectoriels.

Remarque 2.1.1.1. i) T est bilinéaire. En e�et, la construction de H nous permet

la bilinéarité de T . ii) S = ˜̃S ◦ T , en e�et, S = S̃ ◦ j = ˜̃S ◦ ϕ ◦ j = ˜̃S ◦ T.

Dé�nition 2.1.1.1. L'espace vectoriel G = K(E)/H s'appelle le produit tensoriel sur
K de deux espaces vectoriels E1, E2 . Il est noté E1 ⊗K E2 , ou bien plus simplement
E1 ⊗ E2 , lorsque aucune confusion n'est à craindre, T (x1 , x2) est noté x1 ⊗ x2 .

Remarque 2.1.1.2. Désormais, notons S̃ : E1 ⊗ E2 −→ F au lieu de ˜̃S dans la
construction précédente.

Théorème 2.1.1.1. Soient E1 , E2 deux espaces vectoriels sur K . Il existe un espace
vectoriel noté E1 ⊗ E2 et une application bilinéaire T : E1 × E2 −→ E1 ⊗ E2 tel
que (E1 ⊗ E2 , T ) possède la propriété universelle suivante : pour toute application
bilinéaire S : E1×E2 → F , il existe une unique application linéaire S̃ : E1⊗E2 → F
telle que S = S̃ ◦ T . De plus, (E1 ⊗ E2 , T ) est unique à isomorphisme près.
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Démonstration. Par la construction précédente, on a déjà montré l'existence de E1⊗
E2 . Pour l'unicité, considérons un autre couple (G′, T ′) véri�ant la propriété univer-
selle précédente. On a alors le diagramme commutatif suivant :

E
T //

T ′ &&

G

T̃ ′
��

G′
T̃

OO

On a :
T ′ = T̃ ′ ◦ T, T = T̃ ◦ T ′ .

Par la construction, G est engendré par les images de ϕ de la base de K(E) . La base
de K(E) est construite par les images de j . Donc, T est surjective.
D'où :

T̃ ◦ T̃ ′ = IdG, T̃ ′ ◦ T̃ = IdG̃

Cette formule signi�e que T̃ , T̃ ′ sont bijectives. Donc G ' G′ .

Remarque 2.1.1.3. ⊗ est un opérateur bilinéaire, c'est-à-dire :
Pour tout λ, µ ∈ K , x1, y1 ∈ E1, x2, y2 ∈ E2 ,

(λx1 + µy1)⊗ x2 = λx1 ⊗ x2 + µy1 ⊗ x2 ,

x1 ⊗ (λx2 + µy2) = λx1 ⊗ x2 + µx1 ⊗ y2 .

En e�et, par construction, T est bilinéaire, donc ⊗ est bilinéaire aussi.

2.1.2 Propriétés des produits tensoriels

Lemme 2.1.2.1. Pour tout triplet
(
U , V ,W

)
d'espaces vectoriels sur K , il existe

un isomorphisme naturel

Hom
(
U ⊗ V ,W

) ∼= Hom
(
U ,Hom

(
V ,W

))
.

Démonstration. Il su�t d'identi�er ϕ ∈ Hom(U ⊗V ,W ) à l'application u 7→ ϕ(u , ·)
. Si ϕ , ψ véri�ent que u 7→ ϕ(u , ·) et u 7→ ψ(u , ·) sont mêmes, pour tout u ∈ U
, ϕ(u , ·) = ψ(u , ·) . Pour tout v ∈ V , ϕ(u , v) = ψ(u , v) . Donc ϕ = ψ . Cette
identi�cation est injective. Étant donné δ ∈ Hom

(
U ,Hom

(
V ,W

))
, on l'associe

(u , v) 7→ δ(u)(v) dans Hom
(
U ⊗ V ,W

)
. L'identi�cation est surjective. Donc elle

est bijective.

De plus, on a les isomorphismes suivants :

Lemme 2.1.2.2. Soient U , V ,W trois espaces vectoriels sur K , alors

(U ⊗ V )⊗W ∼= U ⊗ (V ⊗W ) ,

K⊗ V ∼= V ∼= V ⊗K ,

V ⊗W ∼= W ⊗ V .
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Démonstration. Pour tout (u , v , w) ∈
(
U , V ,W

)
i) On associe (u ⊗ v) ⊗ w à

(
u ⊗ (v ⊗ w)

)
. Il est évident que cette association est

linéaire et surjective. Si u⊗ (v⊗w) = 0 , soit u = 0 , soit v⊗w = 0 qui est équivalent
à soit v = 0 , soit w = 0 . Dans tous les cas, (u⊗ v)⊗ w = 0 . Cette association est
injective. Donc elle est bijective.
ii) On associe k⊗ v à kv , il est évident que cette association est bijective. De même
pour v ⊗ k .
iii) De même, on associe v ⊗ w à w ⊗ v .

Maintenant, on va montrer une proposition très importante.

Proposition 2.1.2.1. Soit I un ensemble d'indices. Soient
(
Ui
)
i∈I une famille d'es-

paces vectoriels sur K . Soit V un autre espace vectoriel sur K , alors :

Hom
(⊕
i∈I

Ui , V
) ∼= ∏

i∈I

Hom
(
Ui , V

)
.

Démonstration. On identi�e tout f ∈ Hom
(⊕
i∈I

Ui , V
)
à
(
f|Ui
)
i∈I .

Corollaire 2.1.2.1. Soient I un ensemble d'indices,
(
Ui
)
i∈I une famille de K-espaces

vectoriels. Soit V un autre K-espace vectoriel, alors :(⊕
i∈I

Ui
)
⊗ V ∼=

⊕
i∈I

(
Ui ⊗ V

)
.

Démonstration. Pour tout espace vectoriel W,

Hom
((⊕

i∈I

Ui
)
⊗ V ,W

) ∼= Hom
(⊕
i∈I

Ui , Hom
(
V,W

))
∼=

∏
i∈I

Hom
(
Ui , Hom

(
V,W

))
∼=

∏
i∈I

Hom
(
Ui ⊗ V ,W

)
∼= Hom

(⊕
i∈I

(
Ui ⊗ V

)
,W
)
.

Cette formule est correcte pour tout W . La suite de démonstration est donnée dans
la proposition 5.1(c) [4].

Corollaire 2.1.2.2. Soient {ui}i∈I une base d'un espace vectoriel U et {vj}j∈J une
base d'un espace vectoriel V , alors {ui ⊗ vj}i∈I ,j∈J est une base de U ⊗ V .

Démonstration. On écrit U et V en une somme directe,

U =
⊕
i∈I

Kui , V =
⊕
j∈J

Kvj .
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Alors :

U ⊗ V ∼=
(⊕

i∈I

Kui
)
⊗
(⊕
j∈J

Kvj
)

∼=
⊕
i∈I

(
Kui ⊗

(⊕
j∈J

Kvj
))

∼=
⊕
i∈I

⊕
j∈J

(
Kui ⊗Kvj

)
∼=
⊕

i∈I, j∈J

K(ui ⊗ vj) .

Corollaire 2.1.2.3. Si U et V sont de dimension �nie, alors
dim

(
U ⊗ V

)
= dimU × dimV .

Démonstration. Grâce au corollaire précédent,

U ⊗ V ∼=
dimU⊕
i=1

dimV⊕
j=1

K(ui ⊗ vj) .

D'où, dim
(
U ⊗ V

)
= dimU × dimV .

2.2 Produit tensoriel de deux application linéaire et

de deux algèbres

Dé�nition 2.2.1. Soient U,U ′ , V , V ′ quatre espaces vectoriels sur K , f ∈ L(U ,U ′)et
g ∈ L(V , V ′) . On dé�nit le produit tensoriel des applications linéaires f et g par la
formule suivante :

f ⊗ g : U ⊗ V −→ U ′ ⊗ V ′
u⊗ v 7→ f(u)⊗ g(v) .

Dé�nition 2.2.2. Soient A,B deux algèbres sur K . On munit l'espace tensoriel
A⊗B d'une structure d'algèbre. On dé�nit la multiplication sur A⊗B par :

(a⊗ b) · (a′ ⊗ b′) = (aa′)⊗ (bb′) .

Remarque 2.2.1. La multiplication de A ⊗ B est associative et distributive par
rapport à l'addition d'après la bilinéarité de ⊗ .

Remarque 2.2.2. Dans l'équation ci-dessus, · note la loi de multiplication dans
A⊗B .

Remarque 2.2.3. On note A⊗A = A⊗2 et on dé�nit A⊗i = A⊗ A⊗ · · · ⊗ A︸ ︷︷ ︸
i−fois

pour

un certain i ∈ N∗ et A⊗0 = K .
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Exemple : (L'algèbre tensorielle) Soit A une algèbre. On note T (A) =
⊕
i≥0

A⊗i .

T (A) est un espace vectoriel. La multiplication sur T (A) est dé�nie par :
pour tout i , j ≥ 0 , tout a1 ⊗ a2 · · · ⊗ ai ∈ A⊗i , ai+1 ⊗ ai+2 · · · ⊗ ai+j ∈ A⊗j ,

(a1⊗a2 · · ·⊗ai)·(ai+1⊗ai+2 · · ·⊗ai+j) = a1⊗a2 · · ·⊗ai⊗ai+1⊗ai+2 · · ·⊗ai+j ∈ A⊗(i+j) .

Remarque 2.2.4. On étend la multiplication en la rendant distributive par rapport
à l'addition par dé�nition. Avec elle, T (V ) devient une algèbre. On l'appelle algèbre
tensorielle de A. Par ailleurs, sa multiplication s'appelle la concaténation.



Chapitre 3

Les polynômes non-commutatifs

3.1 Les mots, les polynômes non-commutatifs et les

séries formelles non-commutatives

Soit K un corps ou un anneau. On connaît bien les polynômes (commutatifs)
classiques. Si l'on supprime la �commutativité�, on obtiendra les polynômes non-
commutatifs. On commence par quelques dé�nitions.

Dé�nition 3.1.1 (l'alphabet, les lettres, les mots). Soit A un ensemble (�ni ou
in�ni) . On appelle cet ensemble alphabet. Un élément de A s'appelle une lettre. Une
séquence �nie des lettres s'appelle un mot. Par ailleurs on note le mot vide ε . On
note A∗ l'ensemble des mots sur A et le mot vide.

Remarque 3.1.1. Dans la plupart des cas, A est �ni, mais notre dé�nition marche
aussi au cas où A était in�ni. On note un mot ω ∈ A∗ habituellement. On peut
�identi�er� cette dé�nition aux lettres et aux mots habituels.

Dé�nition 3.1.2 (Concaténation). Soient ω1 = a1a2 · · · ak , ω2 = ak+1ak+2 · · · al avec
k ≥ 1 , l > k deux mots non-vides de A∗ , où {ai}1≤i≤l sont des lettres. La concaté-
nation de ω1 , ω2 est

conc(ω1 , ω2) = a1a2 · · · al .

Et ∀ω ∈ A∗, conc(ε , ω) = conc(ω , ε) = ω .
Sans ambiguïté, on écrit u · v = conc(u , v) .

Remarque 3.1.2. (A∗ , conc) est le monoïde libre sur A d'élément neutre ε .

Maintenant, soit K un anneau commutatif unitaire.

Dé�nition 3.1.3. Un polynôme non-commutatif d'alphabet A à coe�cient dans K est
une K-combinaison linéaire �nie de mots de A . Alors, un polynôme non-commutatif
P d'alphabet A à coe�cient dans K s'écrit

P =
∑
ω∈A∗

(P , ω)ω ,

où (P , ω) désigne le coe�cient du mot ω . Sans ambiguïté, on l'appelle aussi un
polynôme.

13
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Chaque polynôme est donc une somme �nie car il n'y a qu'un nombre �ni de
coe�cients non-nuls dans cette notation. On note K<A> l'ensemble de tous les
polynômes non-commutatifs dans A sur K (d'alphabet A à coe�cient dans K) .
Par ailleurs, on peut dé�nir la série formelle non-commutative par analogie. Autre-
ment dit, il s'agit d'une somme in�nie, en utilisant la même écriture de P ; l'ensemble
des séries formelle est noté K<<A>> .

3.2 La multiplication de K<A> et ses propriétés

Dé�nition 3.2.1. Soient P =
∑
u∈A∗

(
P , u

)
u , Q =

∑
v∈A∗

(
Q , v

)
v deux polynômes

non-commutatifs, les coe�cients de PQ =
∑
w∈A∗

(
PQ ,w

)
w sont dé�nis par

(
PQ ,w

)
=
∑
w=u·v

(
P , u

)(
Q , v

)
.

Proposition 3.2.1. Muni de la multiplication précédente, K<A> est une algèbre
unitaire ; K<<A>> aussi.

Démonstration. Il est évident que K<A> est un espace vectoriel sur K .
Associativité :
Soient P1 =

∑
u1∈A∗

(
P1 , u1

)
u1 , P2 =

∑
u2∈A∗

(
P2 , u2

)
u2 , P3 =

∑
u3∈A∗

(
P3 , u3

)
u3 ,

((
P1P2

)
P3 , ω

)
=

∑
ω=ω1·ω2

( ∑
ω1=u1·u2

(
P1 , u1

)(
P2 , u2

))(
P3 , ω2

)
=

∑
ω=u1·u2·u3

(
P1 , u1

)(
P2 , u2

)(
P3 , u3

)
.

De même, pour
(
P1

(
P2P3

)
, ω
)
, alors

(
P1P2

)
P3 = P1

(
P2P3

)
.

Unité : Le mot vide ε est l'élément unitaire, en e�et(
P1ε , ω

)
=
∑

ω=u1u2

(
P1 , u1

)(
ε , u2

)
=
(
P1 , ω

)
.

Alors, P1ε = P1 . De même, εP1 = P1 .
Distributivité :
Soient P1 =

∑
u1∈A∗

(
P1 , u1

)
u1 , P2 =

∑
u2∈A∗

(
P2 , u2

)
u2 , P3 =

∑
u3∈A∗

(
P3 , u3

)
u3 ,

(
P1 + P2

)
P3 =

( ∑
u∈A∗

((
P1 , u

)
+
(
P2 , u

))
u
)( ∑

u3∈A∗

(
P3 , u3

)
u3

)
=
∑

ω=u·u3

(((
P1 , u

)
+
(
P2 , u

))(
P3 , u3

))
ω .
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P1P3 + P2P3 =
∑

ω=u1·u3

(
P1 , u1

)(
P3 , u3

)
ω +

∑
ω′=u2·u3

(
P2 , u2

)(
P3 , u3

)
ω′

=
∑

ω=u·u3

(
P1 , u

)(
P3 , u3

)
ω +

∑
ω=u·u3

(
P2 , u

)(
P3 , u3

)
ω

=
∑

ω=u·u3

((
P1 , u

)(
P3 , u3

)
+
(
P2 , u

)(
P3 , u3

))
ω

=
∑

ω=u·u3

(((
P1 , u

)
+
(
P2 , u

))(
P3 , u3

))
ω .

Donc
(
P1 + P2

)
P3 = P1P3 + P2P3 . De même, P3

(
P1 + P2

)
= P3P1 + P3P2 .

Donc K<A> est une algèbre. On démontre le cas des séries formelles en utilisant les
mêmes calculs ; on laisse au lecteur de le refaire.

Proposition 3.2.2. Soit i : A→ A∗ l'injection canonique. (A , i) possède la propriété
universelle suivante : pour toute application f : A −→ M de A dans un monoïde
quelconque M , il existe un unique homomorphisme de monoïde A∗ dans M tel que
le diagramme suivant commute.

A �
� i //

f   

A∗

f̄}}
M

Démonstration. Pour un élément ω = a1a2 · · · an ∈ A∗ , on pose

f̄(ω) = f(a1)f(a2) · · · f(an) .

Il est évident que ce diagramme devient alors commutatif d'après cette dé�nition.
Si ¯̄f est un autre homomorphisme, pour tout a ∈ A , ¯̄f(a) = ¯̄f ◦ i(a) = f(a) . Alors,

¯̄f(ω) = ¯̄f(a1) ¯̄f(a2) · · · ¯̄f(an) = f(a1)f(a2) · · · f(an) .

D'où, on obtient l'unicité.

Si l'on conserve la notation i pour l'injection de A dans K<A> , (A , i) possède
aussi la propriété universelle.

Proposition 3.2.3. Pour toute application g : A→ A de A dans une algèbre asso-
ciative quelconque A sur K , il existe un unique homomorphisme d'algèbre
g̃ : K<A>−→ A tel que le diagramme suivant commute.

A �
� i //

g ��

K<A>

g̃{{
A
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Démonstration. Par la notation de la proposition précédente, il existe un unique
homomorphisme ḡ : A −→ A∗ . Pour un polynôme P =

∑
u∈A∗

(
P , u

)
u , on pose

g̃
(
P
)

=
∑
u∈A∗

(
P , u

)
ḡ(u) .

Soit Q =
∑
v∈A∗

(Q , v)v , alors

g̃
(
PQ
)

= g̃
( ∑
u ,v∈A∗

(
P , u

)(
Q , v

)
u · v

)
=
∑

u ,v∈A∗

(
P , u

)(
Q , v

)
ḡ(u · v)

=
∑

u ,v∈A∗

(
P , u

)(
Q , v

)
ḡ(u)ḡ(v)

=
( ∑
u∈A∗

(
P , u

)
ḡ(u)

)( ∑
v∈A∗

(
Q , v

)
ḡ(v)

)
= g̃
(
P
)
g̃
(
Q
)
.



Chapitre 4

Cogèbre ,bigèbre et l'algèbre de Hopf

4.1 Algèbre et Cogèbre

Rappel : La dé�nition de l'algèbre est bien connue. Ici, on parle d'algèbre unitaire
(c'est-à-dire que la multiplication possède un élément neutre) .
Soit A une algèbre unitaire sur un corps K . Dire que la multiplication de A a un
élément neutre est équivalent à dire qu'il existe une K-application linéaire de K dans
A , notée u , telle que u(1K) = 1 , où 1 est l'élément neutre de la multiplication de
A , 1K est celui de K .
De cette façon, on peut réécrire la dé�nition d'une algèbre unitaire :

Dé�nition 4.1.1. Soit A un espace vectoriel muni d'une application linéaire
M : A⊗A −→ A , appelée multiplication et d'une K-application linéaire
u : K −→ A , appelée unité. On dit que le triplet (A ,M , u) est une algèbre si les
diagrammes suivants commutent :

Axiome d'associativité : A⊗A⊗A Id⊗M //

M⊗Id
��

A⊗A
M
��

A⊗A M // A
Axiome d'unité : A⊗A

M

��

K⊗A

u⊗Id
99

∼

%%

A⊗K .

Id⊗u
ff

∼

xxA
Remarque 4.1.1. Dans le deuxième diagramme, ∼ désigne l'isomorphisme cano-
nique entre K⊗A et A : k ⊗ a ∼ ka .

Le but de réécrire la dé�nition d'une algèbre sous cette forme est de donner celle
des cogèbres plus naturellement. En e�et, une cogèbre est obtenue en renversant tous
les sens des �èches :

Dé�nition 4.1.2. Soit C un espace vectoriel muni d'une application linéaire
∆ : C → C ⊗ C , appelée la comultiplication et d'une K-application linéaire
ε : C → K , appelée counité. On dit que le triplet (C ,∆ , ε) est une cogèbre si ces
deux diagrammes suivants commutent :

17
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Axiome de coassociativité : C ⊗ C ⊗ C C ⊗ CId⊗∆oo

C ⊗ C

∆⊗Id

OO

C∆oo

∆

OO

Axiome de counité : C ⊗ C
ε⊗Id

yy

Id⊗ε

&&
K⊗ C C ⊗K .

C

∼
ee ∆

OO

∼
88

Soit c ∈ C , ∆(c) =
n∑
i=1

c1i ⊗ c2i . Par la notation introduite par M. Sweedler

[7], notons ∆(c) =
∑
c

c1 ⊗ c2 .

Par la commutativité du diagramme, (∆⊗ Id) ◦∆ = (Id⊗∆) ◦∆ . On a :∑
c

(∑
c1

c1 ,1 ⊗ c1 ,2
)
⊗ c2 =

∑
c

c1 ⊗
(∑

c2

c2 ,1 ⊗ c2 ,2
)
.

Donc on la note
∑
c

c1 ⊗ c2 ⊗ c3 .

Exemple : Soit S un ensemble. On note KS l'espace vectoriel engendré par tous les
éléments de S comme la base sur K . On munit KS d'une structure de cogèbre par

∆ : KS −→ KS ⊗KS
s 7−→ s⊗ s

ε : KS −→ K
s 7−→ 1K .

Démonstration. Pour tout s ∈ S ,

(Id⊗∆) ◦∆(s) =(Id⊗∆)(s⊗ s)
=s⊗ s⊗ s .

(∆⊗ Id) ◦∆(s) =(∆⊗ Id)(s⊗ s)
=s⊗ s⊗ s .

Donc, (Id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ Id) ◦∆ .

(ε⊗ Id) ◦∆(s) =(ε⊗ Id)(s⊗ s)
=1K ⊗ s ∼ s .

(Id⊗ ε) ◦∆(s) =(Id⊗ ε)(s⊗ s)
=s⊗ 1K ∼ s .

Donc, (ε⊗ Id) ◦∆ = (Id⊗ ε) ◦∆ . D'où,
(
KS ,∆ , ε

)
est une cogèbre.

On rencontrera à nouveau la notation KS dans les chapitres suivants.
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4.2 La dualité d'algèbre et de cogèbre

Soient E un espace vectoriel et u ∈ E , f ∈ E∗ , notons f(u) =<f , u> .

Lemme 4.2.1. Soient E ,F deux espaces vectoriels. Soit ϕ : E → F une application
linéaire. Si E est de dimension �nie, on peut bien dé�nir l'application duale
ϕ∗ : F ∗ −→ E∗ .

Démonstration. Soit {e1 , e2 , · · · , en} la base de E . Alors la base duale est {e1
∗ , e2

∗ , · · · , en∗}.

On dé�nit ϕ∗(f) =
n∑
i=1

<f , ϕ(ei)> ei
∗ pour tout f ∈ F ∗ .

Remarque 4.2.1. On peut dé�nir l'application duale de ϕ dans le cas où E est de
dimension in�nies. Mais dans ce mémoire, le cas où E est de dimension �nie a su�t.

Soit (C ,∆ , ε) une cogèbre sur K . ε : C → K détermine ε∗ : K∗ −→ C∗ .
∆ : C −→ C ⊗ C détermine ∆∗ : (C ⊗ C)∗ −→ C∗ .

Lemme 4.2.2. Soit E un espace vectoriel. Il existe une injection canonique
ρ : E∗ ⊗ E∗ −→ (E ⊗ E)∗ ; si E est de dimension �nie, ρ est alors une bijection.

Démonstration. Soient f , g ∈ E∗ , on dé�nit ρ(f ⊗ g) par

∀u , v ∈ E ,<ρ(f ⊗ g) , u⊗ v>=<f , u><g , v> .

Si ∀u , v ∈ E ,< f , u >< g , v >= 0 , soit f ≡ 0 , soit g ≡ 0 . Dans tous les cas, on
a : f ⊗ g = 0 . Donc, ρ est une injection : ρ(E∗ ⊗ E∗) ⊂ (E ⊗ E)∗ .
De plus, si E est de dimension �nie, dim(E∗⊗E∗) = (dimE)2 = dim(E⊗E)∗ , alors
ρ(E∗ ⊗ E∗) = (E ⊗ E)∗ . ρ est donc une bijection.

Remarque 4.2.2. Si E est de dimension in�nie, ρ(E∗ ⊗ E∗) & (E ⊗ E)∗ .

Théorème 4.2.1. Soit (C ,∆ , ε) une cogèbre. (C∗ ,∆∗ ◦ ρ , ε∗) est une algèbre.

Démonstration. On va véri�er les deux diagrammes des axiomes d'algèbres (Dé�ni-
tion [4.1.1]) . On les rappelle ci-dessous.

C∗ ⊗ C∗ ⊗ C∗ Id⊗(∆∗◦ρ) //

∆∗◦ρ⊗Id
��

C∗ ⊗ C∗

(∆∗◦ρ)
��

C∗ ⊗ C∗ ∆∗◦ρ // C∗

C∗ ⊗ C∗

∆∗◦ρ

��

K⊗ C∗

ε∗⊗Id
88

C∗ ⊗K .

Id⊗ε∗
gg

C∗

∼
ff

∼
77

Véri�ons d'abord le premier diagramme. Pour tout f ⊗ g ⊗ h ∈ C∗ ⊗C∗ ⊗C∗ , tout
c ∈ C , il su�t de montrer〈

∆∗
(
ρ
(
f ⊗∆∗ ◦ ρ(g ⊗ h)

))
, c
〉

=
〈
∆∗
(
ρ
(
∆∗(f ⊗ g)⊗ h

))
, c
〉
.
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Il est équivalent à∑
c

<f , c1>
〈
∆∗
(
ρ(g ⊗ h)

)
, c2
〉

=
∑
c

〈
∆∗(f ⊗ g) , c1><h , c2

〉
qui est équivalent à∑

c

∑
c2

<f , c1><g , c2 ,1><h , c2 ,2>=
∑
c

∑
c1

<f , c1 ,1><g , c1 ,2><h , c2>

qui est équivalent à

<f ⊗ g ⊗ h ,
∑
c

c1c2c3>=<f ⊗ g ⊗ h ,
∑
c

c1c2c3>

qui est évident.
Véri�ons la commutativité de la partie gauche du deuxième diagramme. De même,
pour la partie droite de ce diagramme. Cela est équivalent à : pour tout k ∈ K ,
f ∈ C∗ , c ∈ C 〈

∆∗
(
ρ
(
ε∗(k∗)⊗ f

))
, c
〉

=
〈
ρ
(
ε∗(k∗)⊗ f

)
,
∑
c

c1 ⊗ c2
〉

=
∑
c

<ε∗(k∗) , c1 >< f , c2>

=
∑
c

<k∗ , ε(c1)><f , c2>

=
∑
c

<f , kε(c1)c2> .

D'après l'axiome de counité (Dé�nition [4.1.2]) , 1⊗ c =
∑
c

ε(c1)⊗ c2 . Alors

c =
∑
c

ε(c1)c2 .

D'où,
〈
∆∗
(
ρ
(
ε∗(k∗)⊗ f

))
, c
〉

=
∑
c

< f , kε(c1)c2 >= k < f , c > .

Alors, ∆∗
(
ρ
(
ε∗(k∗)⊗ f

))
= kf .

D'où (C∗ ,∆∗ ◦ ρ , ε∗) est une algèbre.

Théorème 4.2.2. Soit (A ,M , u) une algèbre. Si A est de dimension �nie,
(A∗ , ρ−1 ◦M∗ , ε∗) est une cogèbre.

Remarque 4.2.3. Si A est de dimension �nie, ρ−1 existe d'après le lemme [4.2.2].

La preuve est presque même que le théorème précédent. La di�érence relève de
quelques changement d'ordre de lettres. On la laisse au lecteur en tant qu'exercise.

4.3 Bigèbre

Avant de préciser la dé�nition de bigèbre, on se donne la dé�nition du morphisme
d'algèbre et de cogèbre.
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Dé�nition 4.3.1 (Morphisme d'algèbre et de cogèbre).
i) Soient (A ,MA , uA) et (B ,MB , uB) deux algèbres.
f : A −→ B est un morphisme d'algèbre lorsque les diagrammes suivants commutent.

A⊗ A f⊗f //

MA

��

B ⊗B
MB

��
A

f // B

A
f // B

K

uA

OO

∼ // K

uB

OO

ii) Soient (C ,∆C , εC) et (D ,∆ , εD) deux cogèbres.
g : C −→ D est un morphisme de cogèbre lorsque les diagrammes suivants com-
mutent.

C
g //

∆C

��

D

∆D

��
C ⊗ C g⊗g // D ⊗D

C
g //

εC
��

D

εD
��

K ∼ // K

Dé�nition 4.3.2 (La structure de A⊗ A et de C ⊗ C).
i) Étant donné une algèbre (A ,M , u) , on dé�nit
(M ⊗M) ◦ (Id ⊗ τA,A ⊗ Id) et u ⊗ u comme la multiplication et l'unité de A ⊗ A ,
où τA,A est la transposée sur A⊗ A .
ii) Étant donné une cogèbre (C ,∆ , ε) , on dé�nit (Id ⊗ τC,C ⊗ Id) ◦ (∆ ⊗ ∆) et
ε⊗ ε comme la comultiplication et la counité de C⊗C , où τC,C est la transposée sur
C ⊗ C .

Proposition 4.3.1. Avec la notation de la dé�nition précédente,

i)
(
A⊗ A , (M ⊗M) ◦ (Id⊗ τA,A ⊗ Id) , u⊗ u

)
est une algèbre.

ii)
(
C ⊗ C , (Id⊗ τC,C ⊗ Id) ◦ (∆⊗∆) , ε⊗ ε

)
est une cogèbre.

Démonstration. i) On écrit a1b1 au lieu de M(a1 , b1) .
Véri�ons d'abord que pour tout a1 ⊗ a2 , b1 ⊗ b2 , c1 ⊗ c2 ∈ A⊗ A ,

(M ⊗M) ◦ (Id⊗ τA,A ⊗ Id)
(
(a1b1 ⊗ a2b2)⊗ (c1 ⊗ c2)

)
=(M ⊗M) ◦ (Id⊗ τA,A ⊗ Id)

(
(a1 ⊗ a2)⊗ (b1c1 ⊗ b2c2)

)
qui est équivalent à(

(a1b1)c1

)
⊗
(
(a2b2)c2

)
=
(
a1(b1c1)

)
⊗
(
a2(b2c2)

)
.

Par l'associativité de A , cela est vrai.
Véri�ons que pour tout k1 ⊗ k2 ∈ K⊗K , a1 ⊗ a2 ∈ A⊗ A ,

k1k2(a1 ⊗ a2) =
(
M ⊗M

)
◦
(
Id⊗ τA,A ⊗ Id

)(
(k11⊗ k21)⊗ (a1 ⊗ a2)

)
qui est équvalent à

k1k2(a1 ⊗ a2) = k1a1 ⊗ k2a2 = k1k2a1 ⊗ a2 .

Cela est vrai.
ii) Véri�ons que pour tout c⊗ d ∈ C ⊗ C ,((

(Id⊗ τC,C ⊗ Id) ◦ (∆⊗∆)
)
⊗ (Id⊗ Id)

)(∑
c,d

(
c1 ⊗ d1

)
⊗
(
c2 ⊗ d2

))
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=
(

(Id⊗ Id)⊗
(
(Id⊗ τC,C ⊗ Id) ◦ (∆⊗∆)

))(∑
c,d

(
c1 ⊗ d1

)
⊗
(
c2 ⊗ d2

))
qui est équivalent à ∑

c,d,c1,d1

(c1 ,1 ⊗ d1 ,1)⊗ (c1 ,2 ⊗ d1 ,2)⊗ (c2 ⊗ d2)

=
∑

c,d,c2,d2

(c1 ⊗ d1)⊗ (c2 ,1 ⊗ d2 ,1)⊗ (c2 ,2 ⊗ d2 ,2) .

D'après l'axiome de coassociativité de C , cela est vrai.
Véri�ons que pour tout c⊗ d ∈ C ⊗ C ,

(1⊗ 1)⊗ (c⊗ d) =
∑
c,d

(
ε(c1)⊗ ε(d1)

)
⊗ (c2 ⊗ d2)

qui est équivalent à

c⊗ d =
(∑

c

ε(c1)c2
)
⊗
(∑

d

ε(d1)d2
)
.

Cela est vrai par l'axiome de counité de C .

Remarque 4.3.1. L'algèbre
(
A⊗ A , (M ⊗M) ◦ (Id⊗ τA,A ⊗ Id) , u⊗ u

)
(resp. la

cogèbre
(
C⊗C , (Id⊗ τC,C ⊗ Id) ◦ (∆⊗∆) , ε⊗ ε

)
) est dite engendrée par (A ,M , u)

(resp. (C ,∆ , ε)) . Désormais, on la note A⊗ A (resp. C ⊗ C) sans ambiguïté.

Maintenant, on a bien dé�ni l'algèbre et la cogèbre. Si un espace vectoriel muni
d'une structure d'algèbre et simultanément d'une structure de cogèbre, peut-on dire
qu'il est une bigèbre ? Non ! Il n'est que la composition d'une algèbre et d'une cogèbre.
Entre ces deux structure, on a besoin d'une compatibilité. Sinon, les bonne propriétés
de bigèbres ne se montraient pas. On introduit la compatibilité suivante.

Dé�nition 4.3.3. Soit H un espace vectoriel. Supposons que H soit muni simultané-
ment d'une structure d'algèbre (H ,M , u) et d'une structure de cogèbre (H ,∆ , ε). On
dit que ces deux structure sont compatibles si l'une des deux conditions est véri�ée :

i) M et u sont des morphismes de cogèbre (H ,∆ , ε) .
ii) ∆ et ε sont des morphismes d'algèbre (H ,M , u) .

Proposition 4.3.2. Ces deux conditions sont équivalentes.

Démonstration. Par la dé�niton [4.3.1], i) est équivalente aux diagrammes commu-
tatifs suivants.

H⊗H M //

(Id⊗τ⊗Id)◦(∆⊗∆)
��

H
∆
��

(H⊗H)⊗ (H⊗H)
M⊗M //H⊗H

H⊗H M //

ε⊗ε
��

H
ε
��

K⊗K ∼ // K

K u //

∼
��

H
∆
��

K⊗K u⊗u //H⊗H

K u //

∼
&&

H
ε
��
K
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ii) est équivalente aux diagrammes suivant.

H⊗H ∆⊗∆ //

M
��

(H⊗H)⊗ (H⊗H)

(M⊗M)◦(Id⊗τ⊗Id)

��
H ∆ //H⊗H

H ∆ //H⊗H

K

u

OO

∼ // K⊗K

u⊗u

OO

H⊗H ε⊗ε //

M
��

K⊗K
∼
��

H ε // K

H ε // K

∼
~~

K

u

OO

Les quatre diagrammes dans i) sont mêmes que ceux de dans ii) .

Maintenant, on précise la dé�nition de bigèbre.

Dé�nition 4.3.4. Soit H un espace vectoriel. On dit que (H ,M , u ,∆ , ε) est une
bigèbre lorsque :

i)
(
H ,M , u

)
est une algèbre ;

ii)
(
H ,∆ , ε

)
est une cogèbre ;

iii) ∆ et ε sont des morphismes de l'algèbre
(
H ,M , u

)
.

4.4 L'algèbre de Hopf

Soient (A ,M , u) une algèbre et (C ,∆ , ε) une cogèbre. On considère l'espace
vectoriel Hom(C ,A) des homomorphismes de C dans A .

Dé�nition 4.4.1 (Convolution). Soient f , g ∈ Hom(C ,A) . La convolution f ∗ g
est dé�nie par f ∗ g = M ◦ (f ⊗ g) ◦∆ .

C ⊗ C f⊗g // A⊗ A
M
��

C

∆

OO

f∗g // A .

Remarque 4.4.1. Grâce à la notation de M.Sweedler, pour tout c ∈ C ,

f ∗ g(c) =
∑
c

f(c1)g(c2) .

Proposition 4.4.1. Soient (A ,M , u) une algèbre et (C ,∆ , ε) une cogèbre.
(
Hom(C ,A) , ∗

)
est une algèbre unitaire d'unité u ◦ ε .

Démonstration. Pour tout f ∈ Hom(C ,A) , c ∈ C ,

(u ◦ ε) ∗ f(c) =
∑
c

(u ◦ ε)(c1)f(c2)

.
u ◦ ε(c1) = ε(c1)u(1K) = ε(c1) .

Alors,

(u ◦ ε) ∗ f(c) =
∑
c

ε(c1)f(c2) = f
(∑

c

ε(c1)c2
)
.
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D'après l'axiome de counité de C ,
∑
c

ε(c1)c2 = c .

D'où, on a : (u ◦ ε) ∗ f(c) = f(c) .
Alors, u ◦ ε est l'unité. Il reste à montrer l'associativité de ∗ .

(f ∗ g) ∗ h(c) =
∑
c

(f ∗ g)(c1)h(c2)

=
∑
c,c1

f(c1 ,1)g(c1 ,2)h(c2)

= <f ⊗ g ⊗ h ,
∑
c

c1 ⊗ c2 ⊗ c3> .

De même, f ∗(g∗h)(c) =<f⊗g⊗h ,
∑
c

c1⊗c2⊗c3> , de sorte que ∗ soit associative.

Donc
(
Hom(C ,A) , ∗

)
est une algèbre d'unité u ◦ ε .

Dé�nition 4.4.2. Soit (H ,M , u ,∆ , ε) une bigèbre. On considère End(H) l'endo-
morphisme de H . Soit Id l'identité. S'il existe S ∈ End(H) tel que
S ∗ Id = Id ∗ S = u ◦ ε , S est appelé antipode de H .

Dé�nition 4.4.3. Une bigèbre possédant une antipode est une algèbre de Hopf. Par
la notation ci-dessus, notons (H ,M , u ,∆ , ε , S) l'algèbre de Hopf H avec l'antipode
S .

Remarque 4.4.2. La dé�nition de l'algèbre de Hopf est résumée par les diagrammes
suivants :

H⊗H⊗H Id⊗M //

M⊗Id
��

H⊗H
M
��

H⊗H M //H

H⊗H⊗H H⊗HId⊗∆oo

H⊗H

∆⊗Id

OO

H∆oo

∆

OO

H⊗H

M

��

K⊗H

u⊗Id
99

∼

%%

H⊗K

Id⊗u
ee

∼

yyH

H⊗H
ε⊗Id

yy

Id⊗ε

%%
K⊗H H⊗K

H

∼
ee ∆

OO

∼
99

H⊗H S⊗Id //H⊗H
M

$$
H

∆
;;

ε //

∆ ##

K u //H .

H⊗H Id⊗S //H⊗H
M

::
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Dé�nition 4.4.4. Soient (H ,M , u ,∆ , ε , S) , (H̃ , M̃ , ũ , ∆̃ , ε̃ , S̃) deux algèbres de
Hopf. Un morphisme d'algèbre de Hopf est une application f : H −→ H̃ qui véri�e
non seulement les quatre diagrammes de la dé�nition [4.3.1] mais aussi celui de
suivant :

H f //

S
��

H̃

S̃
��

H
f
// H̃ .

Remarque 4.4.3. En e�et, le diagramme ci-dessus impose la commutativité entre
f et les antipodes S , S̃ .

De même que pour un espace vectoriel ou une algèbre, une algèbre de Hopf peut être
aussi graduée :

Dé�nition 4.4.5. Soit (H ,M , u ,∆ , ε , S) une algèbre de Hopf. On dit que H est une
algèbre de Hopf graduée lorsqu'il existe une graduation (Hn)n∈N de l'espace vectoriel
H telle que : 

∀m,n ∈ N ,M(Hm ⊗Hn) ⊂ Hm+n

∀n ∈ N ,∆(Hm) ⊂
∑

k ,l≥0 ,k+l=n

Hk ⊗Hl

.



Chapitre 5

Les shu�es

5.1 La dé�nition du shu�e et ses propriétés

Dans cette section, on introduit le produit de mélange de deux mots de K<A> .
Rappelons qu'en anglais, cette notion s'appelle le shu�e, ce qui justi�era la notation.

Notation 5.1.1. Soient ω = a1a2 · · · an ∈ A∗ un mot de longueur n et I ⊂ J1;nK .
Si I = ∅ , on pose ω|I = ε ; si I = {i1 < i2 < · · · < ik} , on pose ω|I = ai1ai2 · · · aik .

Remarque 5.1.1. Par dé�nition, si l'on se donne une partition de J1;nK , c'est-à-

dire p ensemble I1 , I2 , · · · , Ip véri�ant
p⊔
j=1

Ij = J1;nK et les mots ω|I1 , · · · , ω|Ip , on

retrouve naturellement ω .
Par exemple, si A = {a , b , c} , I1 = {1; 3; 4} , I2 = {2; 7; 9} , I3 = {5; 6; 8} avec
ω|I1 = abc , ω|I2 = bca , ω|I3 = cab , alors, on retrouve ω = abbccacba .
Même s'il s'agit d'une remarque évidente, on l'utilisera très fréquemment dans la
suite.

Si l'on se donne p mots ui de longueur ni , i = 1 , 2 , · · · , p , on peut dé�nir leur
mélange d'une manière pratique. On marque n1 +n2 + · · ·+np places sur une droite.
On choisit d'abord n1 places arbitrairement, on y place les lettres du mot u1 de
gauche à droit, c'est-à-dire les unes après les autres. On fait de même pour u2 , u3

jusqu'à up en utilisant les places restantes. On a donc construit un mot de longueur
n1+n2+· · ·+np , noté U

(
I1 , · · · , Ip

)
où Ii désigne le sous-ensemble de J1;n1+· · ·+npK

de places choisies pour situer les lettres du mot obtenu.
A la ligne, en parcourant toutes les places possibles de cette façon et en e�ectuant
la somme de tous les mots ainsi obtenus, on obtient ce que l'on appelle le produit
de mélange des mots u1 , · · · , up . Maintenant, on se donne la dé�nition du shu�e en
mathématique.

Dé�nition 5.1.1 (Le shu�e des mots). Soient (u1; · · · ;up) ∈ A∗ des mots de lon-
gueur ni , i = 1 , 2 , · · · , p . Leur mélange est un polynôme de K<A> dé�ni par

u1� u2� · · ·� up =
∑

U
(
I1 , I2 , · · · , Ip

)
.

où la somme s'e�ectue sur l'ensemble des partitions de J1;n1 + · · · + npK véri�ant
|Ij| = nj , pour tout j = 1 , 2 , · · · , p .

26
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Exemple : Si A = {a , b , c , d} , u1 = ab , u2 = cd ,

u1� u2 = abcd+ acbd+ acdb+ cabd+ cadb+ cdab .

Remarque 5.1.2. Avec la notation précédente, la somme contient n!
n1!n2!···np!

termes.

Remarque 5.1.3. S'il y a un mot vide parmi les uj , j = 1 , 2 , · · · , p , celui-ci n'in-
terviendra pas dans leur produit de mélange. On peut donc le supprimer. Le produit
de mélange est un opérateur binaire commutatif car la somme est pour toutes les
possibilités de Ij , j = 1 , 2 , · · · , p .

On a bien dé�ni le mélange de A∗ ; maintenant, on va prolonger cette notion à
K<A> et K<<A>> par p-linéarité.

Rappel : K[A] désigne l'ensemble des polynômes (commutatifs) engendré par A
sur K . K[[A]] désigne l'ensemble des séries formelles correspondantes. K<A> dé-
signe l'ensemble des polynômes non-commutatifs correspondants et K<<A>> désigne
l'ensemble des séries formelles non-commutatives correspondantes.

Dé�nition 5.1.2. Soit
(
P1 ; · · · ;Pp

)
∈ K<A>p , où p ∈ N∗ .

En notant Pi =
∑
ui∈A∗

(
Pi , ui

)
ui , on dé�nit P1� · · ·� Pp par :

P1� P2� · · ·� Pp =
∑

(u1 ;u2 ;··· ;up)∈(A∗)p

( p∏
i=1

(Pi , ui)
)
u1� u2� · · ·� up .

Remarque 5.1.4. Chaque Pj est une somme �nie. La dernière expression est donc
bien une somme �nie i.e. appartenant à K<A> . Donc ce prolongement du produit
de mélange par p-linéarité a bien un sens.

Dé�nition 5.1.3. On dé�nit le produit de mélange sh (le shu�e) par :

sh : K<A> ⊗K<A> −→ K<A>
P1 ⊗ P2 7−→ P1� P2 .

Dé�nition 5.1.4. Dans le cas où les séries formelles Sj ∈ K<<A>> , la dé�nition
est identique sauf que la somme est in�nie.

Corollaire 5.1.1. (K<A> ,� , ε) est une algèbre unitaire. (K<<A>> ,� , ε) aussi.

5.2 Les opérateurs duaux du produit de mélange et

de la concaténation

Dans cette section, on ne parle que de la situation K<A> . Celle de K<<A>> est
un prolongement naturel.

Dé�nition 5.2.1. Avec la multiplication introduite dans la dé�nition [2.2.2], on
dé�nit pour p ∈ N∗ l'algèbre :

Fp = K<A>⊗p .
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Notation 5.2.1. Désormais, on notera plus simplement 1 le mot vide ε par 1 .

Dé�nition 5.2.2. On dé�nit un morphisme δp de K<A> dans Fp par :
pour tout a ∈ A ,

δp(a) = a⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + 1⊗ a⊗ · · · ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ 1⊗ · · · ⊗ a ;

pour tout ω = a1 · · · an ,
δp(ω) = δp(a1) · · · δp(an) .

Proposition 5.2.1. Si ω ∈ A∗ , on a :

δp(ω) =
∑

(u1 ;u2 ;··· ;up)∈(A∗)p

(ω , u1� u2� · · ·� up)u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ up .

Démonstration. Soit ω = a1a2 · · · an ∈ A∗ .

δp(a1a2 · · · an) =δp(a1)δp(a2) · · · δp(an)

=
n∏
i=1

(ai ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + 1⊗ ai ⊗ · · · ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ 1⊗ · · · ⊗ ai)

=
∑

⊔p
j=1 Ij={1 ,2 ,··· ,n}

(ω|I1)⊗ (ω|I2)⊗ · · · ⊗ (ω|Ip) .

D'autre part, si (u1 , · · · , up) ∈ (A∗)p , on a :

u1� u2� · · ·� up =
∑

⊔p
j=1 Ij={1 ;2 ;··· ;n} ,|Ij |=l(uj)

u(I1 , I2 , · · · , Ip) ,

où l(u) désigne la longueur du mot u ∈ A∗ .
Alors :∑
(u1 ;u2 ;··· ;up)∈(A∗)p

(ω , u1� u2� · · ·� up)u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ up

=
∑

(u1 ;u2 ;··· ;up)∈(A∗)p

∑
⊔p
j=1 Ij={1 ;2 ;··· ;n} ,|Ij |=l(uj)

(
ω , u(I1 , I2 , · · · , Ip)

)
u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ up

=
∑

⊔p
j=1 Ij={1 ,2 ,··· ,n}

∑
(u1 ;u2 ;··· ;up)∈(A∗)p

(
ω , u(I1 , I2 , · · · , Ip)

)
u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ up .

Les sommes ci-dessus sont des sommes �nies, ce qui explique que l'on puisse échanger
l'ordre de sommation. Quand Ij , j = 1 , 2 , · · · , p sont �xés, le seul cas où

(
ω , u(I1 , I2 , · · · , Ip)

)
n'est pas zéro est uj = ω|Ij .∑
(u1 ;u2 ;··· ;up)∈(A∗)p

(ω , u1� u2� · · ·� up)u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ up

=
∑

⊔p
j=1 Ij={1 ;2 ;··· ;n}

ω|I1 ⊗ ω|I2 ⊗ · · · ⊗ ω|Ip .
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Corollaire 5.2.1. Pour tout S ∈ K<A> , on a :

δp(S) =
∑

u1 ,u2 ,··· ,up∈A∗
(S , u1� u2� · · ·� up)u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ up .

Notation 5.2.2. On note δ = δ2 .

Corollaire 5.2.2. Pour tout S ∈ K<A> , on a :

δ(S) =
∑

u1 ,u2∈A∗
(S , u1� u2)u1 ⊗ u2 .

Proposition 5.2.2. Rappelons le produit de mélange
sh : K<A> ⊗K<A>−→ K<A> . On a : sh∗ = δ .

Démonstration. En e�et, on a besoin de montrer que :(
sh∗(w) , u⊗ v

)
=
(
δ(w) , u⊗ v

)
pour tout triplet (u ; v ;w) ∈ (A∗)3 .
D'après le corollaire [5.2.2], δ(w) =

∑
u ,v∈A∗

(w , u� v)u⊗ v , alors :

(
δ(w) , u⊗ v

)
= (w , u� v) =

(
w , sh(u⊗ v)

)
=
(
u⊗ v , sh∗(w)

)
.

Dé�nition 5.2.3. Habituellement, on dé�nit la concaténation sur
K<A> ⊗K<A> par :

conc(u1 ⊗ u2 , v1 ⊗ v2) = conc(u1 , v1)⊗ conc(u2 , v2) = u1v1 ⊗ u2v2 .

On note plus simplement uv = conc(u , v) .
Le shu�e sur K<A> ⊗K<A> est dé�ni par :

(u1 ⊗ u2)� (v1 ⊗ v2) = (u1� v1)⊗ (u2� v2) .

Proposition 5.2.3. Si l'on voit la concaténation �conc� comme une application
linéaire conc : K<A> ⊗K<A>−→ K<A> . Pour tout R ∈ K<A> , on a :
conc∗(R) =

∑
u ,v∈A∗

(R , uv)u⊗ v .

Démonstration. Pour tout (u ; v) ∈ (A∗)2 et R ∈ K<A> ,(
u⊗ v , conc∗(R)

)
=
(
conc(u⊗ v) , R

)
= (uv ,R) .

Donc, conc∗(R) =
∑

u ,v∈A∗
(R , uv)u⊗ v .

On introduit un lemme pour proposer les propriétés de sh∗ et de conc∗ .

Lemme 5.2.1. Pour tout x , y , u , v ∈ A∗ , on a

(xy , u� v) =
∑

u1 ,u2 ,v1 ,v2∈A∗
(x , u1� v1)(y , u2� v2)(u , u1u2)(v , v1v2) .
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Démonstration. δ(xy) = δ(x)δ(y) , d'où∑
u ,v∈A∗

(xy , u� v)u⊗ v =
( ∑
u1 ,v1

(x , u1� v1)u1 ⊗ v1

)( ∑
u2 ,v2∈A∗

(y , u2� v2)u2 ⊗ v2

)
=

∑
u1 ,v1 ,u2 ,v2

(x , u1� v1)(y , u2� v2)(u1u2 ⊗ v1v2) .

On fait le produit scalaire avec u⊗ v , donc

(xy , u� v) =
∑

u1 ,u2 ,v1 ,v2∈A∗
(x , u1� v1)(y , u2� v2)(u , u1u2)(v , v1v2) .

Proposition 5.2.4. i) sh∗ est un morphisme pour la concaténation.
ii) conc∗ est un morphisme pour le shu�e.

Démonstration. i) Soient x , y ∈ A∗ . On a successivement :

sh∗(xy) =
∑

u ,v∈A∗
(xy , u� v)u⊗ v

=
∑

u ,v∈A∗

∑
u1 ,u2 ,v1 ,v2∈A∗

(x , u1� v1)(y , u2� v2)(u , u1u2)(v , v1v2)u⊗ v

=
∑

u1 ,u2 ,v1 ,v2∈A∗

(
(x , u1� v1)(y , u2� v2)

( ∑
u ,v∈A∗

(u , u1u2)(v , v1v2)u⊗ v
))

=
∑

u1 ,u2 ,v1 ,v2∈A∗
(x , u1� v1)(y , u2� v2)(u1u2 ⊗ v1v2)

=
∑

u1 ,u2 ,v1 ,v2∈A∗
(x , u1� v1)(y , u2� v2)(u1 ⊗ v1)(u2 ⊗ v2)

=
( ∑
u1 ,v1∈A∗

(x , u1� v1)(u1 ⊗ v1)
)( ∑

u2 ,v2∈A∗
(y , u2� v2)(u2 ⊗ v2)

)
=sh∗(x)sh∗(y) .

ii) D'après la proposition [5.2.3], on a :

conc∗(x� y) =
∑

u ,v∈A∗
(x� y , uv)u⊗ v .
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En procédant de même que pour sh∗ , on a :

conc∗(x� y) =
∑

u ,v∈A∗
(x� y , uv)u⊗ v

=
∑

u ,v∈A∗

∑
u1 ,u2 ,v1 ,v2∈A∗

(u , u1� v1)(v , u2� v2)(x , u1u2)(y , v1v2)u⊗ v

=
∑

u1 ,u2 ,v1 ,v2∈A∗

(
(x , u1u2)(y , v1v2)

( ∑
u ,v∈A∗

(u , u1� v1)(v , u2� v2)u⊗ v
))

=
∑

u1 ,u2 ,v1 ,v2∈A∗
(x , u1u2)(y , v1v2)(u1� v1)⊗ (u2� v2)

=
∑

u1 ,u2 ,v1 ,v2∈A∗
(x , u1u2)(y , v1v2)(u1 ⊗ u2)� (v1 ⊗ v2)

=
( ∑
u1 ,u2∈A∗

(x , u1u2)(u1 ⊗ u2)
)
�

( ∑
v1 ,v2∈A∗

(y , v1v2)(v1 ⊗ v2)
)

=conc∗(x)� conc∗(y) .



Chapitre 6

La construction d'algèbre de Hopf sur

K<A>

6.1 Quelques opérateurs sur K<A>
Commençons cette section par dé�nir quelques opérateurs sur K<A> . Nous

donnerons ensuite quelques liens entre eux.

Dé�nition 6.1.1. Dé�nissons les opérateurs α et D de A∗ en donnant leur action
sur le mot ω = a1a2 · · · an , et étendu par linéarité à K<A> :
i) α(ω) = (−1)nanan−1 · · · a1 .
ii) D(ω) = l(ω)ω où l(ω) désigne la longueur de ω .
iii) On dé�nit aussi δ̄ par δ̄ = (Id⊗ α) ◦ δ , où Id est l'identité de K<A> .
iv) On dé�nit un crochet de Lie sur K<A> en posant [ω1 , ω2] = ω1ω2 − ω2ω1 .
Celui-ci est étendu par linéarité à K<A> .
v) On dé�nit aussi r par r(ω) = [a1 , · · · , [an−1 , an]] , r(1)=0. On l'appelle le crochet
de Lie de droit à gauche.

Remarque 6.1.1. D est une dérivation de K<A> .

Démonstration. En e�et, soient (P1 ;P2) ∈ K<A>2 , on a :

D(P1P2) =
∑

ω1 ,ω2∈A∗
(P1 , ω1)(P2 , ω2)D(ω1ω2)

=
∑

ω1 ,ω2∈A∗
(P1 , ω1)(P2 , ω2)l(ω1ω2)ω1ω2

=
∑

ω1 ,ω2∈A∗
(P1 , ω1)(P2 , ω2)

(
l(ω1) + l(ω2)

)
ω1ω2

=
∑

ω1 ,ω2∈A∗
(P1 , ω1)(P2 , ω2)l(ω1)ω1ω2 +

∑
ω1 ,ω2∈A∗

(P1 , ω1)(P2 , ω2)l(ω2)ω1ω2

=D(P1)P2 + P1D(P2) .

32
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Proposition 6.1.1. Soit λ : K<A> ⊗K<A>−→ K<A> dé�nie par
λ(P ⊗Q) = D(P )Q , où (P ;Q) ∈ K<A>2 . Pour tout P ∈ K<A> , on a :
λ ◦ δ̄(P ) = r(P ) et conc ◦ δ̄(P ) = (P , 1)1 . 1

Démonstration. Le cas n = 0 (P = 1) : δ̄(1) = 1 ⊗ 1 , λ ◦ δ̄(1) = 0 = r(1) ,
conc ◦ δ̄(1) = 1 .
Le cas n = 1 : δ̄(a1) = a1 ⊗ 1− 1⊗ a1 , λ ◦ δ̄(a1) = a1 = r(a1) , conc ◦ δ̄(a1) = 0 .
Véri�ons les deux égalités par récurrence ; pour cela, on a besoin de ne montrer que
sur les mots. Supposons que la proposition soit vraie dans le cas des mots de longueur
n , et �xons ω = a1a2 · · · an+1 véri�ant

δ(a2a3 · · · an+1) =
∑
i

Pi ⊗Qi ,

où Pi , Qi sont des mots de longueur non-supérieur que n . L'hypothèse de récurrence
nous donne alors

r(a2a3 · · · an+1) =λ ◦ δ̄(a2a3 · · · an+1)

=λ ◦ (Id⊗ α)
(∑

i

Pi ⊗Qi

)
=λ
(∑

i

Pi ⊗ α(Qi)
)

=
∑
i

D(Pi)α(Qi) .

(a2a3 · · · an+1 , 1)1 =conc ◦ δ̄(a2a3 · · · an+1)

=conc ◦ (Id⊗ α)
(∑

i

Pi ⊗Qi

)
=conc

(∑
i

Pi ⊗ α(Qi)
)

=
∑
i

Piα(Qi) .

D'où,
∑
i

D(Pi)α(Qi) = r(a2a3 · · · an+1) et
∑
i

Piα(Qi) = 0 . Alors :

δ̄(a1a2 · · · an+1) =(Id⊗ α)
(
δ(a1)δ(a2a3 · · · an+1)

)
=(Id⊗ α)

(
(a1 ⊗ 1 + 1⊗ a1)

(∑
i

Pi ⊗Qi

))
=
∑
i

(Id⊗ α)
(
a1Pi ⊗Qi + Pi ⊗ a1Qi

)
=
∑
i

(
a1Pi ⊗ α

(
Qi

)
+ Pi ⊗ α

(
a1Qi

))
=
∑
i

(
a1Pi ⊗ α

(
Qi

)
− Pi ⊗ α

(
Qi

)
a1

)
.

1. On rappelle la notation �conc� dans la proposition [5.2.3].
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λ ◦ δ̄(a1a2 · · · an+1) =
∑
i

((
a1D(Pi) + a1Pi

)
α
(
Qi

)
−D

(
Pi
)
α
(
Qi

)
a1

)
=a1

(∑
i

D
(
Pi
)
α
(
Qi

))
+ a1

(∑
i

Piα
(
Qi

))
−
(∑

i

D
(
Pi
)
α
(
Qi

))
a1

=a1

∑
i

λ
(
Pi ⊗ α

(
Qi

))
+ a1

∑
i

conc
(
Pi ⊗ α

(
Qi

))
−
∑
i

λ
(
Pi ⊗ α

(
Qi

))
=a1

(
λ ◦ δ̄(a2 · · · an+1)

)
+ a1

(
conc ◦ δ̄(a2 · · · an+1)

)
−
(
λ ◦ δ̄(a2 · · · an+1)

)
a1

=a1r(a2a3 · · · an+1)− r(a2a3 · · · an+1)a1

=r(a1a2 · · · an+1) .

conc ◦ δ̄(a1a2 · · · an+1) =
∑
i

(
a1Piα

(
Qi

)
− Piα

(
Qi

)
a1

)
=a1

(∑
i

(
Piα(Qi)

))
−
(∑

i

(
Piα(Qi)

))
a1

=0 .

6.2 La construction d'algèbre de Hopf sur K<A>
Proposition 6.2.1.

(
K<A> , conc , k · 1 , δ , (− , 1)

)
est une bigèbre.

Démonstration. On va véri�er les diagrammes dans les dé�nitions [4.1.1 ,4.1.2 ,4.3.4]
et la proposition [4.3.2].
Structure d'algèbre de K<A> :
La proposition [3.2.1] nous dit que

(
K<A> , conc , k · 1

)
est une algèbre.

Structure de cogèbre de K<A> :
Axiome de coassociativité :
Pour tout ω ∈ A∗

(δ ⊗ Id) ◦ δ(ω) =(δ ⊗ Id)
(∑

u ,v

(ω , u� v)u⊗ v
)

=
∑
u ,v

(ω , u� v)
( ∑
u′ ,u′′

(u , u′� u′′)u′ ⊗ u′′
)
⊗ v

=
∑

u′ ,u′′ ,v

(∑
u

(ω , u� v)(u , u′� u′′)
)
u′ ⊗ u′′ ⊗ v

=
∑

u′ ,u′′ ,v

(
ω , u′� u′′� v

)
u′ ⊗ u′′ ⊗ v .

De même, on a le même résultat de (Id⊗δ)◦δ , on a prouvé l'axiome de coassociativité.
Axiome de counité :
Pour tout ω ∈ A∗ ,(

(− , 1)⊗ Id
)
◦ δ(ω) =

∑
u ,v

(ω , u� v)(u , 1)⊗ v

=
∑
v

(ω , v)1⊗ v

=1⊗ ω = ω .
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De même, on a :
(
Id⊗ (− , 1)

)
◦ δ =∼ . On a prouvé l'axiome de counité.

Compatibilité entre les deux structures :
En e�et, on doit montrer :
i) δ ◦ conc = (conc⊗ conc) ◦ (Id⊗ τ ⊗ Id) ◦ (δ ⊗ δ) ,
ii) δ ◦ (k · 1) = (k · 1⊗ k · 1)◦ ∼ ,
iii) (− , 1) ◦ conc =∼ ◦((− , 1)⊗ (− , 1)) ,
iv) (− , 1) ◦ k · 1 =∼ .

Preuve de i) :
Pour tout ω1 , ω2 ∈ A∗ ,

(conc⊗ conc) ◦ (Id⊗ τ ⊗ Id) ◦ (δ ⊗ δ)(ω1 ⊗ ω2)

=(conc⊗ conc) ◦ (Id⊗ τ ⊗ Id)
(( ∑

u1 ,v1∈A∗
(ω1 , u1� v1)u1 ⊗ v1

)
⊗
( ∑
u2 ,v2∈A∗

(ω2 , u2� v2)u2 ⊗ v2

))
=

∑
u1 ,v1 ,u2 ,v2∈A∗

(ω1 , u1� v1)(ω2 , u2� v2)(u1u2 ⊗ v1v2)

=
∑

u ,v∈A∗

∑
u1 ,v1 ,u2 ,v2∈A∗

(ω1 , u1� v1)(ω2 , u2� v2)(u , u1u2)(v , v1v2)u⊗ v.

En utilisant le lemme [5.2.1],

(conc⊗ conc) ◦ (Id⊗ τ ⊗ Id) ◦ (δ ⊗ δ)(ω1 ⊗ ω2)

=
∑

u ,v∈A∗
(ω1ω2 , u� v)u⊗ v

=δ(ω1ω2)

=δ ◦ conc(ω1 ⊗ ω2) .

Preuve de ii) :
Pour tout k ∈ K , on a : δ(k · 1) = kδ(1) = k1⊗ 1 .
Donc, δ ◦ (k · 1) = (k · 1⊗ k · 1)◦ ∼ .

Preuve de iii) :
Pour tout ω1 , ω2 ∈ A∗ , il est évident que

(ω1 , 1)(ω2 , 1) = (ω1ω2 , 1) .

Preuve de iv) :
Pour tout k ∈ K , (k · 1 , 1) = k .

Donc, (K<A> , conc , k · 1 , δ , (− , 1)) est une bigèbre.

On rappelle que la dé�nition de la convolution a été donnée à la dé�nition [4.4.1].

Proposition 6.2.2. α ∈ End(K<A>) (voir la dé�nition [6.1.1]) est l'antipode de la
bigèbre

(
K<A> , conc , k · 1 , δ , (− , 1)

)
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Démonstration. D'une part, par la proposition [6.1.1], on a :

Id ∗ α = conc ◦ (Id⊗ α) ◦ δ = conc ◦ δ̄ = (− , 1)1 .

Alors, α est l'inverse à droite de Id .

D'autre part,

α ∗ Id =conc ◦ (α⊗ Id) ◦ δ
=α ◦ α ◦ conc ◦ (α⊗ Id) ◦ δ , car α ◦ α = Id .

=α ◦ conc ◦ (α⊗ α) ◦ (α⊗ Id) ◦ δ, car α ◦ conc = conc ◦ (α⊗ Id) .

=α ◦ conc ◦ (Id⊗ α) ◦ δ
=α ◦

(
(− , 1)1

)
=(− , 1)1 .

Alors, α est l'inverse à gauche de Id .

Donc, α est l'antipode de K<A> .

Théorème 6.2.1.
(
K<A> , conc , k · 1 , δ , (− , 1) , α

)
est une algèbre de Hopf.

Ce théorème est bien démontré par le travail précédent. Maintenant, on dessine
le diagramme de l'algèbre de Hopf K<A> comme suivant :

K<A> ⊗K<A> α⊗Id // K<A> ⊗K<A>
conc

((
K<A>

δ
66

(− ,1) //

δ ((

K k·1 // K<A>

K<A> ⊗K<A> Id⊗α // K<A> ⊗K<A>
conc

66

De manière immédiate, on déduit de ce théorème :

Corollaire 6.2.1.
(
K<A> , conc , k ·1 , δ , (− , 1) , α

)
est une algèbre de Hopf graduée.

Dé�nition 6.2.1. Soit A une algèbre sur un corps K (reps. un anneau) . Une gradua-
tion sur A est la donnée d'une famille de sous-espaces vectoriels (resp. sous-modules)(
Ai
)
i∈N de A véri�ant :

i) A =
⊕
i∈N

Ai ;

ii) ∀(i , j) ∈ N2 , on a : AiAj ⊂ Ai+j .
L'algèbre A est alors dite graduée.

Dé�nition 6.2.2. Soit A une algèbre sur un corps K (reps. un anneau) . A est
dite �ltrée si elle est la réunion d'une famille de sous-espaces vectoriels (resp. sous-
modules)

(
Ai
)
i∈N de A véri�ant :

i) A0 = K ;
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ii) ∀(i , j) ∈ N2 véri�ant i ≤ j , on a : Ai ⊂ Aj ;

iii) ∀(i , j) ∈ N2 , AiAj ⊂ Ai+j .

On dispose du théorème suivant (cité de l'article [5]) :

Théorème 6.2.2. Soit
(
H ,M , u ,∆ , ε

)
une bigèbre �ltrée connexe. Alors, H est

automatiquement une algèbre de Hopf. L'antipode S est dé�nie récursivement par :
i) S(1) = 1 ;
ii) ∀x ∈ kerε ,

S(x) =− x−
∑
(x)

S(x1)x2

=− x−
∑
(x)

x1S(x2) ,

où ∆(x) =
∑
x

x1 ⊗ x2 , mais la somme s'e�ectue sauf si x1 = x et x2 = x .

Remarque 6.2.1. Ici, K<A> est graduée (par la longueur des mots, donc �ltrée) ;
sa composante de poids est constitué des mots, donc est de dimension 1 . Cela signi�e
que K<A> est �ltrée connexe, donc il s'agit d'une algèbre de Hopf.
Ici, la �ltration utilisée est :
K<A>=

⊕
i∈N

Ki<A> avec Ki<A>= V ect(a1 · · · ai ∈ A∗) et K0<A>= K .

Puisqu'avec la notation ε = (− , 1) , on a : kerε =
⊕
i∈N∗

Ki<A> .

Donc, récursivement, on a :
si a ∈ A est une lettre, δ(a) = a ⊗ 1 + 1 ⊗ a . Alors la somme

∑
(x)

S(x1)x2 dans le

théorème précédent n'existe pas. Donc S(a) = −a .
Si a1a2 ∈ A∗ un mot de deux lettres,

δ(a1a2) = a1a2 ⊗ 1 + a1 ⊗ a2 + a2 ⊗ a1 + 1⊗ a1a2 .

Donc,

S(a1a2) =− a1a2 − S(a1)a2 − S(a2)a1

=a2a1 .

Bien que l'on sache déjà α est l'unique antipode, il n'y a plus de sens de continuer
ce calcul. Le calcul ci-dessus est seulement pour remarquer le théorème [6.2.2] .



Chapitre 7

L'algèbre duale d'algèbre de Hopf

K<A>

Dans cette section, on va chercher la structure duale de l'algèbre de Hopf K<A> .

7.1 La notion de limite inductive et projective

Dé�nition 7.1.1 (Ensemble ordonné �ltrant). Soit (I ;≤) un ensemble ordonné.
(I ;≤) est un ensemble ordonné �ltrant si et seulement si pour tout (i ; j) ∈ I2 , il
existe k ∈ I tel que

i ≤ k et j ≤ k .

Dé�nition 7.1.2 (Catégorie). Une catégorie C est la donnée :
i) de deux classe, l'une dite des objets, l'autre dite des morphismes de C ;
ii) pour tout couple (X , Y ) d'objets de la catégorie, d'un ensemble noté HomC(X , Y ) ,
dit des morphismes de X vers Y , tel que Hom(X , Y ) et Hom(X ′ , Y ′) soient
disjoints sauf si X = X ′ et Y = Y ′ ;

iii) pour tout triplet (X , Y , Z) d'objets de la catégorie, d'une application de
Hom(X , Y )×Hom(Y , Z) dans Hom(X ,Z) , dite composition des morphismes,
notée (f , g) 7−→ g ◦ f , où g ◦ f est appelé le morphisme composé de f suivi de
g , et véri�ant deux conditions :
a) lorsque les compositions ont un sens : (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) ;
b) pour tout objet X , il existe un morphisme, noté idX , dit identité de X et
tel que, lorsque les compositions ont un sens : idX ◦ f = f et g ◦ idX = g .

7.1.1 Limite inductive

Dé�nition 7.1.1.1 (Système inductif). Soient (I ;≤) un ensemble ordonné �ltrant
et C une catégorie. On appelle système inductif d'objets de C , indexés par I , la
donnée d'une famille (Xi)i∈I d'objets de C et de morphismes f ji : Xi −→ Xj pour
chaque couple d'indices (i ; j) ∈ I2 tel que i ≤ j , véri�ant :
i) ∀i ∈ I , f ii = IdXi ,
ii) ∀(i ; j ; k) ∈ I3 , i ≤ j ≤ k −→ fkj ◦ f

j
i = fki .

Dé�nition 7.1.1.2 (Limite inductive). Soit
(
(Xi)i∈I , f

j
i

)
un système inductif dans

une catégorie C . La limite inductive X , notée X = lim
−→

Xi , lorsqu'elle existe, est

38
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un objet de la catégorie C muni de morphismes φi : Xi −→ X véri�ant les relations
de compatibilité φi = φj ◦ f ji pour tout i ≤ j . De plus, la donnée

(
X ; (φi)i∈I

)
possède la propriété universelle : pour tout autre objet Y muni d'une famille des
morphismes (ψi)i∈I véri�ant des relations de compatibilité analogues, il existe un
unique morphisme u : X → Y telle que le diagramme suivant commute.

Xi

fji //

φi

&&

ψi

��

Xj
φj

xx

ψj

��

X

u

��
Y

Remarque 7.1.1.1. La limite inductive d'ensemble existe uniquement à l'isomor-
phisme près.

Proposition 7.1.1.1 (Limite inductive d'ensemble). Soit
(
(Xi)i∈I , f

j
i

)
un système

inductif d'ensemble. On obtient la limite inductive par le quotient de l'union disjointe⊔
i∈I

Xi modulo la relation d'équivalence :

(i , xi) ∼ (j , yj)⇔ ∃k ∈ I , i ≤ k , j ≤ k tel que fki (xi) = fkj (yj) .

Notons X = lim
−→

Xi =
⊔
i∈I

Xi

/
∼ . On note (i ;xi) la classe d'équivalence de (i ;xi) .

Pour tout i ∈ I et xi ∈ Xi , on dé�nit φi(xi) = (i ;xi) .

Démonstration. i) Véri�ons que φi est correctement dé�ni : Évident. Rien à
dire.
ii) Véri�ons que si (i ; j) ∈ I2 véri�ant i ≤ j , on a : φi = φj ◦ f ji :
Pour tout xi ∈ Xi , {

φi(xi) = (i ;xi)

φj ◦ f ji (xi) =
(
j ; f ji (xi)

)
Il existe k ∈ I tel que i ≤ k , j ≤ k car I est �ltrant.
fki (xi) = fkj (f ji (xi)) car

(
(Xi)i∈I , f

j
i

)
est un système inductif.

Donc, (i ;xi) =
(
j ; f ij(xi)

)
.

iii) Véri�ons la propriété universelle :
Avec les notations précédentes, donnons-nous Y et ψi : Xi −→ Y tel que ψi = ψj ◦f ji ,
c'est-à-dire :

Xi

fji //

φi

&&

ψi

��

Xj
φj

xx

ψj

��

X

u

��
Y
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Existence : Dé�nissons
u : X −→ Y

(i ;xi) 7−→ ψi(xi)

Véri�ons que u est bien dé�nie :
Soit (j ; yj) ∈ X tel que (j ; yj) = (i ;xi) . Alors, il existe k ∈ I véri�ant i ≤ k , j ∈ k
tel que fki (xi) = fkj (yj) .

u
(
(i ;xi)

)
=ψi(xi)

=ψk ◦ fki (xi)

=ψk ◦ fkj (yj)

=ψj(yj)

=u
(
(j ; yj)

)
.

Véri�ons que u fait commuter le diagramme :
Par la dé�nition de u , pour tout xi ∈ Xi , u◦φi(xi) = ψi(xi) . Et pour tout yj ∈ Xj ,
u ◦ φj(yj) = ψj(yj) . Le diagramme est donc commutatif.
Unicité : Pour tout (i ;xi) ∈ X , si le diagramme est commutatif, il faudra que

u
(
(i ;xi)

)
= ψi(xi) .

Cela entraîne l'unicité.

Dé�nition 7.1.1.3. Supposons que les Xi soient des K-espaces vectoriels et les f ji
soient des applications linéaires. Dé�nissons une structure d'espace vectoriel sur

X =
⊔
i∈I

Xi

/
∼ :

Soient x = (i ;xi) ∈ X , y = (j ; yj) ∈ X et λ ∈ K .
Puisque I est un ensemble ordonné �ltrant : il existe k ∈ I véri�ant i ≤ k et j ≤ k ,
alors :

x = (i ;xi) = φi(xi) = φk ◦ fki (xi)

y = (j ; yi) = φj(yj) = φk ◦ fkj (yj) .

Soit λ ∈ K . Par dé�nition, on pose :

x+ y = φk
(
fki (xi) + fkj (yj)

)
et

λx = φi(λxi) .

Proposition 7.1.1.2. Le + et la multiplication par un scalaire ci-dessus sont bien
dé�nis. X est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Véri�ons que + est bien dé�ni, c'est-à-dire que + ne dépend
pas du choix de k :
Soit l ∈ I véri�ant i ≤ l et j ≤ l . On peut supposer que k ≤ l . Par les notations
ci-dessus,

φl
(
f li (xi) + f lj(yj)

)
=φl

(
f lk ◦ fki (xi) + f lk ◦ fkj (yj)

)
=φl ◦ f lk

(
fki (xi) + fkj (yj)

)
car f lk est linéaire

=φk
(
fki (xi) + fkj (yj)

)
.
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Véri�ons que la multiplication par un scalaire est bien dé�ni :
Soit x = (i ;xi) = (j ; yj) . k est comme ci-dessus.

φi(λxi) =φk ◦ fki (λxi)

=φk
(
λfki (xi)

)
car fki est linéaire

=φk
(
λfkj (yj)

)
=φk ◦ fkj (λyj) car fkj est linéaire

=φj(λyj) . �

Véri�ons que X est un K-espace vectoriel :
i) l'associativité de + : Soient x = (i ;xi) , y = (j ; yj) , z = (k ; zk) ∈ X . Choisissons
l ∈ I véri�ant i ≤ l , j ≤ l , k ≤ l .

(x+ y) + z =φl
(
f li (xi) + f lj(yj)

)
+ φl

(
f lk(zk)

)
=φl

(
f li (xi) + f lj(yj) + f lk(zk)

)
=φl

(
f li (xi)

)
+ φl

(
f lj(yj) + f lk(zk)

)
=x+ (y + z) .

ii) la commutativité de + : Évident par la commutativité de l'addition sur Xi , i ∈ I .
iii) l'associativité de la multiplication par un scalaire :
Soient (λ ;µ) ∈ K2 et x = (i ;xi) ∈ X

λ(µx) =λ
(
φi(µxi)

)
=φi

(
λ(µxi)

)
=φi

(
(λµ)xi

)
=(λµ)x .

iv) la distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport à + :
Soient λ ∈ K et x = (i ;xi) , y = (j ;xj) ∈ X . Il existe k ∈ I véri�ant i ≤ k et j ≤ k .

λ(x+ y) =λ
(
φk
(
fki (xi) + fkj (yj)

))
=φk

(
λ
(
fki (xi) + fkj (yj)

))
=φk

(
fki (λxi) + fkj (λyj)

)
car fki et f

k
j sont linéaires

=λx+ λy .

On a donc montré que X est un K-espace vectoriel.

Proposition 7.1.1.3. Pour tout i ∈ I , φi : Xi −→ X est linéaire.

Démonstration. Soient λ ∈ K et (xi ; yi) ∈ Xi
2 , on a :

φi(λxi + yi) =(i ;λxi + yi)

=(i ;λxi) + (i ; yi) par définition

=λ(i ;xi) + (i ; yi)

=λφi(xi) + φi(yi) .
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Proposition 7.1.1.4. L'application u dé�nie dans la propriété [7.1.1.1] est linéaire.

Démonstration. Soient λ ∈ K et x = (i ;xi) , y = (j ; yj) ∈ X . Il existe k ∈ I véri�ant
i ≤ k et j ≤ k . On a :

u(λx+ y) =u ◦ φk
(
fki (λxi) + fkj (yj)

)
=ψk

(
fki (λxi) + fkj (yj)

)
=ψk

(
fki (λxi)

)
+ ψk

(
fkj (yj)

)
=ψi(λxi) + ψj(yj)

=λψi(xi) + ψj(yj)

=λu(x) + u(y) .

Corollaire 7.1.1.1. La limite inductive d'espace vectoriel existe.

noindentExemple : On pose I = N . Il estévident que N est un ensemble ordonné
�ltrant. On pose Xi , i ∈ N des espaces vectoriels tels que pour tout (i ; j) ∈ N2 avec
i ≤ j , on ait : Xi ⊂ Xj . De plus, on pose f ji : Xi −→ Xj l'injection canonique.

Alors, lim
−→

Xi '
⋃
i∈N

Xi .

Démonstration. Il est évident que pour tout i ∈ N , f ii = IdXi et que pour tout
triplet (i ; j ; k) ∈ N3 avec i ≤ j ≤ k , fkj ◦ f

j
i = fki .(

(Xi)i∈N; f ji
)
est donc un système inductif d'espaces vectoriels.

Par dé�nition, X = lim
−→

Xi =
{

(i , x); i ∈ N , x ∈ Xi

}
.

Si (i , x) = (j , y) , il existe k avec i ≤ k , j ≤ k tel que fki (x) = fkj (y) . En e�et,
fki (x) = fkj (y) =⇒ x = y car chaque f ji est l'inclusion canonique.

Donc, lim
−→

Xi '
⋃
i∈N

Xi .

7.1.2 Limite projective

Dé�nition 7.1.2.1 (Système projectif). Soient (I ;≤) un ensemble ordonné �ltrant
et C une catégorie. On appelle système projectif d'objets de C , indexée par I , la
donné d'une famille (Xi)i∈I d'objets de C et de morphismes f ji : Xj → Xi pour
chaque couple d'indices (i ; j) ∈ I2 tel que i ≤ j , véri�ant :
i) ∀i ∈ I , f ii = IdXi ,
ii) ∀(i , j , k) ∈ I3 , i ≤ j ≤ k =⇒ f ji ◦ fkj = fki .
On dit que

(
(Xi)i∈I , f

j
i

)
est un système projectif.

Dé�nition 7.1.2.2 (Limite projective). Soit
(
(Xi)i∈I ; f ji

)
un système projectif dans

une catégorie C . La limite projective X , notée X = lim
←−

Xi , lorsqu'elle existe, est un

objet de C muni de morphismes πi : X → Xi véri�ant les relations de compatibilité
πi = f ji ◦ πj pour tout i ≤ j . De plus, la donnée

(
(Xi)i∈I ; πi

)
possède la propriété

universelle : Pour tout objet Y muni d'une autre famille des morphismes (ψi)i∈I
véri�ant des relations de compatibilité analogues, il existe un unique morphisme u :
Y → X tel que le diagramme suivant commute.
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Y

ψj

��

u

��
ψi

��

X

πj
xx

πi
&&

Xj
fji

// Xi

Proposition 7.1.2.1 (Limite projective d'ensemble). Soit
(
(Xi)i∈I , f

j
i

)
un système

projectif d'ensemble. On obtient la limite projective par

X = lim
←−

Xi =
{

(ai)i∈I ∈
∏
i∈I

Xi|∀i ≤ j ∈ I , ai = f ji (aj)
}
.

Notons a = (ai)i∈I . Pour tout i ∈ I , on dé�nit πi(a) = ai .

Démonstration. Véri�ons que πi est correctement dé�ni : Évident. Rien à dire.
Véri�ons que si (i ; j) ∈ I2 véri�ant i ≤ j , on a : πi = f ji ◦ πj :
Soit a = (ai)i∈I ∈ X , alors

f ji ◦ πj(a) = f ji (aj) = ai = πi(a)

Véri�ons la propriété universelle :
Avec les notations précédentes, donnons-nous Y et ψi : Y −→ Xi tel que ψi = f ji ◦ψj ,
c'est-à-dire

Y

ψj

��

u

��
ψi

��

X

πj
xx

πi
&&

Xj
fji

// Xi

Existence : Pour tout b ∈ Y , i ∈ I , dé�nissons u(b) =
(
ψi(b)

)
i∈I . Il est évident

que u est correctement dé�ni.
Véri�ons que le diagramme est commutatif :
Pour tout b ∈ Y ,

πi ◦ u(b) = πi

((
ψi(b)

)
i∈I

)
= ψi(b) .

De même, πj ◦ u = ψj .
Le diagramme est donc commutatif.
Unicité : Si le diagramme commute, on a : pour tout b ∈ Y , i ∈ I ,

πi
(
u(b)

)
= ψi(b) .

Par dé�nition de πi , on sait que u(b) =
(
ψi(b)

)
i∈I .

D'où, on obtient l'unicité.
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Remarque 7.1.2.1. La limite projective d'ensemble existe uniquement à l'isomor-
phisme près.

Dé�nition 7.1.2.3. Supposons que les Xi soient des K-espaces vectoriels et les f ji
soient des applications linéaires. Dé�nissonss une structure d'espace vectoriel sur
X = lim

←−
Xi =

{
(ai)i∈I ∈

∏
i∈I

Xi|∀i ≤ j ∈ I , ai = f ji (aj)
}
:

Soient a = (ai)i∈I ∈ X et b = (bi)i∈I ∈ X et λ ∈ K .
Par dé�nition, on pose :

a+ b = (ai + bi)i∈I

et
λa = (λai)i∈I .

Proposition 7.1.2.2. X est alors un K-espace vectoriel.

Démonstration. i) l'associativité de + : Soient a = (λai)i∈I , b = (λbi)i∈I , c = (λci)i∈I ∈
X .

(a+ b) + c =(ai + bi)i∈I + (ci)i∈I

=(ai + bi + ci)i∈I

=(ai)i∈I + (bi + ci)i∈I

=a+ (b+ c) .

ii) la commutativité de + : Évident par la commutativité de l'addition sur Xi , i ∈ I .
iii) l'associativité de la multiplication par un scalaire :
Soient λ , µ ∈ K et a = (ai)i∈I ∈ X .

λ(µa) = λ(µai)i∈I = (λµai)i∈I = (λµ)(ai)i∈I = (λµ)a .

iv) la distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport à + :
Soient λ ∈ K et a = (ai)i∈I , b = (bi)i∈I ∈ X .

λ(a+ b) =λ(ai + bi)i∈I

=
(
λ(ai + bi)

)
i∈I

=(λai + λbi)i∈I

=(λai)i∈I + (λbi)i∈I

=λa+ λb .

On a donc montré que X est un K-espace vectoriel.

Proposition 7.1.2.3. Pour tout i ∈ I , πi est linéaire.

Démonstration. Soient λ ∈ K et a = (ai)i∈I , b = (bi)i∈I ∈ X .

πi(λa+ b) =πi
(
(λai + bi)i∈I

)
=λai + bi

=πi(λa) + πi(b)

=λπi(a) + πi(b) .
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Proposition 7.1.2.4. L'application u dé�nie dans la propriété [7.1.2.1] est linéaire.

Démonstration. On vient de montrer que X a une structure d'espace vectoriel et les
πi sont linéaires. Donc on suppose que Y soit un K-espace vectoriel et les ψi sont
linéaires.
Soient λ ∈ K et y1 , y2 ∈ Y .

u(λy1 + y2) =
(
ψi(λy1 + y2)

)
i∈I

=
(
λψi(y1) + ψi(y2)

)
i∈I

=λ
(
ψi(y1)

)
i∈I +

(
ψi(y2)

)
i∈I

=λu(y1) + u(y2) .

7.2 Le dual de K<A> et de K<A>⊗K<A>
Proposition 7.2.1. K<A>∗ ' K<<A>> .

Démonstration. Montrons que l'on peut identi�er tout élément W ∈ K<A>∗ à∑
ω∈A∗

W (ω)ω . Dé�nissons :

T0 : K<A>∗ −→ K<<A>>
W 7→

∑
ω∈A∗

W (ω)ω .

D'une part, si T0(W ) = T0(W̃ ) , alors ∀ω ∈ A∗ , W (ω) = W̃ (ω) . W = W̃ . Donc, T0

est injective.
D'autre part, ∀S ∈ K<<A>> , (S , ·) : K<A>−→ K est linéaire et véri�e
T0

(
(S , ·)

)
= S . Donc T0 est surjective.

Maintenant, on écrit K<A>=
⋃
n∈N

En , où En est l'ensemble des polynômes de

degré inférieur ou égale à n .
On note E = K<A> ⊗K<A> . On écrit E =

⋃
n∈N

(En ⊗ En) .

Proposition 7.2.2. i) Soit f ji : Ei ⊗ Ei ↪→ Ej ⊗ Ej l'injection canonique, dé�nie
pour tout (i ; j) ∈ N2 véri�ant 0 ≤ i ≤ j .

(
(Ei ⊗Ei)i∈I , f ji

)
est un système inductif.

Sa limite inductive est isomorphe à E = K<A> ⊗K<A> :

E0 ⊗ E0
� � f

1
0 // E1 ⊗ E1

� � f
2
1 // E2 ⊗ E2

� � f
2
1 // · · · · · ·E

ii) Soit f ji
∗

: (Ej⊗Ej)∗ −→ (Ei⊗Ei)∗ l'application duale de f ji . Alors,
(
(Ei ⊗ Ei)∗i∈I , f

j
i

∗)
est un système projectif. Sa limite projective est notée E∗∞ :

(E0 ⊗ E0)∗ (E1 ⊗ E1)∗? _
f10
∗

oo (E2 ⊗ E2)∗? _
f21
∗

oo · · · · · ·E∗∞? _
f32
∗

oo

iii) Soit E∗ l'espace dual de E . Alors, E∗ ' E∗∞ .
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Démonstration. i) D'après l'exemple [7.1.1] dans la section 7.1.1, on sait que
lim
−→

Ei ⊗ Ei ' E .

ii) Chaque f ji
∗
est une projection car f ji est une inclusion. Alors, pour tout i ≤ j ≤ k ,

f ji
∗ ◦ fkj

∗
= fki

∗
. Il est évident que f ii

∗
= Id(Ei⊗Ei)∗ . Donc,

(
(Ei ⊗ Ei)∗i∈I , f

j
i

∗)
est

un système projectif.
Par la dé�nition,

E∗∞ =
{

(ai)i∈N| ∀0 ≤ i ≤ j , ai = f ji
∗
(aj) , ai ∈ (Ei ⊗ Ei)∗ , aj ∈ (Ej ⊗ Ej)∗

}
.

iii) On considère l'application T ,

T : E∗ −→ E∗∞
ϕ 7→ (ϕ|(Ei⊗Ei)∗)i∈N

Il est évident que T est bien à valeur dans E∗∞ car pour tout 0 ≤ i ≤ j ,
ϕ|(Ei⊗Ei)∗ = f ji

∗
(ϕ|(Ej⊗Ej)∗) .

D'une part, si ϕ , ψ ∈ E∗ sont telles que (ϕ|(Ei⊗Ei)∗)i∈N = (ψ|(Ei⊗Ei)∗)i∈N ,
alors ∀ui1 ⊗ ui2 ∈ Ei ⊗ Ei et ∀i ∈ N , on a :

ϕ(ui1 ⊗ ui2) = ψ(ui1 ⊗ ui2) .

ϕ = ψ . T est donc injective.
D'autre part, pour tout a = (ai)i∈N ∈ E∗∞ , dé�nissons ϕ ∈ E∗ tel que T (φ) = a :
pour tout u1 ⊗ u2 ∈ E ,
il existe k ∈ N tel que u1 ⊗ u2 ∈ Ek ⊗ Ek ; on pose alors :

ϕ(u1 ⊗ u2) = ak(u1 ⊗ u2) .

Puisque
(
(Ei ⊗ Ei)∗i∈I , f

j
i

∗)
est un système projectif, la dé�nition de ϕ ne dépend

pas du choix de k . Ainsi, ϕ est bien dé�nie, ce qui prouve que T est surjective.
T est une bijection : E∗ ' E∗∞ .

Dé�nition 7.2.1. Par le lemme [4.2.2], pour tout i ∈ N , il existe la bijection
ρi : Ei

∗ ⊗ Ei∗ −→ (Ei ⊗ Ei)∗ . Pour tout (i ; j) ∈ N2 véri�ant 0 ≤ i ≤ j , on dé�nit

f̃ ji
∗

= ρ−1
i ◦ f

j
i

∗ ◦ ρj .

(Ei ⊗ Ei)∗

ρ−1
i
��

(Ej ⊗ Ej)∗
fji
∗

oo

Ei
∗ ⊗ Ei∗ Ej

∗ ⊗ Ej∗
f̃ji
∗

oo

ρj

OO

Proposition 7.2.3. E∗∞ ' K<A>∗ ⊗K<A>∗ .

Démonstration. Pour tout (ai)i∈N ∈ E∗∞ , on note ãi = ρ−1
i (ai) .

Pour tout (i ; j) ∈ N2 véri�ant 0 ≤ i ≤ j , ãi = ρ−1
i ◦ f

j
i

∗ ◦ ρj(ãj) = f̃ ji
∗
(ãj) .

Puisque ρi est une bijection, identi�ons ãi à ai . Alors, on a :

E∗∞ =
{

(ai)i∈N;∀0 ≤ i ≤ j , ai = f ji
∗
(aj) , ai ∈ (Ei ⊗ Ei)∗ , aj ∈ (Ej ⊗ Ej)∗

}
'
{

(ãi)i∈N; ãi = f̃ ji
∗
(ãj) , ãi ∈ Ei∗ ⊗ Ei∗ ,∀i ∈ N

}
.
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Pour tout (i ; j) ∈ N2 véri�ant 0 ≤ i ≤ j , supposons que ãj = ãj1 ⊗ ãj2 avec
ãj1 , ãj2 ∈ Ej∗ .
Pour tout u1 ⊗ u2 ∈ E , on a :(

ρj(ãj1 ⊗ ãj2)|(Ei⊗Ei)∗ , u1 ⊗ u2

)
= ãj1(u1|Ei)ãj2(u2|Ei)

= ãj1|Ei∗(u1)ãj2|Ei∗(u2)

=
(
ρi(ãj1|Ei∗ ⊗ ãj2|Ei∗) , u1 ⊗ u2

)
.

Alors, ρj(ãj1 ⊗ ãj2)|(Ei⊗Ei)∗ = ρi(ãj1|Ei∗ ⊗ ãj2|Ei∗) . On a :

f̃ ji
∗
(ãj) = ρ−1

i ◦
(
ρj(ãj1 ⊗ ãj2)|(Ei⊗Ei)∗

)
= ρ−1

i ◦ ρi(ãj1|Ei∗ ⊗ ãj2|Ei∗)
= ãj1|Ei∗ ⊗ ãj2|Ei∗ .

Ainsi, si 0 ≤ i ≤ j , f̃ ji
∗
est la projection de Ej

∗ ⊗ Ej∗ sur Ei∗ ⊗ Ei∗ .(
(Ei
∗ ⊗ Ei∗)i∈N , f̃ ji

∗)
est donc un système projectif. On note Ẽ∗∞ = lim

←−
Ei
∗ ⊗ Ei∗ .

Montrons que

T̃ : Ẽ∗∞ −→ K<<A>> ⊗K<<A>>
(ãi)i∈N 7→ lim

i→∞

( ∑
u∈A∗

ãi1(u)u
)
⊗ lim

i→∞

( ∑
v∈A∗

ãi2(v)v
)

est une bijection, où ãi = ãi1 ⊗ ãi2 .
Par la propriété projective de (ãi1 ⊗ ãi2)i∈N , la limite des polynômes au-dessus a un
sens car la limite est une série dé�nie degré par degré.
T̃ est linéaire par rapport à l'addition.

D'une part, si lim
i→∞

( ∑
u∈A∗

ãi1(u)u
)
⊗ lim

i→∞

( ∑
v∈A∗

ãi2(v)v
)

= 0 , on sait que

soit ãi1 = 0 , soit ãi2 = 0 , pour tout i ∈ N . Alors, ãi = ãi1 ⊗ ãi2 = 0 .
Donc, T̃ est injective.
D'autre part, pour tout S1 ⊗ S2 ∈ K<<A>> ⊗K<<A>> , pour tout i , on pose
ãi1(u) = (S1 , u) , ãi2(v) = (S2 , v) où u , v ∈ Ei .
De même, par la propriété de (ãi1 ⊗ ãi2)i∈N , cette manière de prise est possible. T̃
est surjective.
T̃ est donc une bijection.

Théorème 7.2.1. (K<A> ⊗K<A>)∗ ' K<A>∗ ⊗K<A>∗ .

Démonstration.
(K<A> ⊗K<A>)∗ ' E∗ ' E∗∞ ' (K<<A>> ⊗K<A>) ' K<A>∗ ⊗K<A>∗ .

7.3 L'algèbre duale d'algèbre de Hopf K<A>
Tout d'abord, rappelons le lemme [4.2.1].
Maintenant, considérons conc : K<A> ⊗K<A>−→ K<A> .
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Dé�nition 7.3.1. Par la notation de la section précédente, pour tout n ∈ N ,
conc|En⊗En : En ⊗ En −→ K<A> induit (conc|En⊗En)∗ : (K<A>)∗ −→ (En ⊗ En)∗ .
On peut aussi dé�nir conc∗ comme cela : pour tout u1 ⊗ u2 ∈ E , il existe k ∈ N tel
que u1 ⊗ u2 ∈ Ek ⊗ Ek . Pour tout u∗ ∈ (K<A>)∗ ,

< conc∗(u∗) , u1 ⊗ u2 >=< (conc|Ek⊗Ek)∗(u∗) , u1 ⊗ u2 > .

Il est évident que cette dé�nition ne dépend pas du choix de k . Elle permet d'utiliser
le lemme [4.2.1] niveau par niveau.

Dé�nition 7.3.2. De même, on dé�nit (α⊗Id)∗ : E∗ −→ E∗ , δ∗ : E∗ −→ K<A>∗ ,
(k · 1)∗ : K<A>∗ −→ K∗ et (− , 1)∗ : K∗ −→ K∗ .

Par la dualité, on a le diagramme commutatif suivant.

(K<A> ⊗K<A>)∗

δ∗

vv

(K<A> ⊗K<A>)∗
(α⊗Id)∗oo

K<A>∗ K∗(− ,1)∗oo K<A>∗

conc∗
hh

(k·1)∗oo

conc∗vv
(K<A> ⊗K<A>)∗

δ∗

hh

(K<A> ⊗K<A>)∗
(Id⊗α)∗oo

On a montré que E∗ ' K<A>∗ ⊗K<A>∗ .
Notons ρ : K<A>∗ ⊗K<A>∗ −→ E∗ .
Donc, on a le diagramme suivant.

K<A>∗ ⊗K<A>∗

��

ρ

��

K<A>∗ ⊗K<A>∗
˜(α⊗Id)∗oo

(K<A> ⊗K<A>)∗

δ∗

vv

(K<A> ⊗K<A>)∗
(α⊗Id)∗oo

ρ−1

OO

K<A>∗ K∗(− ,1)∗oo K<A>∗

conc∗
hh

(k·1)∗oo

conc∗vv

ee

yy

(K<A> ⊗K<A>)∗
δ∗

hh

(K<A> ⊗K<A>)∗
(Id⊗α)∗oo

ρ−1

��
K<A>∗ ⊗K<A>∗

[[

ρ

OO

K<A>∗ ⊗K<A>∗
˜(α⊗Id)∗oo

Par l'abus des notations, on obtient le diagramme suivant.

K<A>∗ ⊗K<A>∗

δ∗

vv

K<A>∗ ⊗K<A>∗α∗⊗Id∗oo

K<A>∗ K∗(− ,1)∗oo K<A>∗

conc∗
hh

(k·1)∗oo

conc∗vv
K<A>∗ ⊗K<A>∗

δ∗

hh

K<A>∗ ⊗K<A>∗Id∗⊗α∗
oo

Théorème 7.3.1.
(
K<A>∗ , δ∗ , (− , 1)∗ , conc∗ , (k · 1)∗ , α∗

)
est une algèbre de Hopf.
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Démonstration. D'après les théorème [4.2.1, 4.2.2],(
K<A>∗ , δ∗ , (− , 1)∗ , conc∗ , (k · 1)∗

)
est une bigèbre qui véri�e le diagramme précé-

dent. Donc
(
K<A>∗ , δ∗ , (− , 1)∗ , conc∗ , (k · 1)∗ , α∗

)
est une algèbre de Hopf.

Il est di�cile de préciser les opérateurs de K<A>∗ . Mais (K<A>)∗ ' K<<A>> .
On peut identi�er

(
K<A>∗ , δ∗ , (− , 1)∗ , conc∗ , (k · 1)∗ , α∗

)
à(

K<<A>> , δ∗ , (− , 1)∗ , conc∗ , (k · 1)∗ , α∗
)
.

Théorème 7.3.2.
(
K<<A>> , sh , k · 1 , conc∗ , (− , 1) , α

)
est une algèbre de Hopf.

Démonstration. Rappelons que sh(ω) = δ∗(ω) , pour tout ω ∈ A∗ . Toute la conclu-
sion sur K<A> marche aussi sur K<<A>> . Pour tout u , v ∈ K<<A>> ,(

sh ◦ (α⊗ Id) ◦ conc∗(u) , v
)

=
(
(α⊗ Id) ◦ conc∗(u) , δ(v)

)
=
(
conc∗(u) , (α⊗ Id) ◦ δ(v)

)
=
(
u , conc ◦ (α⊗ Id) ◦ δ(v)

)
=
(
u , (v , 1) · 1

)
=
((

(− , 1) · 1
)∗

(u) , v
)
.

Quand u 6= 1 ,
((

(− , 1) · 1
)∗

(u) , v
)

= 0 pour tout v ∈ A∗

et quand u = 1 ,
((

(− , 1) · 1
)∗

(1) , v
)

= (v , 1) , d'où
(
(− , 1) · 1

)∗
(1) = 1 .

Donc
(
(− , 1) · 1

)∗
= (− , 1) · 1 .

On a sh ◦ (α⊗ Id) ◦ conc∗ = (− , 1) · 1. De même, sh ◦ (Id⊗ α) ◦ conc∗ = (− , 1) · 1.
D'après la section [4.2], on sait que

(
K<<A>> , δ∗ , (− , 1)∗

)
est une algèbre.(

K<<A>> , conc∗ , (k · 1)∗
)
est une cogèbre.

La compatibilité entre elles est préservée pour la dualité car elle est en e�et un
changement de direction des �èches. On a véri�é que (− , 1)∗ = k·1 et (k·1)∗ = (− , 1) .
On vient de montrer que α est aussi l'antipode de l'algèbre duale de K<A> .
D'où

(
K<<A>> , δ∗ , (− , 1)∗ , conc∗ , k · 1∗ , α

)
est une algèbre de Hopf. On le réécrit

en
(
K<<A>> , sh , k · 1 , conc∗ , (− , 1) · 1 , α

)
.

K<<A>> ⊗K<<A>>
sh

vv

K<<A>> ⊗K<<A>>
α⊗Idoo

K<<A>> Kk·1oo K<<A>>

conc∗
hh

(− ,1)oo

conc∗vv
K<<A>> ⊗K<<A>>

sh

hh

K<<A>> ⊗K<<A>>
Id⊗αoo

Remarque 7.3.1. On peut restreindre K<<A>> à K<A> . On sait que les opérateurs
sont bien dé�nis aussi sur K<A> . On a le diagramme suivant :

K<A> ⊗K<A>
sh

ww

K<A> ⊗K<A>
α⊗Idoo

K<A> Kk·1oo K<A>

conc∗
gg

(− ,1)oo

conc∗ww
K<A> ⊗K<A>

sh

gg

K<A> ⊗K<A>
Id⊗αoo

K<A> devient une sous-algèbre de Hopf de K<<A>> .



Chapitre 8

L'algèbre de Lie et l'algèbre de Lie

libre

8.1 Algèbre de Lie et algèbre enveloppante

Dé�nition 8.1.1. Soit K un anneau commutatif unitaire. Une algèbre de Lie sur K
est un K-module L , muni d'une application K-bilinéaire, appelée un crochet de Lie

[ , ] L × L −→ L
(x ; y) 7−→ [x , y]

véri�ant les relations suivantes :

∀x ∈ L , [x , x] = 0 (8.1)

∀(x ; y ; z) ∈ L3 , [[x , y] , z] + [[y , z] , x] + [[z , x] , y] = 0 . (8.2)

Dé�nition 8.1.2. Soient L1 ,L2 deux algèbres de Lie. ϕ : L1 −→ L2 est un mor-
phisme d'algèbre de Lie si ϕ est un morphisme d'algèbre et pour tout (x ; y) ∈ L1

2 ,
ϕ([x , y]) =

[
ϕ(x) , ϕ(y)

]
.

Dé�nition 8.1.3. Si A est une algèbre associative , elle possède une structure na-
turelle d'algèbre de Lie. On dé�nit [x , y] = xy − yx pour tout x , y ∈ A .

Proposition 8.1.1. Soit L une algèbre de Lie sur K . Il existe une algèbre associative
A0 sur K et un morphisme d'algèbre de Lie ϕ0 : L −→ A0 tels que (A0 , ϕ0) ait la
propriété universelle : pour tout algèbre associative A et tout morphisme d'algèbre de
Lie ϕ : L −→ A , il existe un unique morphisme d'algèbre de Lie f : A0 → A tel
que le diagramme suivant commute. A0 est dite algèbre enveloppante de L . Elle est
unique à isomorphisme près.

L ϕ0 //

ϕ
  

A0

f
��
A

50
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Démonstration. 1. La construction de A0

On voit L comme un espace vectoriel et on considère son algèbre tensorielle
T (L) =

⊕
n≥0

L⊗n sur K .

T (L)

p

��
L

i
==

ϕ0 //

ϕ
""

A0

f
��
A

Soit I l'idéal de T (L) engendré par
{
x ⊗ y − y ⊗ x − [x , y]; (x ; y) ∈ L2

}
. On pose

A0 = T (L)/I . Soient i l'inclusion i : L −→ T (L) et p : T (L) −→ T (L)/I la
projection canonique. On pose ϕ0 = p ◦ i . A0 est une algèbre associative munie du
crochet de Lie naturel.
2. Véri�ons que ϕ0 est un morphisme de l'algèbre de Lie
Pour tout (x ; y) ∈ L2 , on a :

ϕ0([x , y]) = p([x , y]) = p(x⊗ y − y ⊗ x)
= p(x)p(y)− p(y)p(x) = [p(x) , p(y)]
= [p ◦ i(x) , p ◦ i(y)] = [ϕ0(x) , ϕ0(y)] .

Donc, ϕ0 est un morphisme de l'algèbre de Lie.
3. Véri�ons que f est bien dé�nie
Pour tout n et tout a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an ∈ T (L) , l'unique façon de de�nir f pour que
f soit un morphisme et que ϕ = f ◦ p est

f
(
p(a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an)

)
= ϕ(a1)ϕ(a2) · · ·ϕ(an) ,

f est correctement dé�nie. En e�et, si p(a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an) = p(ã1 ⊗ ã2 ⊗ · · · ⊗ ãn) ,
on a :
a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an − ã1 ⊗ ã2 ⊗ · · · ⊗ ãn ∈ I , c'est-à-dire :

a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an − ã1 ⊗ ã2 ⊗ · · · ⊗ ãn = b⊗ (α⊗ β − β ⊗ α− [α , β])⊗ c ,

où (b; c) ∈ T (L)2 , α , β ∈ L .

f
(
p(a1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an)− p(ã1 ⊗ ã2 ⊗ · · · ⊗ ãn)

)
= f

(
p(b⊗ (α⊗ β − β ⊗ α− [α , β])⊗ c)

)
= f

(
p(b)p(α⊗ β − β ⊗ α− [α , β])p(c)

)
= 0

Donc f est bien dé�nie. Pour tout a ∈ L ,

f ◦ ϕ0(a) = f
(
p(a)

)
= ϕ(a) .

Donc, le diagramme commute.
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8.2 Objets libres sur un ensemble

Dé�nition 8.2.1. Soit A un ensemble. On appelle groupe libre (resp. magma libre,
algèbre libre, algèbre libre associative, · · · ) sur A la donnée d'un groupe X (resp.
magma libre, algèbre libre, algèbre libre associative, · · · ) et d'une application i : A −→
X tels que (X , i) possède la propriété universelle suivante : pour tout groupe Y (resp.
magma libre, algèbre libre, algèbre libre associative, · · · ) et toute application j : A −→
Y , il existe un unique morphisme de groupe f : X −→ Y tel que f ◦ i = j (resp.
magma libre, algèbre libre, algèbre libre associative, · · · ) .

A
i //

j
��

X

f~~
Y

Remarque 8.2.1. Comme à chaque fois avec la propriété universelle, si de tels objets
libres existent, il sont uniques à isomorphisme près.

Remarque 8.2.2. Soit K un anneau commutatif unitaire. Le K-module libre sur E
est un groupe libre sur E . Les polynômes associatifs sur K dont les indéterminées
sont les objets de A est une K-algèbre libre associative sur A .

Dans cette section, nous nous intéressons au cas des magmas libres et des algèbres
non associatives libres.

8.2.1 Magmas libres

Dé�nition 8.2.1.1. Fixons A un ensemble. On appelle aussi alphabet par abus de
terminologie avec le cas des monoïdes. Le magma libre sur A noté M(A) est l'en-
semble des mots parenthésés ; il est muni de la loi :

( , ) : M(A)×M(A) −→ M(A)
(u , v) 7−→

(
(u)(v)

)
.

Nous le dé�nissons récursivement en dé�nissant la famille Mn(X) :
M1(A) = A

Mn(A) =
⊔

(p ,q)∈N2,p+q=n

Mp(A)×Mq(A) ,

où
⊕

désigne l'union disjointe d'ensembles. Alors, M(A) =
⊔
n∈N∗

Mn(A) est bien un

magma.

Exemple : Si A = {a ; b ; c} ,
(
(ab)

)
et
(
(bc)a

)
sont deux éléments de M(A) , ainsi

que : ((
(ab)c

)(
(bc)a

))
.

Remarque 8.2.1.1. M(A) s'identi�e à l'ensemble des arbres binaires complet (pla-
naires) .
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Deux mots parenthésés à concaténer :

L'arbre représentant la concaténation des deux mots parenthésés :

Figure 8.1 � Représentation sous forme d'arbre d'un élément de M(A) , lorsque
A = {a ; b ; c} .

Véri�ons maintenant que
(
M(A) , i

)
avec i : A −→ M(A) l'injection canonique

possède la propriété universelle :
Soient N un magma et j : A −→ N une application. Alors, il existe un unique
morphisme de magma f : M(A) −→ N tel que f ◦ i = j .

A
i //

j

��

M(A)

f||
N

Preuve : On dé�nit fn : Mn(A) −→ N récursivement :
Si n = 1 , f1 = j ,
Si u ∈Mp(A) , v ∈Mq(A) , p+ q = n+ 1 , fn+1(u , v) =

(
fp(u) , fq(v)

)
.

Il est alors clair que f : M(A) −→ N étant induite par chacune des fn est l'unique
morphisme rendant le diagramme ci-dessus commutatif.

8.2.2 Algèbre libre

Fixons toujours le même ensemble A et un anneau commutatif K . Dans ce pa-
ragraphe (M , ·) désigne un anneau.

Dé�nition 8.2.2.1. Soit fm : M −→ K , où fm l'indicatrice de m ∈ M , c'est-à-
dire :

fm(x) =

{
1 , si x = m;
0 , si x 6= m .

Dé�nissons K(M) l'ensemble des formes
∑
m∈M

λmfm , où (λm)m∈M est une famille

d'éléments de K dont un nombre �ni sont non-nuls. Munissons K(M) une structure
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de K-algèbre en posant fm·n = fmfn pour tout (m,n) ∈ M2 , et on étend la multi-
plication à K(M) par bilinéarité. La K-algèbre K(M) s'appelle la K-algèbre du magma
M .

Remarque 8.2.2.1. Nous avons une injection i : M −→ K(M) :

i : M −→ K(M)

m 7−→ fm .

Nous prouvons maintenant dé�nir l'algèbre libre sur A .

Dé�nition 8.2.2.2. Notons M(A) le magma libre sur A . On appelle, et on note
D(A) , K-algèbre libre sur A la K-algèbre du magma M(A) .

Remarque 8.2.2.2. Nous avons les injections A −→ D(A) et M(A) −→ D(A)

puisque nous avons les injections A −→M(A) −→ K
(
M(A)

)
= D(A) .

Désormais, notons i : A −→ D(A) et identi�ons
∑

m∈M(A)

λmfm ∈ D(A) à
∑

m∈M(A)

λmm

où (λm)m∈M est une famille d'éléments de K dont un nombre �ni sont non-nuls car
on peut identi�er fm à m . Véri�ons que

(
D(A) , i

)
possède la propriété universelle :

soient B une K-algèbre et j : A −→ B une application. Il existe un morphisme de
K-algèbre f : D(A) −→ B tel que f ◦ i = j .

A i //

j
��

D(A)

f||
B

Démonstration. On voit tout d'abord B comme un magma. Soit i1 : A −→ M(A)
l'injection canonique. D'après la propriété universelle de

(
M(A) , i

)
, il existe un

morphisme de magma f1 : M(A) −→ B tel que f1 ◦ i1 = j , où i1 : A −→ M(A)
désigne l'injection canonique.
Pour tout P =

∑
m∈M(A)

λmm , dé�nissons f(P ) =
∑

m∈M(A)

λmf1(m) .

Pour tout a ∈ A , f ◦ i(a) = f1(a) = f1 ◦ i(a) = j(a) . On a donc f ◦ i = j .

A
i1 //

i

$$

j

��

M(A) //

f1

��

D(A)

f

yy
B
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8.3 L'algèbre de Lie libre

Soit A un ensemble. On note comme précédentM(A) et D(A) le magma libre sur
A et la K-algèbre libre sur A .
Bien que D(A) ne soit pas associative (car sinon M(A) serait associatif), nous allons
tout de même parler de la notion d'idéal. 1 Nous dé�nissons un idéal (à gauche) I de
D(A) comme étant un sous-module (à gauche) de K-module B . Il est donc possible
de considérer B/I .
Désormais, nous considérons l'idéal I de D(A) engendré par tout élément de la forme
(xy)z + (yz)x+ (zx)y et (xx) , où (x ; y ; z) ∈ D(A)3 .

Dé�nition 8.3.1. On note L(A) = D(A)/I .

Puisque D(A) est une K-algèbre, L(A) possède une structure d'algèbre naturelle.
L(A) possède aussi une structure d'algèbre de Lie naturelle.
En e�et, en considérant le crochet

[ , ] : D(A)×D(A) −→ D(A)
(x , y) 7−→ xy − yx

et en le faisant passer en quotient, il induit un crochet de Lie sur L(A) :
∀x ∈ D(A) , [x , x] = xx− xx = 0 , donc le crochet véri�e l'équation [8.1] .
∀(x , y , z) ∈ D(A)3 ,

[
[x , y] , z

]
= (xy)z − (yx)z − z(xy) + z(yx) ,

d'où
[
[x , y] , z

]
+
[
[y , z] , x

]
+
[
[z , x] , y

]
∈ I , donc sur L(A) le crochet véri�e l'équation

[8.2] .
Le crochet est donc bien dé�ni.
En appelant degré de m ∈ M(A) l'unique entier n ∈ N tel que m ∈ Mn(A) , D(A)
devient une K-algèbre graduée.
En e�et, en notant Dn(A) = K

(
Mn(A)

)
, il est clair que

D(A) =
⊕
n∈N

Dn(A)

∀(p ; q) ∈ N2 , Dp(A)Dq(A) ∈ Dp+q(A)

Cette graduation passe naturellement en quotient, car I est engendré par des éléments
homogènes. Ainsi : L(A) =

⊕
n∈N

Dn(A)
/

(I∩Dn(A))
=
⊕
n∈N

Ln(A) .

En�n, L(A) est une algèbre de Lie graduée. Pour véri�er cela, il su�t de voir que pour
tout couple (p , q) ∈ N2 ,

[
Lp(A) ,Lq(A)

]
∈ Lp+q(A) . Cela est clair par dé�nition de

crochet de Lie sur L(A) .
Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Proposition 8.3.1. Soit A un ensemble, alors L(A) est une algèbre de Lie graduée
naturellement.

L'injection i : A −→ D(A) induit l'injection i : A −→ L(A) en gardant la même
notation car l'idéal I ne contient pas d'éléments de degré 1 .

1. la notion d'idéal est normalement dé�nie pour les anneaux. Nous, ici, D(A) ne peut être un
anneau (car sinon elle serait associative) .
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Proposition 8.3.2. Soit i l'inclusion i : A→ L(A) .
(
L(A) , i

)
possède la propriété

universelle suivante : pour toute algèbre de Lie L et toute application f : A→ L , il
existe un unique morphisme d'algèbre de Lie f̄ : L(A) −→ L telle que f = f̄ ◦ i .

A �
� i //

f
""

L(A)

f̄
��
L

Démonstration. Pour tout m̄ ∈ M(A)/I , l'unique moyen de dé�nir f̄ tel que le
diagramme commute est f̄(m̄) = f1(m) où f1 est le morphisme de magma de M(A)
dans L tel que f1 ◦ i1 = f qui existe grâce à la propriété universelle de

(
M(A) , i1

)
et on étend cette dé�nition en L(A) par linéarité.f̄ est naturellement un morphisme
d'algèbre.
Par la démonstration de la partie 3 de la proposition [8.1.1] , on sait que f̄ est bien
dé�nie et le diagramme commute.
Véri�ons que f̄ est un morphisme par rapport du crochet de Lie. Pour tout m̄1 , m̄2 ∈
M(A)/I ,

f̄([m̄1 , m̄2]) =f̄
(
(m̄1)(m̄2)− (m̄2)(m̄1)

)
=f̄(m̄1)f̄(m̄2)− f̄(m̄2)f̄(m̄1)

=f1(m1)f1(m2)− f1(m2)f1(m1)

=[f(m1) , f(m2)]

Donc, f̄ est un morphisme d'algèbre de Lie.

Maintenant, on considère l'algèbre enveloppante de L(A) . On note U
(
L(A)

)
. ϕ0

est l'application introduite dans la proposition [8.1.1].

Proposition 8.3.3.
(
U
(
L(A)

)
, ϕ0 ◦ i

)
possède la propriété universelle : pour toute

algèbre associative A et l'application f : A → A , il existe un unique morphisme
d'algèbre f̄ : U

(
L(A)

)
−→ A tel que f = f̄ ◦ (ϕ0 ◦ i) .

Démonstration. En e�et, on a le diagramme suivant :

A
ϕ0◦i //

i

  
f

��

U
(
L(A)

)

f̄

��

L(A)

ϕ0

99

g

��
A

g uniquement existe d'après la propriété universelle de
(
L(A) , i

)
; donc f̄ uniquement

existe d'après la propriété universelle de
(
U
(
L(A)

)
, ϕ0

)
. Ainsi :

f̄ ◦ (ϕ0 ◦ i) = g ◦ i = f .

Donc,
(
U
(
L(A)

)
, ϕ0 ◦ i

)
possède la propriété universelle.

Désormais, on notera U
(
L(A)

)
l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie libre sur

A .



Chapitre 9

Le dual gradué de U
(
L(A)

)
et

l'algèbre de mélange

Dans ce chapitre, on suppose que A soit un ensemble �ni : A = {a1; · · · ; an} .
Cela entraîne que L(A) , l'algèbre de Lie libre sur A est une somme directe d'espaces
vectoriels de dimension �nie (la proposition [8.3.1]) .

9.1 La structure de Hopf sur U
(
L(A)

)
Le théorème suivant sera central dans ce qui suit. Il est bien connu ; c'est pourquoi

nous ne le démontrerons pas.

Théorème 9.1.1 (Poincaré-Birkho�-Witt). Soit L une algèbre de Lie sur K . Suppo-
sons que L soit un K-module libre avec une base totalement ordonnée (xi)i∈I . Soient
A0 son algèbre enveloppante et ϕ0 : L −→ A0 le morphisme naturel d'algèbre de
Lie. Alors, A0 est une K-module libre. Sa base est l'ensemble des produits croissants
ϕ0(xi1) · · ·ϕ0(xik) où :
k ≥ 0 , (i1 ; · · · ; ik) ∈ Ik et i1 ≤ · · · ≤ ik .

Proposition 9.1.1. Soit A = {a1 ; · · · ; an} . U
(
L(A)

)
est engendrée par les éléments

ai1ai2 · · · aik où :
k ≥ 0 , i1 , · · · , ik ∈ J1 ;nK et i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ik .

Remarque 9.1.1. Il serait plus précis de dire que U
(
L(A)

)
est engendrée par les

éléments de la forme π ◦ ϕ2 ◦ ϕ1(ai1) · · · π ◦ ϕ2 ◦ ϕ1(aik) , où π , ϕ2 et ϕ1 sont les
injections canoniques :

A �
� ϕ1 //M(A) �

� ϕ2 // K
(
M(A)

)
= D(A) �

� π // D(A)/I = L(A) .

Mais cela serait beaucoup plus lourd. Nous ne le ferons pas.

Démonstration. Dans ce cas, l'application correspondante ϕ0 est le quotient par rap-
port à l'idéal introduit dans la proposition [8.1.1]. Le quotient préserve les éléments
de A , ce qui montre que ϕ0(ai) = ai , i ∈ {1 , 2 , . . . , n} . Le théorème de Poincaré-
Birkho�-Witt prouve alors cette proposition.
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Remarque 9.1.2. L'algèbre tensorielle T
(
L(A)

)
de L(A) est une algèbre associative

non-commutative. U
(
L(A)

)
est aussi associative non-commutative comme algèbre

quotient de T
(
L(A)

)
.

Proposition 9.1.2. Il y a une identi�cation entre U
(
L(A)

)
et K<A> .

Démonstration. Par l'identi�cation de la remmarque et par la proposition précédente,
il est facile de voir que U

(
L(A)

)
est une algèbre associative non-commutative graduée

dont la partie homogène de degré l est engendrée par ai1ai2 · · · ail ,
où i1 , · · · , il ∈ {1 , 2 , . . . , n} avec i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ il .
Chaque terme ai1ai2 · · · ail s'identi�e naturellement au mot ai1ai2 · · · ail ∈ A∗ .
On dé�nit les opérateurs conc , δ , k · 1 , (− , 1) sur U

(
L(A)

)
en suivant les mêmes

formules que sur K<A> .
Par l'associativité et la non-commutativité de U

(
L(A)

)
, on sait que cette implémen-

tation est possible.
Donc, de cette façon, on a une identi�cation entre U

(
L(A)

)
et K<A> .

Cette identi�cation montre alors :

Théorème 9.1.2.
(
U
(
L(A)

)
, conc , k · 1 , δ , (− , 1)

)
possède une structure d'algèbre

de Hopf graduée.

9.2 Le dual gradué de U
(
L(A)

)
et sa structure d'al-

gèbre de mélange

Dé�nition 9.2.1 (Le dual gradué d'une algèbre graduée). Soient A une algèbre
graduée. On dé�nit une algèbre graduée Ag dont la partie homogène de degré n est
donné par : Ag(n) = A(n)

∗ . Ag est appelé le dual gradué de A .

Pour que cela ait un sens, on prolonge toute forme linéaire d'un sous-espace vec-
toriel de A en une forme linéaire de A . Cela revient à identi�er, pour tout n ∈ N ,
dans notre contexte, A(m)

∗ à {f ∈ A∗|f(A(k)) = (0) si k 6= m} . Cette identi�cation
autorise désormais l'addition de f ∈ A(p)

∗ et g ∈ A(q)
∗ , même si p 6= q .

On véri�e alors, avec cette identi�cation que A(1)
∗ ,A(2)

∗ , · · · sont bien en somme
directe.

Désormais, on considère U
(
L(A)

)g
, que l'on veut munir d'une structure d'algèbre

de Hopf graduée.

Par dé�nition, U
(
L(A)

)g
(l)

= U
(
L(A)

)∗
(l)
, l ∈ N . C'est un espace vectoriel de di-

mension �ni car A est un ensemble �ni.
La base duale de U

(
L(A)

)∗
(l)

est{
(ai1ai2 · · · ail)∗|ai1 , ai2 , · · · , ail ∈ A , i1 , · · · , il ∈ J1 ;nK , i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ il

}
.

Pour obtenir une structure d'algèbre de Hopf, on va dé�nir quelques opérateurs sur
U
(
L(A)

)g
en citant les notations sh , k · 1 , conc∗ , (− , 1) , α dans le chapitre 7.

Dé�nition 9.2.2. i) Soient (u1u2 · · ·ul)∗ ∈ U
(
L(A)

)g
(l)

, (v1v2 · · · vm)∗ ∈ U
(
L(A)

)g
(m)

.

Dé�nissons la multiplication

sh
(
(u1u2 · · ·ul)∗ , (v1v2 · · · vm)∗

)
=
(
(u1u2 · · ·ul)� (v1v2 · · · vm)

)∗
.
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On note sh sans ambiguïté avec la notation dans le chapitre 7.

sh : U
(
L(A)

)g ⊗ U(L(A)
)g −→ U

(
L(A)

)g
(u1u2 · · ·ul)∗ ⊗ (v1v2 · · · vm)∗ 7−→

(
(u1u2 · · ·ul)� (v1v2 · · · vm)

)∗
.

ii) L'unité est
u(1K) = 1∗ .

Notons u = k · 1∗ .

Remarque 9.2.1.
(
U
(
L(A)

)g
, sh , k·1∗

)
est une algèbre associative non-commutative

graduée, grâce à la dé�nition de sh et k · 1∗ .

Dé�nition 9.2.3. i) Dé�nissons une comultiplication conc∗ sur U
(
L(A)

)g
: pour

tout (u1u2 · · ·ul)∗ ∈ U
(
L(A)

)g
(l)

,

conc∗
(
(u1u2 · · ·ul)∗

)
= (u1u2 · · ·ul)∗⊗1∗+(u1)∗⊗(u2 · · ·ul)∗+· · ·+1∗⊗(u1u2 · · ·ul)∗ .

On note conc∗ sans ambiguïté avec la notation dans le chapitre 7.
ii) La counité est dé�nie par ε(1∗) = 1K et ε(u∗) = 0 pour tout u∗ ∈ L(A)∗ . Notons

(− , 1∗) = ε .

Remarque 9.2.2.
(
U
(
L(A)

)g
, conc∗ , (− , 1∗)

)
est une cogèbre associative non-com

-mutative, grâce à la dé�nition de conc∗ et de (− , 1∗) .

Dé�nition 9.2.4. Dé�nissons l'antipode α : pour tout (u1u2 · · ·ul)∗ ∈ U
(
L(A)

)g
(l)

,

α
(
(u1u2 · · ·ul)∗

)
=
(
α(u1u2 · · ·ul)

)∗
.

Notons aussi α sans ambiguïté avec la notation dans le chapitre 7.

La compatibilité entre sh et conc∗ est préservée, car ils commutent avec ∗ . α est
l'antipode car elle commute avec ∗ . D'où, la proposition suivante :

Proposition 9.2.1.
(
U
(
L(A)

)g
, sh , k · 1∗ , conc∗ , (− , 1∗)

)
est une algèbre de Hopf.

En utilisant le résultat de la proposition [9.1.2], on obtient le théorème suivant :

Théorème 9.2.1.
(
U
(
L(A)

)g
, sh , k · 1∗ , conc∗ , (− , 1∗) , α

)
s'identi�e à(

K<A> , sh , k · 1 , conc∗ , (− , 1) , α
)
comme l'algèbre de mélange.

9.3 Algèbre de mélange sur A

Pour conclure, on appelle algèbre de mélange sur A la structure d'algèbre de
Hopf que l'on vient de décrire sur U

(
L(A)

)g
, ou ce qui revient au même d'après

l'identi�cation précédente, celle de décrite sur K<A> au chapitre 7 par dualité :
Par le théorème de Poincaré-Birkho�-Witt, on a vu qu'une base de l'algèbre de
mélange est donnée par les mots ai1ai2 · · · ail où i1 , · · · , il ∈ J1 ;nK avec
i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ il . De tels mots sont appélés mots de Lyndon.
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Rappelons la dé�nition donnée des mots de Lyndon est celle-ci : un mot est de Lyndon
s'il est plus petit que tous ses facteurs droits. Évidemment, ces deux dé�nitions sont
équivalentes. Pour plus de détails sur ces mots, on renvoit le lecteur à [6] Chapitre 5.
Pour �nir, nous mentionnons un théorème que l'on trouvera la démonstration dans
[6] Chapitre 4,5,6 . Celle-ci repose sur la factorisation de Lyndon des mots (tout mot
est produit d'une suite décroissante de mots de Lyndon, et ce d'une unique façon) .

Théorème 9.3.1. L'algèbre de mélange sur l'alphabet totalement ordonné A est li-
brement engendré par les mots de Lyndon.
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