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Résumé

Fixons-nous un alphabet X , on va définir I’algébre des polynémes non-commutatifs
sur X et démontrer qu’elle est munie d’une structure d’algébre de Hopf. Ensuite, d'une
autre maniére, on considérera le dual gradué de 1’algébre universelle enveloppante de
I’algébre de Lie libre sur X. Le but de ce mémoire est de montrer ’équivalence de ces
deux constructions de 'algébre de mélange.

Mots clés : algébre de mélange, algébre de Hopf, algébre de Lie libre, polynomes
non-commutatifs, algébre universelle enveloppante, produit tensoriel.



Chapitre 1

Présentation du probléme

Etant donné un ensemble d’indéterminées X et un anneau commutatif K , on

peut construire une algébre de polynomes (commutatifs) comme on le fait classi-
quement. Si 'on supprime la commutativité, on obtiendra la notion de polynoémes
non-commutatifs, dont on parlera dans la suite. Méme si I’on perd une jolie pro-
priété, la commutativité, en modifiant un peu I’écriture, on généralisera la notion
de polynomes (commutatifs). Les polynémes non-commutatif permettent de définir
simplement ’algébre de mélange. On va introduire plusieurs nouveaux opérateurs
afin de la construire et de la munir d’une structure d’algebre de Hopf. Alors, on aura
une algébre de mélange sur X |, munie d’une structure de Hopf.
D’autre part, la théorie des algébres de Lie libres donne un autre moyen de construc-
tion. En effet, I’algébre de mélange sur X peut étre définie comme le dual gradué de
I’algébre universelle enveloppante de I’algébre de Lie libre sur X . On se demande na-
turellement si ces deux constructions sont équivalentes. Que signifie ici I’équivalence 7
Ces questions seront le cceur du probléme.



Chapitre 2

Produit tensoriel

Pour définir la notion d’algeébre de Hopf et d’algébre de mélange, le produit tenso-
riel est indispensable. C’est pourquoi ce chapitre est entiérement consacré au produit
tensoriel. Cet opération est entre deux espaces vectoriels ou bien entre deux algébres
ou encore entre deux applications linéaires. Dans tout ce chapitre, K sera un corps.

2.1 Produit tensoriel de deux espace vectoriels

2.1.1 Construction

Rappelons tout d’abord quelques propriétés des applications bilinéaires.
On se donne quelques propriétés.

Proposition 2.1.1.1 (Propriétés élémentaires des applications bilinéaires).

Soient E1 , Fy et F trois espaces vectoriels sur K .

i) Si l'on note F(E; X Ey, F) lespace vectoriel de toutes les applications de

Ei x Ey dans F |, les applications bilinéaires de E; x FEy dans F' forment un sous-
espace vectoriel de F(Fy X Ey, F) |, noté B(Ey x Ey, F) .

ii) Soient F' et G deuz espaces vectoriels sur K . On note L(F ,G) l’ensemble des
applications linéaires de F' dans G . Soient U € L(F ,G) , S € B(F1 X Ey, F) . Alors
UoS € B(E, x Ey,G) .

iii) Soient E' et EYy deuz espaces vectoriels sur K . Soient Uy € L(E} | Ey) ,

Us € L(EY,Ey) , S€B(E, x Ey, F) . Alors, lapplication suivante est bilinéaire.

S': E/xE, — F
(2}, 25) = S(Ui(zy), Ua(z))) -

Démonstration. i) Soient Sy, Sy € B(Ey x Ey, F) et A € K | il suffit de montrer que
Sl+>\SQ GB(El X EQ,F) .
En effet, pour tout (x;,x2) , (y1,y2) € F1 X Es |

(ST 4+ AS2) (1 + 1,22+ y2)

= S1(z1+y1, 02+ y2) + ASa(21 + Y1, 2 + y2)

= S1(z1,22) + S1(y1,x2) + S1(z1,92) + S1(y1,y2) + ASa(x1, x2) + AS2(y1, 22) + ASe(z1,92) + A
= (81 + AS2) (w1, 22) + (S1 + AS2) (w1, y2) + (S1+ AS2) (w2, 41) + (S1+ AS2)(y2, 21) -
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Donc B(E; x Es, F) est un sous-espace vectoriel de F(E; X Ey, F) .
ii) Cette propriété résulte du diagramme suivant :

E x B, 2 F BEINNYE
— U

(IL‘l ,172) — S(l‘l 71’2) (S([El ,Ig)) .

En fixant z; , il est évident que

B, =2 F Y ¢

Ty +H—> S(l’1,ﬂf2) — U(S(fﬁl,l'g))

est une application linéaire. De méme, en fixant x5 , on obtient une application
bilinéaire. Donc la propriété bilinéaire est préservée.
iii) On regarde le diagramme suivant.

E, X E, S F
UIT UQ]
Ey E

En fixant x} , il est évident que
JEN X 2 F
ahy — Us(zh) +—— S(Ui(a)), Us(h))

est une application linéaire. De méme, en fixant z), , on obtient une application
bilinéaire.
Donc iii) est vrai. O

En introduisant la notion de produit tensoriel de deux espaces vectoriels, I’objec-
tif est de simplifier I’étude des applications bilinéaires. D’un certain point de vue,
celle-ci se confond & I’étude simultanée de deux applications linéaires.

On introduit la notion de produit tensoriel pour "transformer” la bilinéarité en linéa-
rité. Etudier un produit tensoriel revient a étudier le produit cartésien.

Tout d’abord, on rappelle ce qu’est, en tout généralité, une propriété universelle :
Soient E et F' deux ensembles quelconques et ¢ une application de £ dans F', on dit
que (F', ¢) possede la propriété universelle si pour tout ensemble G et toute applica-
tion ¢ : E — G, il existe une unique application ¢ : F —s G telle que ) = o ¢ .
On va préciser la propriété universelle dans deux cas particuliers.

Lemme 2.1.1.1 (Propriété universelle des espaces vectoriels quotients). Soient E
un espace vectoriel sur K , E' un sous-espace vectoriel de E , E/E’" l’espace vectoriel
quotient, et ¢ lapplication linéaire canonique de E sur EJE' . Alors, (E/E",p)
posséde la propriété universelle : pour tout couple (F' 1)) vérifiant

i) Y est une application linéaire de E dans F';

ii) Ker(y) D E'.
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il existe une unique application linéaire @/; . E/E' — F telle que le diagramme

suivant commute.
E—%E/F

N

Démonstration. On rappelle que si U, V, W sont trois espaces vectoriels quelconques
et oy € L(U,V), ¢ € LU, W) , alors il existe ¢3 € L(V , W) telle que ¢p = ¢3 0 ¢y
si et seulement si Ker(¢1) C Ker(¢z) -

On prend ¢1 = ¢, ¢ = 1 . ¢p3 = 1 existe universellement car Ker(y) D E' =
Ker(y). O

Lemme 2.1.1.2 (Propriété universelle de 'espace vectoriel K()). Soient K un corps
commutatif, I un ensemble non vide, K Iespace vectoriel engendré par {e;}ics sur
K , ot {e;}icr est défini par les relations :
N0 siog#£a
ei(j)_{ 1 si j=i
Soit o linjection canonique de I dans KU qui a tout i € I associe p(i) = e; .
Alors, (K(I) ,gp) posseéde la propriété universelle suivante : pour tout u € F(I,F) ,
il existe une unique U € E(K(I) , E) telle que le diagramme suivant commute.

] —2 KM

E
Démonstration. Unicité : Soient v € F(I,FE) et 4 € E(K(I) ,E) telle que le dia-
gramme précédent commute, alors
u=uoyp — u(i)=1uop(i).
Pour f =Y "aie; , U(f) =D agii(e;) = Y iiop(i) .
iel iel iel
Cette formule entraine que U est uniquement déterminée.

Existence : Pour tout élément f = Zaiei , on définit donc
iel
U(f) = Z%U(i> :
icl

Alors, @0 ¢(i) = u(e;) = u(i) ,dot o =u . O

Dans la suite, on va construire I'espace tensoriel de deux espaces vectoriels E; et
E, étape par étape.
Etape 1 On considére E; X Fy comme un espace vectoriel E . Soit (K(E) ,j) Iespace
vectoriel et I'application canonique définis dans le lemme [2.1.1.2]. On sait d’aprés

sa propriété universelle que pour tout S € F(E,F) , il existe une unique S €
E(K(E) ,F ) telle que le diagramme suivant commute.

E_J K®E)

N
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Etape 2 Choisissons S bilinéaires. Si A, i sont deux scalaires dans K |, x1,y; € F; et
To,Ys € Fy , S est bilinéaire, alors, on a :

S()\l‘l —+ MY ,332) = /\S(.’Bl ,$2) + ,uS(yl ,.IQ)

S(x1, Avy + py2) = AS (21, 22) + pS(w1,92) -

Donc :

S\t + pyr, m2)] = AS[j (21, 22)] + pS[j(y1 , 22)]
=\

Sy, Axg + puys)] Sl @2)] + pS[j (21, y2))-

S est linéaire. On en déduit :

Sy + pyn ,w2) = Aj(1,72) — pj(yn, 22)] = 0

S[j(xl ATy + pya) — Ay, w2) — pj(z, y2)] = 0.
Soient H; le sous-espace vectoriel de K¥) engendré par tous les éléments de forme
JAxy 4+ pyr , x2) — Aj(xy, x2) — pj(yr , 2) en parcourant tous x1,y1 € Ey , T2,Ys € Eo
et \,n e K
De méme, notons Hy 'espace engendré par j(xy, Axe + pyo) — Nj (21, x2) — pj(z1 , y2)

Soient H = H, + Hy et ¢ est application canonique ¢ : K& — G =K /H . H
est aussi un sous-espace vectoriel de K& . » est bien définie.

Etape 3 Soit T'= ¢ oj . Comme Ker(p) = H C Ker(S) , d’aprés [2.1.1.1], il existe
une unique S : G — F telle que S = S o @ qui signifie que le diagramme suivant
commute.

K&
J /
(7]
E—1 G g
S
S
a

G ,T) est justement ce que 'on recherche, c’est-a-dire, ce que 'on appelle produit
J
tensoriel de deux espaces vectoriels.

Remarque 2.1.1.1. i) T est bilinéaire. En effet, la construction de H nous permet
la bilinéarité de T . i) S=SoT, en effet, Szgojzgocpoj:SoT.

Définition 2.1.1.1. L’espace vectoriel G = KF) /H s’appelle le produit tensoriel sur
K de deux espaces vectoriels Fy, Fy . Il est noté £y @k Ey , ou bien plus simplement
Ey ® Ey , lorsque aucune confusion n’est & craindre, T'(x1 ,x5) est noté x1 @ x5 .

Remarque 2.1.1.2. Désormais, notons S : Ey ® By — F au lieu de S dans la
construction précédente.

Théoréme 2.1.1.1. Soient F , Es deux espaces vectoriels sur K . Il existe un espace
vectoriel noté By ® FEy et une application bilinéaire T' : Fy X Ey — E; ® Ey tel
que (B ® Ey,T) posséde la propriété universelle suivante : pour toute application
bilinéaire S : Fy x Fy — F , il existe une unique application linéaire S : By @ Ey — F
telle que S = S oT . De plus, (E1 ® Ey,T) est unique a isomorphisme prés.
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Démonstration. Par la construction précédente, on a déja montré 'existence de Fy ®
E, . Pour I'unicité, considérons un autre couple (G’,T") vérifiant la propriété univer-
selle précédente. On a alors le diagramme commutatif suivant :

E L G
NT lrf/
G/

On a : . .
T =ToT, T=ToT .

Par la construction, G est engendré par les images de ¢ de la base de K®) | La base
de K®) est construite par les images de j . Donc, T est surjective.
D’ou :

ToT =1Idg, T oT = Idg

Cette formule signifie que T, 7" sont bijectives. Donc G ~ G . m

Remarque 2.1.1.3. ® est un opérateur bilinéaire, c’est-a-dire :
Pour tout \,p € K |, x1,y1 € Ey, 22,y € Fs

(Azy + py) @ £ = Az @ T2 + g @ 2,

MY ()\1’2 +/Ly2) = )\%1 ® T2+ pur1 Q Ys .

En effet, par construction, T est bilinéaire, donc ® est bilinéaire aussi.

2.1.2 Propriétés des produits tensoriels

Lemme 2.1.2.1. Pour tout triplet (U,V , W) d’espaces vectoriels sur K | il existe
un isomorphisme naturel

Hom(U@V,W) = Hom(U,Hom(V,W)) .

Démonstration. 11 suffit d’identifier ¢ € Hom(U @ V', W) a I’application u — ¢(u , )
. Si p, 1 vérifient que u — @(u,-) et u — Y(u,-) sont mémes, pour tout u € U
, o(u,) = Y(u,-) . Pour tout v € V | p(u,v) = (u,v) . Donc ¢ = ¢ . Cette
identification est injective. Etant donné 6 € Hom (U, Hom(V ,W)) , on l'associe
(u,v) = 6(u)(v) dans Hom(U @ V,W) . L’identification est surjective. Donc elle
est bijective. O

De plus, on a les isomorphismes suivants :

Lemme 2.1.2.2. Sotent U,V ,W trois espaces vectoriels sur K ;| alors
UV)eW=2U(VeW),

KeV2V=2VeK,
VeoW=2waeV.
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Démonstration. Pour tout (u,v,w) € (U , V,W)

i) On associe (u®@v) @w a (u® (v®w)) . Il est évident que cette association est
linéaire et surjective. Si u® (v@w) = 0, soit u =0, soit v@w = 0 qui est équivalent
a soit v = 0, soit w = 0 . Dans tous les cas, (u ® v) ® w = 0 . Cette association est
injective. Donc elle est bijective.

ii) On associe k @ v a kv , il est évident que cette association est bijective. De méme
pour v ® k .

iii) De méme, on associe v @ w a W R v . O

Maintenant, on va montrer une proposition trés importante.

Proposition 2.1.2.1. Soit I un ensemble d’indices. Soient (Ui)z’el une famille d’es-
paces vectoriels sur K . Soit V' un autre espace vectoriel sur K | alors :

Hom(EU; V) = [[ Hom(U;,V) .

iel iel
Démonstration. On identifie tout f € Hom(@ U, V) a (f|U2.)Z.€I . n
iel

Corollaire 2.1.2.1. Soient I un ensemble d’indices, (Ui)iel
vectoriels. Soit V' un autre K-espace vectoriel, alors :

(Pu)ev=d UoV).

i€l i€l

une famille de K-espaces

Démonstration. Pour tout espace vectoriel W,

Hom((EPUi) @V W) = Hom(E@QU;, Hom(V,W))

iel i€l

>~ [[Hom (Ui, Hom(V,W))
icl
> HHom(Ui@JV,W)
icl
= Hom(@(UiQ@V),W).
el

Cette formule est correcte pour tout W . La suite de démonstration est donnée dans
la proposition 5.1(c) [4]. O

Corollaire 2.1.2.2. Soient {u;}ic; une base d’un espace vectoriel U et {v;};es une
base d’un espace vectoriel V', alors {u; ® v }ier jes est une base de U QV .

Démonstration. On écrit U et V' en une somme directe,

U=EPKu,V=PKy, .

iel jeJ
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Alors :

vev=(Pku) e (@Ky)

iel jeJ
=P (ku @ (DKy))
iel jet
=~ @ @ (KuZ & va)
iel jeJ
iel,jet
O
Corollaire 2.1.2.3. Si U et V sont de dimension finie, alors
dim(U ® V) =dimU x dimV .
Démonstration. Grace au corollaire précédent,
dimU dimV
UV @ @K(ui@)vj) :
i=1 j=1
Dou, dim(U @ V) = dimU x dimV . O

2.2 Produit tensoriel de deux application linéaire et
de deux algébres
Définition 2.2.1. Soient U, U’" |V | V' quatre espaces vectoriels sur K , f € L(U,U’)et

g € LV, V") . On définit le produit tensoriel des applications linéaires f et g par la
formule suivante :

f@g: UQV — UV
u@v = flu)®g) .

Définition 2.2.2. Soient A, B deuz algébres sur K . On munit [’espace tensoriel
A ® B d’une structure d’algébre. On définit la multiplication sur A ® B par :

(a®b)-(d@V) = (ad) @ (b) .

Remarque 2.2.1. La multiplication de A ® B est associative et distributive par
rapport o 'addition d’apres la bilinéarité de ® .

Remarque 2.2.2. Dans [’équation ci-dessus, - note la loi de multiplication dans

A® B .

Remarque 2.2.3. On note A®@ A = A®? et on définit A = AQA®---® A pour

i—fois

un certain i € N* et A®0 =K .
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Exemple : (L’algébre tensorielle) Soit A une algébre. On note T'(A) = @A@ :
i>0

T(A) est un espace vectoriel. La multiplication sur T'(A) est définie par :

pour tout 7,5 >0, tout a; ® az -+ @ a; € A% |41 ® Qiya- -+ ® ajy; € A%

(a1®ay -+ ®a;) (A1 @042 - - Piqj) = 1Rz - - - PR 11 Rito -+ - Ry j € A®+I)

Remarque 2.2.4. On étend la multiplication en la rendant distributive par rapport
a laddition par définition. Avec elle, T(V') devient une algébre. On Uappelle algébre
tensorielle de A. Par ailleurs, sa multiplication s’appelle la concaténation.



Chapitre 3

Les polynémes non-commutatifs

3.1 Les mots, les polyndmes non-commutatifs et les
séries formelles non-commutatives

Soit K un corps ou un anneau. On connait bien les polynéomes (commutatifs)
classiques. Si 'on supprime la «commutativité», on obtiendra les polynoémes non-
commutatifs. On commence par quelques définitions.

Définition 3.1.1 (Palphabet, les lettres, les mots). Soit A un ensemble (fini ou
infini) . On appelle cet ensemble alphabet. Un élément de A s’appelle une lettre. Une
séquence finie des lettres s’appelle un mot. Par ailleurs on note le mot vide £ . On
note A* l'ensemble des mots sur A et le mot vide.

Remarque 3.1.1. Dans la plupart des cas, A est fini, mais notre définition marche
aussi au cas ou A était infini. On note un mot w € A* habituellement. On peut
“identifier” cette définition aux lettres et auxr mots habituels.

Définition 3.1.2 (Concaténation). Soient wy = ajas - -y ,Ws = Qp41Qk42 - - A QUEC
k> 1,1 >k deuzr mots non-vides de A* , ot {a;}1<;<; sont des lettres. La concaté-
nation de wy,wy est

conc(wy ,wy) = ajag - - ay .

EtYw € A*, conc(e ,w) = conc(w ) = w .
Sans ambiguité, on écrit u - v = conc(u,v) .

Remarque 3.1.2. (A", conc) est le monoide libre sur A d’élément neutre € .
Maintenant, soit K un anneau commutatif unitaire.

Définition 3.1.3. Un polynome non-commutatif d’alphabet A a coefficient dans K est
une K-combinaison lin€aire finie de mots de A . Alors, un polynéome non-commutatif
P d’alphabet A a coefficient dans K s’écrit

P=) (Pww,

wEA*

ot (P,w) désigne le coefficient du mot w . Sans ambiguité, on Uappelle aussi un
polyndéme.

13
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Chaque polynome est donc une somme finie car il n’y a qu’un nombre fini de
coefficients non-nuls dans cette notation. On note K< A> I’ensemble de tous les
polynomes non-commutatifs dans A sur K (d’alphabet A a coefficient dans K) .
Par ailleurs, on peut définir la série formelle non-commutative par analogie. Autre-
ment dit, il s’agit d’une somme infinie, en utilisant la méme écriture de P ; I’ensemble
des séries formelle est noté K<<A>> .

3.2 La multiplication de K<A> et ses propriétés

Définition 3.2.1. Soient P = Z (P,u)u , Q= Z (Q,v)v deux polynomes

ueA* vEA*

non-commutatifs, les coefficients de PQ) = Z (PQ,w)w sont définis par
weA*
(PQ,w) = Z (P,u)(Q,v) )

Proposition 3.2.1. Muni de la multiplication précédente, K< A> est une algébre
unitaire ; K<< A>> aussi.

Démonstration. 11 est évident que K<A> est un espace vectoriel sur K .
Associativité :

Soient P, = Z (Plaul)Ud;PQ: Z (P2,U2)u2>P3: Z (P37U3)U3,

ul EA* ugEA* ug€A*

(AP)Pw) = > (X (PLuw)(Bw)) (P w)

W=W1Ww2 W] =ul-u2

= S (PLw)(Pw) (P us) |

wW=u1-u2-U3

De méme, pour (P, (P,Py) ,w) ., alors (PiPy) Py = P (PoPy) .
Unité : Le mot vide ¢ est I’¢lément unitaire, en effet

(Plg,w): Z (Pl,ul)(a,uz):(Pl,w).

w=uiu2

Alors, Pie = P, . De méme, ¢P, = P, .

Distributivité :

Soient Py = Z (P u)uy , Py = Z (P2 u2)uy , Py = Z (Ps,us)us ,
U1 EA* ugEA* ug€EA*
(Pt )Py =( D2 ((Prw) + (Povw))u) (3 (P us)us)

uEA* uzEA*



CHAPITRE 3. LES POLYNOMES NON-COMMUTATIFS 15

PP+ PPy = Z (P, ur) (Ps,us)w + Z (P2, us) (Ps,us)w'

= :Z ((Pl,u)(Pg,u;;)w—i- :Z (P2, u)(Ps,us)w
= :Z ((Pryu) (Py,us) + (Posu) (Ps,us) )w
_ Z (((Prw) + (Poy)) (Pyus) )

Donc(P1+P2)P3:P1P3—|—P2P3.Deméme,Pg(Pl—l—Pg):P3P1—|—P3P2.
Donc K<A> est une algébre. On démontre le cas des séries formelles en utilisant les
mémes calculs; on laisse au lecteur de le refaire. O

Proposition 3.2.2. Soiti: A — A* l'injection canonique. (A i) posséde la propriété
universelle sutvante : pour toute application f : A — M de A dans un monoide
quelconque M, il existe un unique homomorphisme de monoide A* dans M tel que
le diagramme suivant commute.

A— A

N

Démonstration. Pour un élément w = ajay---a, € A* , on pose

flw) = flar)flaz) - f(an) .

Il est évident que ce diagramme devient alors commutatif d’apreés cette définition.
Si f est un autre homomorphisme, pour tout a € A, f(a) = foi(a) = f(a) . Alors,

flw) = f(al)f(a2> e f:(an> = fla1)f(az) - f(an) -
D’oti, on obtient I'unicité. O

Si I'on conserve la notation ¢ pour U'injection de A dans K<A> | (A,i) posséde
aussi la propriété universelle.

Proposition 3.2.3. Pour toute application g : A — A de A dans une algébre asso-
ciative quelconque A sur K , il existe un unique homomorphisme d’algébre
g : K<A>— A tel que le diagramme suivant commute.

A— 1 S K<A>

N
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Démonstration. Par la notation de la proposition précédente, il existe un unique
homomorphisme g : A — A* . Pour un polynéme P = Z (P , u)u , O pose
ueA*

Q(P) = Z (P,u)g(u) )

ueA*

Soit ) = Z (Q,v)v , alors

vEA*

9(P@) =3( X (P.w)(Q.v)u-v)

u,vEA*

= Z (P,u)(Q,v)g(u-v)

u,vEA*

= Y (P,u)(Q,v)g(u)g(v)

u EA*

(X Pwaw) (X (@.0)aw)

uEA* vEA*

=3(P)3(Q) -



Chapitre 4

Cogeébre ,bigebre et 1’algébre de Hopf

4.1 Algébre et Cogebre

Rappel : La définition de I’algébre est bien connue. Ici, on parle d’algébre unitaire
(c’est-a-dire que la multiplication posséde un élément neutre) .

Soit A une algébre unitaire sur un corps K . Dire que la multiplication de A a un
élément neutre est équivalent a dire qu’il existe une K-application linéaire de K dans
A | notée u , telle que u(lg) =1, ot 1 est 'élément neutre de la multiplication de
A, 1k est celui de K .

De cette facon, on peut réécrire la définition d’une algébre unitaire :

Définition 4.1.1. Soit A un espace vectoriel muni d’une application linéaire

M: AR A— A, appelée multiplication et d’une K-application linéaire

u: K — A, appelée unité. On dit que le triplet (A, M ,u) est une algébre si les
diagrammes suitvants commutent :

Axiome d’associativité : AR AR A TdeM g ® A
M®Idl LM
Ao A M A
Axiome d’unité : A A
S
K A M ARK .

Remarque 4.1.1. Dans le deuxiéme diagramme, ~ désigne lisomorphisme cano-
nique entre K@ A et A : k®a ~ ka .

Le but de réécrire la définition d’une algébre sous cette forme est de donner celle
des cogébres plus naturellement. En effet, une cogébre est obtenue en renversant tous
les sens des fleches :

Définition 4.1.2. Soit C' un espace vectoriel muni d’une application linéaire
A:C—=C®C, appelée la comultiplication et d’une K-application linéaire

e: C — K, appelée counité. On dit que le triplet (C', A e) est une cogébre si ces
deux diagrammes suivants commutent :

17
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IdeA

Axiome de coassociativité : C R C Q C cCeC
A@MT ]A
C®C = C
Axiome de counité : C®C
S
K®C A C®K.
\ | /

Soit ¢ € C', A(c) = ZC“ ® c9; . Par la notation introduite par M. Sweedler
i=1

[7], notons A(c) = ch ®c.
Par la commutativité du diagramme, (A ® Id) o A = (Id®@ A)o A . On a :

Z <ch’1®cl72> R = ch® <ZC2,1®62,2> _
c cl c c2

Donc on la note Z AR .

&
Exemple : Soit S un ensemble. On note KS I'espace vectoriel engendré par tous les
éléments de S comme la base sur K . On munit KS d’une structure de cogébre par

A: KS — KS®KS
S — S&®s

e: KS — K
S — 1k .

Démonstration. Pour tout s € S,

(Id®@ A)o A(s) =(Id® A)(s ® s)
=5SQRSRQS .

(A®Id)oA(s) =(A®Id)(s® s)
=SQ®s®s .
Done, (Id®@ A)o A= (A®Id)oA .

(e®Id)oA(s) =(e®Id)(s® s)
=g ®s~s.

(Id®e)oA(s) =(Id®e)(s ® s)
=s®@1Ilg~s.

Done, (e ®Id)o A= (Id®e)o A . Dou, (KS,A &) est une cogebre. O

On rencontrera a nouveau la notation KS dans les chapitres suivants.
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4.2 La dualité d’algébre et de cogéebre

Soient E un espace vectoriel et uw € E | f € E* , notons f(u) =<f,u> .

Lemme 4.2.1. Soient E |, F' deuz espaces vectoriels. Soit ¢ : E — F une application
linéaire. Si E est de dimension finie, on peut bien définir Uapplication duale
' F*— E*

Démonstration. Soit {e1 ez, -+ ,e,}labasede E . Alors la base duale est {e1*, eo*, - - -
n

On définit *(f) :Z<f,<p(ei)> e;* pour tout f € F* . ]

i=1
Remarque 4.2.1. On peut définir ['application duale de ¢ dans le cas ou E est de
dimension infintes. Mais dans ce mémoire, le cas ot E est de dimension finie a suffit.

Soit (C', A, ¢) une cogebre sur K . ¢ : €' — K détermine e* : K* — C* .
A:C — C®C détermine A*: (C®C)" — C* .

Lemme 4.2.2. Soit E un espace vectoriel. Il existe une injection canonique
p: E*®@ E* — (E® E)*; si E est de dimension finie, p est alors une bijection.

Démonstration. Soient f,g € E* | on définit p(f ® g) par
Vu,v € E,<p(fRg),uu>=<f,u><g,v> .

SiVu,ve E,< f,u><g,v>=0,soit f =0, soit g =0 . Dans tous les cas, on
a: f®g=0.Donc, pestune injection : p(E* ® E*) C (F® E)* .

De plus, si E est de dimension finie, dim(E* ® E*) = (dimE)? = dim(E ® E)* , alors
p(E* @ E*) = (E® E)* . p est donc une bijection. O

Remarque 4.2.2. §i E est de dimension infinie, p(E* @ E*) & (E® E)* .
Théoréme 4.2.1. Soit (C',A,¢) une cogébre. (C*,A* o p,e*) est une algébre.

Démonstration. On va vérifier les deux diagrammes des axiomes d’algébres (Défini-
tion [4.1.1]) . On les rappelle ci-dessous.

C*@C*@C*MC*@)C*
A*op@]dl j(A*op)
C* @ C* ATor ok
C*e C*

K C* A*op C*K.
O*

Vérifions d’abord le premier diagramme. Pour tout f ® g ® h € C* ® C* @ C* , tout
c € C, il suffit de montrer

(& (p(roatopgan)).c) =@ (pa (fogen).c).
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Il est équivalent a

Y o <fidt> A (p(geh)) Z<A*f®g c><h,c?)

C

qui est équivalent a
YN <fids<g P e<h, AP>=) Y < f e <g Pe<h, >
c C2 I Cl

qui est équivalent a

<f®g®h,chcQC3>:<f®g®h,2010203>

qui est évident.
Vérifions la commutativité de la partie gauche du deuxiéme diagramme. De méme,
pour la partie droite de ce diagramme. Cela est équivalent & : pour tout £ € K,

feC , cel
<A* (p(a*(k*) ® f)> ,c> :@(5*(k*) ® f) ,ch ® 02>
=Y <e'(k*),c >< f P>

D’aprés I'axiome de counité (Définition [4.1.2]) , 1 ® ¢ = 25(01) ® c* . Alors
c= Zs(cl c?
D’ofl,<*<( (k*)®f>,> Z<f ke(ce2 >=k< f,c>.

Alors, A* (p(g*(k*) ® f)) —kf .
D’ou (C*,A* o p,e*) est une algébre. O

Théoréme 4.2.2. Soit (A, M ,u) une algebre. Si A est de dimension finie,
(A* p~t o M* &*) est une cogébre.

Remarque 4.2.3. Si A est de dimension finie, p~! existe d’apres le lemme .

La preuve est presque méme que le théoréme précédent. La différence reléve de
quelques changement d’ordre de lettres. On la laisse au lecteur en tant qu’exercise.

4.3 Bigébre

Avant de préciser la définition de bigébre, on se donne la définition du morphisme
d’algébre et de cogébre.
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Définition 4.3.1 (Morphisme d’algébre et de cogébre).
i) Soient (A, Ma,ua) et (B, Mp,up) deuzx algébres.
f A — B est un morphisme d’algébre lorsque les diagrammes suivants commutent.

AoA—1% BB A-1.B
MAl lMB UAT ]UB
A ! B K—>K

ii) Soient (C',Ac,ec) et (D, A ep) deuzx cogébres.
g : C — D est un morphisme de cogebre lorsque les diagrammes suivants com-
mutent.

C g D c—2-D
J T o]
CoC—2 . peoD K —>K

Définition 4.3.2 (La structure de A® A et de C ® C).

i) Etant donné une algébre (A, M ,u) , on définit

(M ® M)o (Id®Taa®Id) et u®u comme la multiplication et 'unité de A® A ,
ol Taa est la transposée sur A® A .

i) Etant donné une cogebre (C',A ¢) , on définit (Id @ o0 ® Id) o (A ® A) et
e®e comme la comultiplication et la counité de C @ C' , ot T7¢ ¢ est la transposée sur
CeC.

Proposition 4.3.1. Avec la notation de la définition précédente,
i) (A@A, (M®M)o(Id®Taa®Id),u ®u> est une algeébre.

i) (C®C>(1d®TC,C®1d) o (A®A),€®€) est une cogébre.

Démonstration. i) On écrit a;b; au lieu de M(aq ,by) .
Vérifions d’abord que pour tout a1 ® as , by by , 1 R € AR A,

(M@ M)o(Id®Taa® Id)((a1b1 ® asby) ® (c1 ® 02))
=(M @ M)o(Id®Tas® Id)((a1 ® as) @ (bicy @ bacy))

qui est équivalent &
((a1bl)01) X ((Gng)Cz) = (Gl(b101)) X (62(5202)) .

Par I'associativité de A , cela est vrai.
Vérifions que pour tout k1 @ ks E KQK , a1 ®as € A® A,

k?le(al X CLQ) = (M X M) e} (]d X TAA &® Id) ((kl]. X k‘g]_) (24 (CLl & a2)>
qui est équvalent a
kika(ar ® ag) = k1a1 ® keas = kikoay ® ag .

Cela est vrai.
ii) Vérifions que pour tout c® d € C ® C',

<((Id @ 10c®Id) o (AR A)) ® (Id® Jd)) (Z (ed)e(Pe d2))
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— (o1 e (Idemceeldo(aan)) (Y (@ ed) o (@ed))

c,d

qui est équivalent &

Z (Cl,l ®d1’1)® (01’2®d1’2)®(02®d2)

c,d,c1,dy

_ Z (Cl®d1)®(02’1®d2’1>®(02’2®d2’2).

c,d,ca,dz

D’aprés I'axiome de coassociativité de C', cela est vrai.
Vérifions que pour tout c®d € C® C,

lel)@(ed=> (") eed) e (@ od)

qui est équivalent &

c®d= (Za(cl)c2> ® (Zg(dl)cﬁ) .

[

Cela est vrai par I’axiome de counité de C' . O

Remarque 4.3.1. L’algébre (A QA (MM)o(Ild®Taa®Id),u® u) (resp. la

cogébre <C’ RC,Id@Tec®Id)o(ARA),e® 5)) est dite engendrée par (A, M ,u)
(resp. (C',A¢e)) . Désormais, on la note A® A (resp. C & C') sans ambiguité.

Maintenant, on a bien défini I'algébre et la cogébre. Si un espace vectoriel muni
d’une structure d’algébre et simultanément d’une structure de cogébre, peut-on dire
qu’il est une bigébre ? Non ! Il n’est que la composition d’une algébre et d’'une cogébre.
Entre ces deux structure, on a besoin d'une compatibilité. Sinon, les bonne propriétés
de bigébres ne se montraient pas. On introduit la compatibilité suivante.

Deéfinition 4.3.3. Soit H un espace vectoriel. Supposons que H soit muni simultané-
ment d’une structure d’algébre (H , M ,u) et d’une structure de cogébre (H ,A ,e). On
dit que ces deux structure sont compatibles si l'une des deux conditions est vérifiée :
i) M et u sont des morphismes de cogébre (H ,A ,¢) .
ii) A et e sont des morphismes d’algébre (H , M ,u) .

Proposition 4.3.2. Ces deux conditions sont équivalentes.

Démonstration. Par la définiton [4.3.1], i) est équivalente aux diagrammes commu-
tatifs suivants.

HOH M H HoH —L =¥
L(Id®r®ld)o(A®A) jA La@e ja
HoH) @ HeoH) —2Y yen K®K———K

K v H K—" -H

| b sk

KoK —2% ~HQH K
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ii) est équivalente aux diagrammes suivant.

HoH—22  (HeH) @ (HOH) H—2 ~HOH
Mj (M®M)o(ld®‘r®ld)l u] Tu@u
H 2 HoH K—>=K®K
HoH—2L KoK H—>K
b
H z K K
Les quatre diagrammes dans i) sont mémes que ceux de dans ii) . O

Maintenant, on précise la définition de bigébre.

Définition 4.3.4. Soit H un espace vectoriel. On dit que (H,M ,u,A e) est une
bigébre lorsque :

i) (H , M,u) est une algébre ;

i) (H,A,s) est une cogébre ;

iii) A et € sont des morphismes de l’algébre (H,M,u) )

4.4 L’algébre de Hopf

Soient (A, M ,u) une algébre et (C', A e) une cogébre. On considére Iespace
vectoriel Hom(C', A) des homomorphismes de C' dans A .
Définition 4.4.1 (Convolution). Soient f,g € Hom(C,A) . La convolution f * g
est définie par fxg= Mo (f®g)oA .

CoC—'% _A9A

Remarque 4.4.1. Grice a la notation de M.Sweedler, pour tout ¢ € C'

Frgle)=> flcg(c?) .

Proposition 4.4.1. Soient (A, M ,u) une algébre et (C', A, &) une cogébre. (Hom(C JA) *)
est une algébre unitaire d’unité uoe .

Démonstration. Pour tout f € Hom(C,A) ,ce C,

(woe)x f(e) =) (uoe)(e)f(e)

C

Alors,
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D’aprés I'axiome de counité de C', Z et =c.

Do, on a: (uoe)x* f(c) = f(c) .
Alors, u o € est 'unité. Il reste & montrer ’associativité de * .

(f *g)*h(e) = (f*g)(c)h(c)
= f(" Mg ()

c,ct

:<f®g®h,201®02®c3>.

De méme, fx(gxh)(c) =<f®gQh, Z >, desorte que * soit associative.
Donc (Hom(C', A),*) est une algébre d'unité uoc . O

Définition 4.4.2. Soit (H,M ,u,A e) une bigébre. On considére End(H) l'endo-
morphisme de H . Soit Id lidentité. S’il existe S € End(H) tel que
SxId=1d*xS=wuoe, S est appelé antipode de H .

Définition 4.4.3. Une bigebre possédant une antipode est une algébre de Hopf. Par
la notation ci-dessus, notons (H, M ,u,A e,S) Ualgébre de Hopf H avec l’antipode
S .

Remarque 4.4.2. La définition de 'algébre de Hopf est résumée par les diagrammes

suivants :
HOoHOH—" Y poH HoOHOH~—2 nenH
M®1dl jM A®1dT TA
HRH M H HRH A H
HoH HoH
AR ras
K H H@K Ko H H K
HoH—21 _poH
/ ~
H : K u H
X %

1d®S

HOH HOH
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Définition 4.4.4. Soient (H,M ,u,A,e,S), (H,M,u,A &,95) deuz algebres de
Hopf. Un morphisme d’algébre de Hopf est une application f : H — H qui vérifie
non seulement les qualre diagrammes de la définition mais aussi celur de
suivant :

H—L A

1

7{—>f H .

Remarque 4.4.3. En effet, le diagramme ci-dessus impose la commutativité entre
f et les antipodes S , S .

De méme que pour un espace vectoriel ou une algébre, une algébre de Hopf peut étre
aussi graduée :

Définition 4.4.5. Soit (H, M ,u,A  e,S5) une algébre de Hopf. On dit que H est une
algebre de Hopf graduée lorsqu’il existe une graduation (H,)nen de Uespace vectoriel
H telle que :

Vm,n € N, M(H,, @ Ha) C Hinsn

VneN,AH,) C Y. Hi®H,

k>0 k+l=n



Chapitre 5
Les shuffles

5.1 La définition du shuffle et ses propriétés

Dans cette section, on introduit le produit de mélange de deux mots de K<A> .
Rappelons qu’en anglais, cette notion s’appelle le shuffle, ce qui justifiera la notation.

Notation 5.1.1. Soient w = ajas---a, € A* un mot de longueur n et I C [1;n] .

Sil =02, onposew=c;sil=1{iy <iy<---<ip}, on posew;=a;a,- - a;, .

Remarque 5.1.1. Par définition, si l'on se donne une partition de [1;n] , c¢’est-a-
P

dire p ensemble I, I, - - , I, vérifiant |_| I; = [1;n] et les mots wyr, ,--- ,wyr, , on
j=1

retrouve naturellement w .

Par exemple, si A = {a,b,c} , I, = {1;3;4} , I, = {2;7;9} , I3 = {5;6;8} avec
wir, = abe , wy, = bea , wiy, = cab , alors, on retrouve w = abbccacba .

Méme s’il s’agit d’une remarque évidente, on ['utilisera trés fréquemment dans la
suite.

Si 'on se donne p mots u; de longueur n;,2 =1,2,--- ,p, on peut définir leur

mélange d’une maniére pratique. On marque ny +ng + - - - +n, places sur une droite.
On choisit d’abord n; places arbitrairement, on y place les lettres du mot u; de
gauche a droit, c’est-a-dire les unes apreés les autres. On fait de méme pour us , ug
jusqu’a u, en utilisant les places restantes. On a donc construit un mot de longueur
ni+na+---4n, ,noté U(Ly -+, 1,) ot I; désigne le sous-ensemble de [1;nq+- - -+n,]
de places choisies pour situer les lettres du mot obtenu.
A la ligne, en parcourant toutes les places possibles de cette facon et en effectuant
la somme de tous les mots ainsi obtenus, on obtient ce que 'on appelle le produit
de mélange des mots u; ,--- ,u, . Maintenant, on se donne la définition du shuffle en
mathématique.

Définition 5.1.1 (Le shuffle des mots). Soient (uy;---;u,) € A* des mots de lon-
gueur n; it =1,2,--- . p . Leur mélange est un polynome de K<A> défini par

wWuy W=y, =Y UL, L, 1)

ot la somme s’effectue sur l'ensemble des partitions de [1;ny + -+ + np]] vérifiant
|]j’ =n; , pour tout 7=1,2,---,p.

26
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Exemple : Si A ={a,b,c,d} ,uy =ab,us =cd,

w1 W uy = abed + acbd + acdb + cabd + cadb + cdab .

Remarque 5.1.2. Avec la notation précédente, la somme contient #,'n, termes.

Tngl—ny!
Remarque 5.1.3. S7il y a un mot vide parmi les uj,j=1,2,--- ,p , celui-ci n'in-
terviendra pas dans leur produit de mélange. On peut donc le supprimer. Le produit
de mélange est un opérateur binaire commutatif car la somme est pour toutes les
possibilités de I;,7 =1,2,--- ,p.

On a bien défini le mélange de A*; maintenant, on va prolonger cette notion a
K<A> et K<< A>> par p-linéarité.

Rappel : K[A] désigne 'ensemble des polynomes (commutatifs) engendré par A
sur K . KJ[[A]] désigne I'ensemble des séries formelles correspondantes. K< A> dé-
signe I’ensemble des polynomes non-commutatifs correspondants et K<< A>> désigne
I’ensemble des séries formelles non-commutatives correspondantes.

Définition 5.1.2. Soit (Pl;--- ;Pp) € K<A>? | oupe N* .
En notant P, = Z (Pi,ui)ui , on définit Py --- L1 P, par :
u;EA*
P
P1|_|_|P2|_|_|"'L|_|Pp: Z (H(PZ,UZ)>U1|_|_|'LL2|_|_||_|_|UP

(u1suz2 - sup)E(A*)P i=1

Remarque 5.1.4. Chaque P; est une somme finie. La derniere expression est donc
bien une somme finie i.e. appartenant ¢ K<A> . Donc ce prolongement du produit
de mélange par p-linéarité a bien un sens.

Définition 5.1.3. On définit le produit de mélange sh (le shuffle) par :

sh: K<A> K<A> — K<A>
PL® P — PP

Définition 5.1.4. Dans le cas ot les séries formelles S; € K<<A>> |, la définition
est identique sauf que la somme est infinie.

Corollaire 5.1.1. (K<A> L, ¢) est une algébre unitaire. (K<<A>> LU, ¢) aussi.

5.2 Les opérateurs duaux du produit de mélange et
de la concaténation

Dans cette section, on ne parle que de la situation K<A> . Celle de K<< A>> est
un prolongement naturel.

Définition 5.2.1. Avec la multiplication introduite dans la définition , on
définit pour p € N* ’algébre :

Fp=K<A>®P
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Notation 5.2.1. Désormais, on notera plus simplement 1 le mot vide € par 1 .

Définition 5.2.2. On définit un morphisme 6, de K<A> dans F, par :
pour tout a € A |

fpla)=a®l® - ®1+10a® - @l+ - +1R®1® - Qa;

pour tout w =ay---a, ,

Proposition 5.2.1. Siw e A* , on a :

Op(w) = Z (w,ug Waug W - Wuy)ug @ug @+ @ uy .

(u15u2 ;5 up)€(A*)P
Démonstration. Soit w = ajay---a, € A* .
dp(aras -~ ay) =6y(a1)dy(az) - - - op(an)

:H(ai®1®"'®1‘|‘1®az‘®"‘®1+"‘+1®1®"‘®ai)
=1

2 ewelme e,

I_lg'}:l IJ:{l 12,0 ,Tl}

D’autre part, si (ug,---,u,) € (A*)P ,on a:
Uy Waug W - LWy, = Z u<117[27"'7-[p) )
P Li={1525 i} | 1 |=1(uy)

ou [(u) désigne la longueur du mot u € A* .
Alors :

Z (w,ulI_I_Iu2l_l_|'--l_l_lup)u1®u2®~-®up

(w1 su2 5 sup ) E(A*)P

(]

Z (W;U(Il,lz,...7]p))u1®u2®...®up

(u1suz ;e up)€(AN)P |7y Ii={1:2;n} | I |=1(u;)

= Z (W,U(Il,lg,"',Ip))U1®U2®---®up,

P L={1,2, n} (w1 juz 5 sup) (AP

Les sommes ci-dessus sont des sommes finies, ce qui explique que I'on puisse échanger

I'ordre de sommation. Quand I;,5 = 1,2,--- , psont fixés, le seul cas ot (w cu(ly Iy, -

) A —
n’est pas zéro est u; = wy; -

Z (Wyu Wug W -+ - W)Uy @ ug @ -+ - @y
(u1 jug 5 sup)€(A*)P
- Z win QWi @ - Qg - 0

L=, L={1:25n}
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Corollaire 5.2.1. Pour tout S € K<A> , on a :

(5p(S): Z (S,UlLUUQLU"'LUUP>U1®U2®"'®Up.

UL U2, Up EA*

Notation 5.2.2. On note 6 = 5 .

Corollaire 5.2.2. Pour tout S € K<A> , on a :

i(S) = Z (S, uy Wug)up @ usg .

uy ,ug EA*

Proposition 5.2.2. Rappelons le produit de mélange
sh : K<A> QK<A>— K<A> . Ona :sh* =6 .

Démonstration. En effet, on a besoin de montrer que :
(sh*(w),u®@v) = (6(w),u®v)

pour tout triplet (u;v;w) € (A*)3 .
D’aprés le corollaire [5.2.2], §(w) = Z (w,uWv)u®uv , alors :

u,vEA*

(6(w),u®v) = (w,uv) = (w,sh(u®v)) = (u@v,sh*(w)) .

Définition 5.2.3. Habituellement, on définit la concaténation sur
K<A> QK<A> par :

conc(ug @ ug ,v1 ® V) = conc(uy ,v1) @ conc(ug ,vy) = UV & Uy .

On note plus simplement uv = conc(u ,v) .
Le shuffie sur K<A> QK<A> est défini par :

(u1 @ ug) W (v; @ vg) = (ug W) ® (ug LU vy) .

Proposition 5.2.3. Si l'on voit la concaténation «concy comme une application
linéaire conc : K< A> K<A>— K<A> . Pour tout R € K<A> , on a :

conc*(R) = Z (R,uv)u®wv .

u,vEA*

Démonstration. Pour tout (u;v) € (A*)? et R € K<A> |
(u®v,conc*(R)) = (conc(u®v),R) = (uv, R) .

Done, conc*(R) = Z (R,uv)u®w . O
u,vEA*

On introduit un lemme pour proposer les propriétés de sh* et de conc* .

Lemme 5.2.1. Pour tout x,y,u,v € A* , on a

(ry,uWv) = Z (x,up W) (y,us W o) (u, ugug) (v, v109) .

uy ,u2 ,v1 ,U2€A*
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Démonstration. §(xy) = d(x)d(y) , d’on

Z (xy,uLle)u@vz(Z(x,ull_l_lvl)m@vl)( Z (y,uzl_l_lvg)u2®v2>

u WEA* uy U1 ug ,va€A*

= Z (x,uy W) (Y, ug LU vg) (ugus @ v109) .

ui ,v1,u2,v2

On fait le produit scalaire avec u ® v , donc

(xy,ulliv) = Z (@, uy W) (Y, ug W vg)(u, ujus) (v, vive) .

U1 ,u2 ,v1 ,v2€A*

Proposition 5.2.4. i) sh* est un morphisme pour la concaténation.
i1) conc* est un morphisme pour le shuffle.

Démonstration. i) Soient z,y € A* . On a successivement :

sh*(xy) = Z (xy,uv)u®v

u,vEA*

= Z Z (x,up W) (y,us Wvg)(u, ugug) (v, v109)u @ v

u WEA* uy ,uz vy ,v2€A*

— Z ((x,ul LW vy) (Y, ug L va)( Z (U7U1U2)(U7U1“2)“®”)>

uy ,ug ,v1 ,v2E€EA* u,vEA*

= Z (@, uy W) (Y, ug W vg)(ugus @ v1v2)

uy ,u2 ,v1 ,v2€A*

= ) (o ww)(y, us W) (un @ vr) (g @ va)

U1 ,u2 ,v1 ,v2€A*

:< Z (x,ull_uvl)(m@m))( Z (yau2'—'—'v2)(u2®vz)>

uy ,v] EA* ug ,vaE€EA*

=sh*(x)sh*(y) .

ii) D’aprés la proposition [5.2.3], on a :

conc*(x Wy) = Z (x Wy, u)u®v .

u vEA*



CHAPITRE 5. LES SHUFFLES 31

En procédant de méme que pour sh* , on a :

conc*(x Wy) = Z (r Wy, uwv)u®v

u EA*

= Z Z (w,uy W) (v, ue W) (x, ugu)(y, v1v2)u @ v

u,vEA* uy ,ug ,v1 ,v2€A*

_ Z ((x’uluQ)(ywva)( Z (u,uy W) (v, ug |_|_|v2)u®v)>

uy ,uz ,v1 ,U2E€A* u,vEA*

— Z (z, ugug)(y , v1vg)(ug W vy) & (ug LW vy)

u1 ,uz ,v1 ,v2E€A*

= Z (J} , U1U2)<y s U1U2)(u1 ® U’Q) L (Ul ® U2)

uy ,u2 ,v1 ,U2E€A*

:( > (QZ,U1U2>(U1®U2)>I—I—|< > (3/7?11112)(”1@“2))

w1 u2€A* vy ,u2€A*

=conc” () W conc*(y) .



Chapitre 6

La construction d’algébre de Hopf sur
K<A>

6.1 Quelques opérateurs sur K<A>

Commencons cette section par définir quelques opérateurs sur K< A> . Nous
donnerons ensuite quelques liens entre eux.

Définition 6.1.1. Définissons les opérateurs o et D de A* en donnant leur action
sur le mot w = ayas - - - a, , et étendu par linéarité o K<A> :

i) a(w) = (=) "anap_1---ay .

ii) D(w) = l(w)w o l(w) désigne la longueur de w .

i) On définit aussi & par § = (Id @ a) o , on Id est lidentité de K<A> .

w) On définit un crochet de Lie sur K< A> en posant [wy,ws] = wiws — wowy .
Celui-ci est étendu par linéarité o K<A> .
v) On définit aussi r par r(w) = [ay, -, [an—1,a,]| , r(1)=0. On Uappelle le crochet

de Lie de droit a gauche.

Remarque 6.1.1. D est une dérivation de K<A> .

Démonstration. En effet, soient (P ; P,) € K<A>? , on a:

D(PIPQ) = Z (Pl ,wl)(Pg ,WQ)D<W1WQ)

w1 ,woEA*

= Z (P, w1) (P, wa)l(wiwa)wiws

w1 w2 EA*

= D (Pw)(Po,wn) (Uwr) + Uwn))wrws

w1 w2 EA*

= Z (P1 7&)1)(P2 ,wg)l(wl)wlwg + Z (P1 ,wl)(Pg 7&)2)[(&)2)&)1002

w1 ,waEA* w1 ,waEA*

=D(P,)Py + P,D(P,) .

32
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Proposition 6.1.1. Soit \ : K<A> @K<A>— K<A> définie par
MP®Q)=D(P)Q , ou (P;Q) € KcA>? . Pour tout P € K<A> , on a :

Ao d(P) =r(P) et concod(P) = (P,1)1 .[]

Démonstration. Le cas n = 0 (P =1) : (1) = 1®1,A0d(1) =0 = r(1),
concod(l)=1.

Lecasn=1:6(a1)=a,®1—1®a;,Aod(a;) =a; =r(ay), concod(a;) =0.
Vérifions les deux égalités par récurrence ; pour cela, on a besoin de ne montrer que

sur les mots. Supposons que la proposition soit vraie dans le cas des mots de longueur
n , et fixons w = ajas - - - a1 vérifiant

8(agas -« apy1) = ZPi ®Q;

ou P; , (Q; sont des mots de longueur non-supérieur que n . L’hypothése de récurrence
nous donne alors

7(a2a3 -+ Apy) =\ 0 0(axas -+ Apy1)

:)\O(Id®oz)<ZPi®Qi>

(Y Pea@)
:ZD(P@')Q(Qi) :
(aga3 - -~ ani1, 1)1 =conco §(azas - - - ani1)

=conc o (Id®oé)<zpi ®Qz>
:conc< Z P, ® a(QJ)
ZZPZ'Q(Qz‘) :

D’on, ZD(H)a(Qi) =r(agas---ant1) et ZPioz(Qi) =0 . Alors :

S(aray - apyr) =(Id ® Q) (5(@1)5(612@3 o 'anﬂ))
:(Id®a)<(a1 @1+ 1®CL1)(ZP1'®QZ'))

:Z(Id@ a) (a1 P ® Qi + P, ® a1Q;)
:Z <G1Pi ® oz(Qi) +P® Oé(a1Qz‘)>
:Z (alP,- ® a(QZ—) -P® Oé(Qz')Ch) .

1. On rappelle la notation «conc» dans la proposition [5.2.3].
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Ao 301z ant) =Y ((@D(P) + aiR)a(@) - D(P)a(@))a)
(S 0(a(0)) +or (3 Pa(@) - (3 0(a(@))o
—a Z;Z)\<Pi ®a(Q)) +a chonc(Pi ® a(Qi)S - ;A(Pi ©0(Q))

=a; ()\ od(ay - 'anﬂ)) + a; (conc od(ay--- anH)) — ()\ od(ay-- 'anﬂ))al
=a17(agas - - - apy1) — r(A203 - - Api1)a

=r(aas - ape1) -

conco §(ayay -+ ani1) = Z (alpz‘Oé(Qi) - PM(Qz‘)%)

7

~a (Y (Pa(@)) = (X (Pa(@) )

3 3

=0 .

6.2 La construction d’algébre de Hopf sur K<A>

Proposition 6.2.1. (K<A> yeconc, k-1,8,(—, 1)) est une bigebre.

Démonstration. On va vérifier les diagrammes dans les définitions [4.1.1|4.1.2{}4.3.4]
et la proposition [4.3.2].

Structure d’algébre de K<A> :

La proposition M nous dit que (K<A> ,conc , k - 1) est une algéebre.

Structure de cogébre de K<A> :

Axiome de coassociativité :
Pour tout w € A*

(6 ® Id) 0 6(w) =(0 ® Id)(Z(w L) ® v)

u,v

:Z(w,u!.l.lv)(Z(u,u’mu”)u’@u") ®v

u,v u’ ul’

= Z (Z(w,ul_l_lv)(u,u’l.l.lu”))u’@u”@v

u’ u' v u

— Z (w,u’l.l.lu"l.l.lv)u'@u”@v.

w v

De méme, on a le méme résultat de (Id®d)od , on a prouvé I’axiome de coassociativité.
Axiome de counité :
Pour tout w € A* ,

(= D)@ Id)od(w) =) (w,uwv)(u,1) @
:Z(w,v)1®v

=lQw=w.
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De méme, on a : (Id ® (—, 1)) 0 =~ . On a prouvé 'axiome de counité.
Compatibilité entre les deux structures :

En effet, on doit montrer :

i) 0 o conc = (conc @ conc) o (Id®@T® Id) o (6 ® ),
ii)do(k-1)=(k-1®k-1)o~,

iii) (—,1) oconc =~o((—,1)® (—,1)),

iv) (—,1)ok-1=~.

Preuve de i) :

Pour tout wq,ws € A* |

(conc @ conc) o (Id®@ T ® Id) o (0 ® J) (w1 ® wo)
:(conc®conc)o(ld®7®fd)<( Z (wl,ull_l_lvl)ul@)vl)@( Z (wg,ugl_l_lvg)u2®'02)>

uy ,v1 EA* uz , v €A*

= Z (wr,uy W) (wa , ug LW v2) (Uurug @ v1v7)

U1 ,v1 ,u2 ,v2€A*

= Z Z (wr,up Wy ) (wa, ug L vg)(u, ugus) (v, v1v9)u @ v.

u ,wEA* i ,v1,u2 ,va€EA*
En utilisant le lemme [5.2.1],

(conc ® conc) o (Id@ 7T ® Id) o (§ ®0)(w1 @ ws)
= Z (Wiwe , u L V)u @ v

u, vEA*
:5(0.}1(4}2)

=0 o conc(wy @ we) .

Preuve de ii) :
Pour tout k e K,ona:d§(k-1)=ké(1)=kl®1.
Donc, do(k-1)=(k-1®k-1)o~.

Preuve de iii) :
Pour tout wy ,ws € A* | il est évident que

(wl s 1)(&]2 s ].) = (w1w2 s ]_) .

Preuve de iv) :
Pour tout k e K, (k-1,1) =k .

Donc, (K<A>  conc,k-1,5,(—,1)) est une bigebre. ]
On rappelle que la définition de la convolution a été donnée a la définition [4.4.1].

Proposition 6.2.2. a € End(K<A>) (voir la définition [6.1.1]) est [’antipode de la
bigebre (K<A> sconc, k1,0, (—, 1))
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Démonstration. D une part, par la proposition [6.1.1], on a :
Id* o =conco(Id®a)od =concod = (—,1)1.

Alors, « est 'inverse a droite de Id .

D’autre part,

ax Id =conco (a® Id) o)
=aoaoconco(a®Id)od ,car aoa=1d .
=aoconco (a®a)o (a® Id)od, car ao conc = conco (a® Id) .
=aoconco (Id® a)od

=ao ((—,1)1)
—(—,1)1.

Alors, « est 'inverse & gauche de Id .

Donc, « est 'antipode de K<A> . O]
Théoréme 6.2.1. (K<A> yconc, k-1,0,(—,1) ,a) est une algébre de Hopf.

Ce théoréme est bien démontré par le travail précédent. Maintenant, on dessine
le diagramme de ’algébre de Hopf K<A> comme suivant :

a®ld

K<A> K<A> K<A> @K<A>
K<A> ) K k1 K<A>
\ i %
K<A> QK<A> B K<A> @K<A>

De maniére immédiate, on déduit de ce théoréme :
Corollaire 6.2.1. (K<A> sconc, k-1,6,(—,1) ,a) est une algébre de Hopf graduée.

Définition 6.2.1. Soit A une algébre sur un corps K (reps. un anneau) . Une gradua-
tion sur A est la donnée d’une famille de sous-espaces vectoriels (resp. sous-modules)

<‘Ai)z‘eN de A vérifiant :
ieN
ZZ) V(Z,]) € N2 , 0N a : AZA] - Ai+j .
L’algebre A est alors dite graduée.

Définition 6.2.2. Soit A une algébre sur un corps K (reps. un anneau) . A est

dite filtrée si elle est la réunion d’une famille de sous-espaces vectoriels (resp. sous-
modules) (Ai)ieN de A vérifiant :

i) Ao =K;
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i) Y(i,j) € N* vérifiant i < j , ona: A CA;;

iii) V(i,j) € N? | AiA; C Aiyj

On dispose du théoréme suivant (cité de 'article [5]) :

Théoréme 6.2.2. Soit (H,M,U,A,e) une bigebre filtrée connexe. Alors, H est
automatiquement une algebre de Hopf. L’antipode S est définie récursivement par :
i) S(1)=1;

ii) Vo € kere

S(x)=—x— ZS(xl)xQ
(x)

=—z— ZxIS(xQ) ,
()

ot Ax) = E o' @ 2% |, mais la somme s’effectue sauf si ' =z et 2% = x .
€T

Remarque 6.2.1. Ici, K<A> est graduée (par la longueur des mots, donc filtrée) ;
sa composante de poids est constitué des mots, donc est de dimension 1 . Cela signifie
que K<A> est filtrée connexe, donc il s’agit d’une algébre de Hopf.
Ici, la filtration utilisée est :
K<A>= @KZ—<A> avec K; < A>=Vect(a;---a; € A*) et Ko< A>=K .
ieN
Puisqu’avec la notation € = (—,1) , on a : kere = @ K;<A> .
Donc, récursivement, on a : <
sia € A est une lettre, §(a) =a® 1+ 1®a . Alors la somme ZS(xl)xQ dans le
théoréme précédent n’existe pas. Donc S(a) = —a . v
Si ayas € A* un mot de deux lettres,

(5(6110/2) =Rl +aQar+aRa; + 1R ajas .
Donc,
S(CL1612> = — a1ag9 — S(al)ag — S(ag)al

=asQy .

Bien que I'on sache déja « est 'unique antipode, il n’y a plus de sens de continuer
ce calcul. Le calcul ci-dessus est seulement pour remarquer le théoréme [6.2.2] .



Chapitre 7

L’algébre duale d’algebre de Hopf
K<A>

Dans cette section, on va chercher la structure duale de I’algébre de Hopf K<A> .

7.1 La notion de limite inductive et projective

Définition 7.1.1 (Ensemble ordonné filtrant). Soit (I;<) un ensemble ordonné.
(I;<) est un ensemble ordonné filtrant si et seulement si pour toul (i;j) € I* , il
existe k € I tel que

1<ketj<k.

Définition 7.1.2 (Catégorie). Une catégorie C est la donnée :

i) de deux classe, l'une dite des objets, l’autre dite des morphismes de C ;

i) pour tout couple (X ,Y') d’objets de la catégorie, d’un ensemble noté Home(X ,Y) |
dit des morphismes de X versY | tel que Hom(X ,Y) et Hom(X',Y") soient
disjoints sauf si X = X' et Y =Y’ ;

iii) pour tout triplet (X ,Y ,Z) d’objets de la catégorie, d’une application de
Hom(X ,Y)xHom(Y ,Z) dans Hom(X , Z) , dite composition des morphismes,
notée (f ,g) —> go f , ot go f est appelé le morphisme composé de f suivi de
g , et vérifiant deux conditions :

a) lorsque les compositions ont un sens : (hog)o f=ho(go f);
b) pour tout objet X , il existe un morphisme, noté idy , dit identité de X et
tel que, lorsque les compositions ont un sens :idy o f = f et goidy =g .

7.1.1 Limite inductive

Définition 7.1.1.1 (Systéme inductif). Soient (I ;<) un ensemble ordonné filtrant
et C' une catégorie. On appelle systeme inductif d’objets de C , indexés par I , la
donnée d’une famille (X;);cr d’objets de C et de morphismes fij : Xi — X pour
chaque couple d’indices (i;j) € I? tel que i < j , vérifiant :

)Viel, fi =Idy, ,

i)V(isjik) e, i<j<k— flofl =fF.

Définition 7.1.1.2 (Limite inductive). Soit ((X;)ier, ff) un systéme inductif dans
une catégorie C . La limite inductive X , notée X = lim X , lorsqu’elle existe, est
—

38
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un objet de la catégorie C' muni de morphismes ¢; : X; — X wvérifiant les relations
de compatibilité ¢; = ¢; o f] pour tout i < j . De plus, la donnée (X;(gbi)ie[)
posséde la propriété universelle : pour tout autre objet Y muni d’une famille des
morphismes (1;)ier vérifiant des relations de compatibilité analogues, il existe un
unique morphisme u : X — 'Y telle que le diagramme suivant commute.

Remarque 7.1.1.1. La limite inductive d’ensemble existe uniquement a [’isomor-
phisme pres.

Proposition 7.1.1.1 (Limite inductive d’ensemble). Soit ((Xi)ig,fij) un systéme
inductif d’ensemble. On obtient la limite inductive par le quotient de l'union disjointe
|_|X,~ modulo la relation d’équivalence :

iel

Notons X = lim X, = |_|XZ/N . On note (i;x;) la classe d’équivalence de (i;x;) .
—
i€l
Pour tout i € I et x; € X; , on définit ¢;(x;) = (i;x;) .
Démonstration. i) Vérifions que ¢; est correctement défini : Evident. Rien a
dire. ‘
ii) Vérifions que si (i;j) € I? vérifiant i < j ,ona: ¢; =¢;o f/ :

Pour tout z; € X; ,
g0 fl(x:) = (45 f (x:))
Il existe k € I tel que t < k,j <k car [ est filtrant.
JEs) = fE(f (2)) car ((Xi)ier, f]) est un systéme inductif.
Done, (i;2;) = (5 fi(2:)) -
iii) Vérifions la propriété universelle : ,
Avec les notations précédentes, donnons-nous Y et ¢); : X; — Y tel que ¢); = ;o f/ |
c’est-a-dire :
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Existence : Définissons
U X — Y

(i525) — Pi(zi)

Vérifions que u est bien définie :

Soit (j;y;) € X tel que (5;y;) = (i;2;) . Alors, il existe k € [ vérifiant i < k,j € k
tel que f(z;) = fF(y;) -

:¢k © fzk ('rl)
= o [ (y;)
=;(y;)
=u((7:95)) -
Vérifions que u fait commuter le diagramme :
Par la définition de u , pour tout x; € X; , wo¢;(x;) = ¢;(x;) . Et pour tout y; € X,
wo ¢j(y;) = ¥;(y;) . Le diagramme est donc commutatif.
Unicité : Pour tout (i;x;) € X | si le diagramme est commutatif, il faudra que

Cela entraine I'unicité. O

Définition 7.1.1.3. Supposons que les X; soient des K-espaces vectoriels et les ff
soient des applications linéaires. Définissons une structure d’espace vectoriel sur
X:U&%:

i€l
Soient v = (i) € X ,y=(j;y;) € X et A€ K.
Puisque I est un ensemble ordonné filtrant : il existe k € I vérifiant i < k et j <k,
alors :

v = (i;3:) = ¢i(x:) = ¢ o fF(2:)
y=(j:yi) = o;(y;) = oo fFy;) -
Soit A € K . Par définition, on pose :

z+y = on(fF (@) + f7 (y;))

et

Proposition 7.1.1.2. Le + et la multiplication par un scalaire ci-dessus sont bien
définis. X est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Vérifions que + est bien défini, c’est-a-dire que + ne dépend
pas du choix de & :

Soit | € I vérifiant ¢ < [ et 7 <[ . On peut supposer que k < [ . Par les notations
ci-dessus,

o1 (fi(x:) + fi(yy) =a(fi o f7(x:) + fioo f5(y)))
=dro fr(fF(z:) + ff(yj)) car fi est linéaire
=i (fF (i) + [ () -
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Vérifions que la multiplication par un scalaire est bien défini :
Soit x = (i;2;) = (j;y;) - k est comme ci-dessus.

¢i(Ari) =g o fF(Ax;)
=k (/\f (xl)) car f¥ est linéaire
=x, (>\f (?JJ))
=@, 0 fk()\yj) car ff est linéaire

=¢;(Ay;) - O

Vérifions que X est un K-espace vectoriel :
i) associativité de + : Soient = = (i;2;) , y = (j;v;) , 2 = (k; 2,) € X . Choisissons
lel vérifiant ¢+ < 1,5 <[, k<.

(x+y) + 2z = (fi (@) + fi(y;) + & (filzr)
=ou(f] (@) + [} (y;) + filze)

=i (fi (1) + o (fi(ys) + fil(z)
=r+ (y+2) .

ii) la commutativité de + : Evident par la commutativité de ’addition sur X;,i € I .
iii) I'associativité de la multiplication par un scalaire :
Soient (A;u) € K2et x = (i;2;) € X
Mpz) =M (¢i(py))
=i (A(par;))
=6 ((Ap);)
=(Ap)z

iv) la distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport a + :
Soient A € Ket x = (i;2;),y = (j; ;) € X . Il existe k € [ vérifiant i < ket j <k.

M+ ) =X (on(fH @) + 1)) )

—or(A(fE () + 11 w) )
=k (ff(/\xi) + f]k(/\yj)) car fF et f]k sont linéaires
=\r + Ay .

On a donc montré que X est un K-espace vectoriel. O
Proposition 7.1.1.3. Pour touti € I , ¢; : X; — X est linéaire.
Démonstration. Soient A € K et (z;;1;) € X;° , on a:
di( Az + i) =(i; Mg + y;)
=(i;A\x;) + (i;y;) par définition
=A(i52) + (15 9:)
=Aoi(zi) + dilys) -
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Proposition 7.1.1.4. L’application v définie dans la propriété [7.1.1.1) est linéaire.

Démonstration. Soient A € Ket x = (i;2;),y = (j;y;) € X . Il existe k € I vérifiant
1<ketj<k.Ona:

u(Az +y) =uo ¢y (fF(Axy) +fk(y]))
—¢k(fz (/\ ) + fk(yj))
=i (fFA2i)) + i (fF (7))
=0i(Az;) + ¥;(y;)
=i(x) + 1;(y;)
=Au(z) + u(y) -

8

Corollaire 7.1.1.1. La limite inductive d’espace vectoriel existe.

noindentExemple : On pose I = N . Il estévident que N est un ensemble ordonné
filtrant. On pose X;,7 € N des espaces vectoriels tels que pour tout (i;j) € N? avec
i <j,onait: X; C X;. De plus, on pose f/ : X; — X, l'injection canonique.
Alors, lim X; = Uxi.

ieN
Démonstration. 11 est évident que pour tout i € N | fi = Idx, et que pour tout
triplet (i;j;k) € N* avec i < j <k, fFofl = fF.
((Xi)ieN; ff) est donc un systéme inductif d’espaces vectoriels.
Par définition, X =lim X; = {(i,z);i € N,z € X;} .
—>

Si (i,2) = (j,y) , il existe k avec i < k,j < k tel que ff(z) = fF(y) . En effet,
fk(x) = ff(y) — 1 = y car chaque f; est I'inclusion canonique.

Donc, lin X, >~ UXi . O

i€EN

7.1.2 Limite projective

Définition 7.1.2.1 (Systéme projectif). Soient (I ;<) un ensemble ordonné filtrant
et C' une catégorie. On appelle systeme projectif d’objets de C' , indexée par I , la
donné d’une famille (X;);e; d’objets de C' et de morphismes ff : X; — X; pour
chaque couple d’indices (i;j) € I? tel que i < j , vérifiant :

)Viel, fi =Idy, ,

W)V, k) e, i<j<k= floff=fF.

On dit que ((Xi)iel , ff) est un systéeme projectif.

Définition 7.1.2.2 (Limite projective). Soit ((X;)er; ff) un systéme projectif dans
une catégorie C' . La limite projective X , notée X = li£1 X; , lorsqu’elle existe, est un
objet de C muni de morphismes m; : X — X; vérifiant les relations de compatibilité
m=flo 7; pour tout i < j . De plus, la donnée ((Xi)ie];ﬂ-i) posséde la propriété
universelle : Pour tout objet Y muni d’une autre famille des morphismes (1;)ier
vérifiant des relations de compatibilité analogues, il existe un unique morphisme u :
Y — X tel que le diagramme suivant commute.
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Proposition 7.1.2.1 (Limite projective d’ensemble). Soit ((Xi)ief,fg) un systéme
projectif d’ensemble. On obtient la limite projective par

X = @Xz = {(ai)iel € HXAVZ <je€ I,a;,= ff(a])} .
icl
Notons a = (a;)ie; - Pour tout i € I , on définit m;(a) = a; .

Démonstration. Vérifions que 7; est correctement défini : Evident. Rien a dire.
Vérifions que si (i;5) € I? vérifiant i <j ,ona:m = f/om, :
Soit a = (a;)ier € X , alors

flomi(a) = fl(a;) = a; = 7i(a)

Vérifions la propriété universelle : '
Avec les notations précédentes, donnons-nous Y et ¢; : Y — X tel que ¢; = f o1, ,
c’est-a-dire

X

4 -

X

J Xi

Existence : Pour tout b € Y , i € [, définissons u(b) = (wi(b»iel . 11 est évident
que u est correctement défini.

Vérifions que le diagramme est commutatif :

Pour tout b€ Y |

miou(b) = mi( (vi(b)) ;) = vi(b) -

De méme, ;o u = 1); .
Le diagramme est donc commutatif.
Unicité : Si le diagramme commute, on a : pour tout beY 1€ I,

Par définition de 7; , on sait que u(b) = (¢i(b))iel :
D’oui, on obtient I'unicité. O
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Remarque 7.1.2.1. La limite projective d’ensemble existe uniquement a l'isomor-
phisme pres.

Définition 7.1.2.3. Supposons que les X; soient des K-espaces vectoriels et les fij
soient des applications linéaires. Définissonss une structure d’espace vectoriel sur
X = IEIXZ = {((li>i€[ S HXZ|VZ < j € ],CLZ‘ = ff(a])} :
iel

Soient a = (a;)ie; € X et b= (b;)ie; € X et A€ K .
Par définition, on pose :

a+b=(a; +b)ier
et

Aa = (Aaj)ier -

Proposition 7.1.2.2. X est alors un K-espace vectoriel.

Démonstration. i) I’associativité de + : Soient @ = (Aa;)ier, b = (Ab;)icr , ¢ = (A¢;)ier €
X .

(a+0)+

(a; + bi)ier + (Ci)ier
(@i + bi + ci)ier
(ai)ier + (bi + Ci)ier
a+ (b+c) .

ii) la commutativité de + : Evident par la commutativité de ’addition sur X;,i € I .
iii) associativité de la multiplication par un scalaire :
Soient A\, € Ket a=(a;)ier € X .

AMpa) = Mpai)ier = (Apai)ier = (M) (ai)ier = (Ap)a
iv) la distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport a + :
Soient A € K et a = (a;)ier,0 = (b;)icr € X .
Aa+b) =Xa; + bi)ier
:(A(ai + bi))ie[
=(Aa; + Abi)ier
=(Aai)ier + (Abi)ier
=Xa+ \b .

On a donc montré que X est un K-espace vectoriel. O
Proposition 7.1.2.3. Pour tout i € I , m; est linéaire.
Démonstration. Soient A € K et a = (a;)ier, b = (bi)icr € X .
mi(Aa + b) = ((Aa; + b)ier)
=M\a; + b;

=m;(Aa) + m;(b)
:)\m(a) + Trl(b) .
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Proposition 7.1.2.4. L’application v définie dans la propriété [7.1.2.1) est linéaire.

Démonstration. On vient de montrer que X a une structure d’espace vectoriel et les
m; sont linéaires. Donc on suppose que Y soit un K-espace vectoriel et les ¢); sont
linéaires.

Soient A e Ket y;,y2 €Y .

u(Ay +12) =(Vi(Ay1 + 1))
= (Mi(y1) + i(y2)) o,
—A(wz(yl))lg + (wi(yz))iel
=Au(yr) +u(y2) -

7.2 Le dual de K<A> et de K<A> K<A>

Proposition 7.2.1. K<A>" ~ K<< A>> .

Démonstration. Montrons que l'on peut identifier tout élément W € K<A>™ a
Z W(w)w . Définissons :

wEA*

Ty : K<A>" — KA>

w — Z W(w)w

wEA*

D’une part, si To(W) = Ty(W) , alors Yw € A* , W(w) = W(w) . W =W . Donc, Ty
est injective.

D’autre part, VS € K<A>> | (S,) : K<A>— K est linéaire et vérifie

To((S,-)) = S . Donc Ty est surjective. O

Maintenant, on écrit K< A>= U E, , ou E, est 'ensemble des polynomes de

neN
degré inférieur ou égale a n .

On note £ = K<A>  K<A> . On écrit F = U (B, ® E,) .

neN

Proposition 7.2.2. i) Soit fij D B @ By — E; @ Ej Uinjection canonique, définie
pour tout (i;7) € N? vérifiant 0 <i < j . ((EZ ® E;)ier ff) est un systeme inductif.
Sa limite inductive est isomorphe 4 E = K<A> QK<A>

2

1 2
EO ® -E()(fé0 E1 ® _El(fé1 E2 ® _E2(fé1 ...... E

ii) Soit f" : (E,®F;)* — (E:®FE;)* Uapplication duale de f . Alors, (B @ B))*yeq s ff*)

est un systéme projectif. Sa limite projective est notée E*

* *
B 5

fo <(Ey @ Ey)* <2 O, Er

(Eo ® Ey)*<—(E; ® Ey)*

iii) Soit E* l'espace dual de E . Alors, E* ~ E*,
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Démonstration. i) D’aprés 'exemple dans la section 7.1.1, on sait que
IlmFE;,Q B, ~ E .

—

ii) Chaque fij* est une projection car fij est une inclusion. Alors, pour tout i < 7 < k ,
fij* o f]’.f* = fF* . N est évident que f{" = Idggm,)+ - Donc, (B ® Ei)*iel,fij*) est
un systéme projectif.

Par la définition,

B = {(a)ien VO <0< joai = I (a)) 0, € (B @ E)* o, € (B; @ E))'} .
iii) On considére Papplication T,
T: E* — FE*y
¢ = (QEoE)ien
Il est évident que T est bien a valeur dans E*,, car pour tout 0 <1< 5,

Cmery = 1 (@5e)-) -
D’une part, si ¢, € E* sont telles que (@\(E@Ei)*)ieN = (¢|(Ei®Ei)*)i€N ,
alors Yu;y @ upp € B, ® E; et Vi € N ,ona:

QO(UM X uz’2) = 'Lp(uﬂ & UZ'Q) .

@ =1 . T est donc injective.

D’autre part, pour tout a = (a;)ien € E*» , définissons ¢ € E* tel que T'(¢) = a :
pour tout u; Q us € E,

il existe k € N tel que u; ® us € Fr, ® Ey; on pose alors :

o(ug @ ug) = ag(u; @ uz) .

Puisque ((Ez ® ;) icr ff*) est un systéme projectif, la définition de ¢ ne dépend
pas du choix de k . Ainsi, ¢ est bien définie, ce qui prouve que T est surjective.
T est une bijection : £* ~ F* . ]

Définition 7.2.1. Par le lemme 7 pour tout 1 € N, il existe la bijection
pi B @ B — (E; ® E;)* . Pour tout (i;7) € N? vérifiant 0 < i < j , on définit

f=ptof op;.

(B ® Ep)” . ~— (E; ® E))”

lpil TPJ’
B @ By ~— E*®E;”

Proposition 7.2.3. £* ~ K<A>" @ K<A>"*

Démonstration. Pour tout (a;)ieny € E* , on note a; = p; *(a;) .
Pour tout (i;7) € N2 vérifiant 0 <i < j, d; = p; ‘o fi° opjla;) = f*(dvj) :
Puisque p; est une bijection, identifions a; a a; . Alors, on a :

B ={(a:)ien; V0 < i < jai = f7(a)) ,a; € (B; @ Ey)* a5 € (B; ® E;)*}

N{ ZZEN)aZ_ Z(@),@EEZ*(@Ez*,\V/@EN}
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Pour tout (i;j) € N? vérifiant 0 < i < j , supposons que a; = a;; ® Gjo avec
aj1, a5 € Ej" .
Pour tout u1 ® us € £, on a :

(pj(a51 ® @32)|(BipE) > U © ug) = aj1 (g, )52 (ugE,)
- 6/L71|Ei*(u1)@/2|Ei* (u2)

= (Pi(@/lmi* ® @‘Ei*) UL @ u2) :
Alors, pj(aj ® az)(EBoe) = Pi01- ® dj2p-) - Ona:

PR

f (@) =p;to (i@ ® a52)(E0E)")

R ~
=P © Pi<aj1|Ei* ® aj2|Ez-*)

= Gj1g; © Gjzp,- -

Ainsi, si0<i <5, ff* est la projection de E;* ® E;" sur E;" @ E;* .

((EZ* ® Ei")ien, ff*) est donc un systéme projectif. On note E\*; =lmE"® E;* .
«—

Montrons que

T: B, — K<A> gK<A>

@ax = Jim (3 mu) o im (3 o)

uEA* vEA*

est une bijection, ol @; = a;; ® A .

Par la propriété projective de (a;; ® ai2)ien , la limite des polynomes au-dessus a un
sens car la limite est une série définie degré par degré.

T est linéaire par rapport a I'addition.

D’une part, si leglo <uZA ail(u)u> ® Zlgglo <UEZA* aig(v)v> =0, on sait que

soit a;; = 0, soit az, = 0, pour tout 7 € N . Alors, a; = a;; ® ap =0 .

Donc, T est injective.

D’autre part, pour tout 57 ® Sy € K< A>> ®K<<A>> | pour tout i , on pose
an(u) = (S1,u) , ap(v) = (S2,v) ot u,v € E; .

De méme, par la propriété de (a;; ® a;)ien , cette maniére de prise est possible. T
est surjective.

T est donc une bijection. O

Théoréme 7.2.1. (K<A> 9K<A>)* >~ K<A>" @ K<A>™ .

Démonstration.
(K<A> @K<A>)* ~ E* ~ F* o ~ (KxA> @K<A>) ~ K<A>" @ K<A>™ . O

7.3 L’algébre duale d’algébre de Hopf K<A>

Tout d’abord, rappelons le lemme [4.2.1].
Maintenant, considérons conc : K<A> K<A>— K<A> .
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Définition 7.3.1. Par la notation de la section précédente, pour tout n € N,
conclg,en, : En @ E, — K<A> induit (conc|g,gE,)" : (K<A>)" — (B, ® E,)*
On peut aussi définir conc* comme cela : pour tout uy @ ug € E | il existe k € N tel
que uy @ ug € By, @ By, . Pour tout u* € (K<A>)* |

< conc*(u*) ,uy @ ug >=< (conc|g.em,) ("), u @ uy >

Il est évident que cette définition ne dépend pas du choix de k . Elle permet d’utiliser

le lemme niveau par niveau.

Définition 7.3.2. De méme, on définit (a®1d)* : E* — E* |, §*: E* — K<A>" |
(k- 1) : K<A>* — K* et (—,1)" : K* — K* .

Par la dualité, on a le diagramme commutatif suivant.

(K<A> @K<A>)* S (K<A> @K<A>)*

* (k-1)*

K<A>* ' K* K<A>*

\ . %

Id®@a
(K<A> K< A>)* qaze) (K<A> @K<A>)*

A

On a montré que E* ~ K<A>" @ K<A>"
Notons p : K<A>" @ K<A>" — E* .
Donc, on a le diagramme suivant.

a®ld)*
K<A>" @ K<A>™ <(—) K<A>" @ K<A>*

Jp |
(a®Id)*

(K<A> 9K<A>)* <————— (K<A> QK< A>)*

/ conc
(=" (k1)

K<A>* ' K* K<A>*

\ conc*
Id®a)

(K<A> 9K<A>)* <—— (K<A> ®K<A>

I _

a®ld
K<A>" @ K<A>" LK@D ®K<A>

\

Par I'abus des notations, on obtient le diagramme suivant.

K<A>* @ K<A>* o el K<A>* @ K<A>*

-~
* (k-1)*

K<A>* . K* K<A>*

\ %

K<A>* @ K<A>* [ o K<A>* @ K<A>*

Théoréme 7.3.1. (K<A>* ,0% (=, 1) conc™, (k-1)* ,a*) est une algébre de Hopf.
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Démonstration. D’aprés les théoréme [4.2.1] [4.2.2],
(K<A>*, 6%, (—,1)* ,conc™, (k- 1)*) est une bigebre qui vérifie le diagramme précé-
dent. Donc (K<A>* 0%, (=, 1) Jcone* (k- 1)*, a*) est une algébre de Hopf. ]

Il est difficile de préciser les opérateurs de K<A>" . Mais (K<A>)* >~ K<< A>> .
On peut identifier (K<A>* 0%, (=, 1) conc* (k- 1)* ,a*) a
(K<<A>> 0% (=, 1) cone® | (k- 1)*, a*) .

Théoréme 7.3.2. (K<<A>> ,sh k-1, conc* (—,1), a) est une algébre de Hopf.

Démonstration. Rappelons que sh(w) = 6*(w) , pour tout w € A* . Toute la conclu-
sion sur K<A> marche aussi sur K<<A>> . Pour tout u,v € K<A>> |

(sho (a® Id)oconc*(u),v) =((a ® Id) o conc*(u) ,6(v))
=(conc*(u) , (o ® Id) 0 6(v))
=(u,conco (a® Id) o d(v))
=(u,(v,1)-1)
—(((=, 1) 1)) ,v) .

Quand u # 1, (((— 1) 1)*(u) ,v) = 0 pour tout v € A*

et quand u =1, (((— 1) - 1) (1) ,v) =(v,1),dot ((—,1)-1)"(1)=1.

Donc ((_71).1)*:<_’1>.1 :

On a sho (a® Id) o conc* = (—,1) - 1. De méme, sho (Id® «) o conc* = (—,1) - 1.
D’aprés la section [4.2], on sait que (K < A> 6 (—, 1)*) est une algébre.

(K<<A>>, conc*, (k- 1)*) est une cogebre.

La compatibilité entre elles est préservée pour la dualité car elle est en effet un

changement de direction des fléches. On a vérifié que (—,1)* = k-let (k-1)* = (—,1).

On vient de montrer que « est aussi I’antipode de ’algébre duale de K<A> .

D’ou (K<<A>> 0% (=, 1) conc® k- 1* ,a) est une algébre de Hopf. On le réécrit

en (K<<A>>,sh,k-l,conc*,(—,l)-l,oz). a

®Id
K< A> QK<< A>> Q_ K< A> QK<< A>>

/ CO’VLC)k
k-1 (=,1)

K< A>> K K< A>>
Id®@o
KxA> QK<A>»> < KA QK<<A>>

Remarque 7.3.1. On peut restreindre K<< A>> 4 K<A> . On sait que les opérateurs
sont bien définis aussi sur K<A> . On a le diagramme suivant :

a®ld
K<A> QK<A> < K< A> QK< A>

/ conc™
k-1 (1)

K<A> K K<A>

\ %
Id®@o

K<A> @K<A> K<A> QK<A>

K<A> devient une sous-algébre de Hopf de K<< A>> .



Chapitre 8

L’algébre de Lie et 'algébre de Lie
libre

8.1 Algebre de Lie et algébre enveloppante

Définition 8.1.1. Soit K un anneau commutatif unitaire. Une algébre de Lie sur K
est un K-module L , muni d’une application K-bilinéaire, appelée un crochet de Lie

[,] LxL — L
(z5y) — [z,9]

vérifiant les relations suivantes :

Vee L, [x,2] =0 (8.1)

V(@:iysz) € L [loy], 2 +ly, 2], 2] + [z, 2] 9] = 0. (8:2)

Définition 8.1.2. Soient L, Ly deuzr algébres de Lie. ¢ : L1 — Lo est un mor-
phisme d’algébre de Lie si ¢ est un morphisme d’algébre et pour tout (z;y) € £,%

o([z,y]) = [¢(x), 0(y)] -

Définition 8.1.3. Si A est une algébre associative , elle posséde une structure na-
turelle d’algébre de Lie. On définit [z ,y] = xy — yx pour tout x ,y € A .

Proposition 8.1.1. Soit L une algebre de Lie sur K . Il existe une algébre associative
Ao sur K et un morphisme d’algébre de Lie po : L — Ag tels que (Ag, po) ait la
propriété universelle : pour tout algébre associative A et tout morphisme d’algébre de
Lie ¢ : L — A , il existe un unique morphisme d’algébre de Lie f . Ay — A tel
que le diagramme suivant commute. Ag est dite algébre enveloppante de L . Elle est
unique a tsomorphisme pres.

L2 A,

N

A

20
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Démonstration. 1. La construction de A,
On voit £ comme un espace vectoriel et on considére son algebre tensorielle

T(L) = @E@m sur K .

n>0

Soit I l'idéal de T'(L) engendré par {x RQyu—yx—|x,y;(r;y) € £2} . On pose
Ay = T(L)/I . Soient i l'inclusion ¢ : L — T(L) et p : T(L) — T(L)/I la
projection canonique. On pose @y = poi . Aj est une algébre associative munie du
crochet de Lie naturel.

2. Vérifions que ¢, est un morphisme de I’algébre de Lie

Pour tout (z;y) € L* ,on a :

wollr,y]) = p([z,y]) =plr@y—-—y)
= p@)p(y) — p(y)p(z) = [p(z),p(y)]
= [poi(x),poi(y)] = [po(x),pvo(y)] -

Donc, ¢q est un morphisme de 'algébre de Lie.

3. Vérifions que f est bien définie

Pour tout n et tout a1 ® as ® -+ ® a,, € T(L) , 'unique fagon de definir f pour que
f soit un morphisme et que p = f op est

fplar®a ® -+ ®an)) = pla)p(az) -~ p(an)

f est correctement définie. En effet, si p(a) ® as ® -+ ®a,) =p(di Rd @ -+ ®ay,) ,
on a :
A RAR - Ra, — A RAy R -+ ® Ay, el , c’est-a-dire :

R Ry, — 01 VAR Rd, =bR (@@ —-FRa—[a,f])@c ,
ol (b;c)ET(E)z,a,ﬂeL’.

fPla®ae -®a) —pld@d - - Qd,))
fpb®(a®p-Boa—[a,B])®c)

= f(p(b)pla® B — B®a—[a,B])p(c))
0

Donc f est bien définie. Pour tout a € L |

fow(a) = f(pla)) = ¢la) -

Donc, le diagramme commute. [
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8.2 Objets libres sur un ensemble

Définition 8.2.1. Soit A un ensemble. On appelle groupe libre (resp. magma libre,
algebre libre, algébre libre associative, --- ) sur A la donnée d’un groupe X (resp.
magma libre, algébre libre, algébre libre associative, - - - ) et d’une application i : A —
X tels que (X ;i) posséde la propriété universelle suivante : pour tout groupe Y (resp.
magma libre, algebre libre, algébre libre associative, - - - ) et toute application j : A —
Y , il existe un unique morphisme de groupe f : X — Y tel que foi = j (resp.
magma libre, algébre libre, algébre libre associative, --- ) .

A—to X

|7

Y

Remarque 8.2.1. Comme a chaque fois avec la propriété universelle, si de tels objets
libres existent, il sont uniques a isomorphisme pres.

Remarque 8.2.2. Soit K un anneau commutatif unitaire. Le K-module libre sur E
est un groupe libre sur E . Les polynomes associatifs sur K dont les indéterminées
sont les objets de A est une K-algébre libre associative sur A .

Dans cette section, nous nous intéressons au cas des magmas libres et des algébres
non associatives libres.

8.2.1 Magmas libres

Définition 8.2.1.1. Fizons A un ensemble. On appelle aussi alphabet par abus de
terminologie avec le cas des monoides. Le magma libre sur A noté M(A) est l'en-
semble des mots parenthésés; il est muni de la loi :

(,): M(A)x M(A) — M(A)
(u,v) — ((W)() -

Nous le définissons récursivement en définissant la famille M, (X) :

Mi(A) = A

M,(A) = |_| M, (A) x My(A),

(p,9)EN2,p+q=n

ot € désigne l'union disjointe d’ensembles. Alors, M(A) = |_| M, (A) est bien un

neN*
magma.

Exemple : Si A = {a;b;c} , ((ab)) et ((bc)a) sont deux éléments de M(A) , ainsi

que :
(((@®)e) ((be)a)) .

Remarque 8.2.1.1. M(A) s’identifie a l’ensemble des arbres binaires complet (pla-
naires) .
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Deux mots parenthésés a concaténer :
< Do < Do
P N
®@ ® ®» ©
(ab)c (bcla

L’arbre représentant la concaténation des deux mots parenthésés :
/'\
/'\/ © /'/

\\®
@ ® ®» ©

FIGURE 8.1 — Représentation sous forme d’arbre d’un élément de M(A) , lorsque
A={a;b;c}.

Vérifions maintenant que (M(A),i) avec i : A —s M(A) I'injection canonique
posséde la propriété universelle :
Soient N un magma et j : A — N une application. Alors, il existe un unique
morphisme de magma f: M(A) — N tel que foi=7j.

A—= M(A)

| A

N
Preuve : On définit f,, : M, (A) — N récursivement :
Sin=1 ) fl =17,
Siue My(A),veM(A) ,p+qg=n+1, fupi(u,v) = (f(w), fo(v)) .
Il est alors clair que f : M(A) — N étant induite par chacune des f, est 'unique
morphisme rendant le diagramme ci-dessus commutatif.

8.2.2 Algébre libre

Fixons toujours le méme ensemble A et un anneau commutatif K . Dans ce pa-
ragraphe (M ,-) désigne un anneau.

Définition 8.2.2.1. Soit f,, : M — K, ou f,, lindicatrice de m € M , c’est-a-

dire :
1, st x=m;
fm(x)—{ 0, siz#m.
Définissons KM ’ensemble des formes Z AmSm 5 00 (Am)menm est une famille

meM
d’éléments de K dont un nombre fini sont non-nuls. Munissons KM) une structure
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de K-algebre en posant fr.n = fmfn pour tout (m,n) € M? , et on étend la multi-
plication ¢ KM par bilinéarité. La K-algebre KM s’appelle la K-algébre du magma
M .

Remarque 8.2.2.1. Nous avons une injection i : M — KM)

i M — KM

Nous prouvons maintenant définir ’algébre libre sur A .

Définition 8.2.2.2. Notons M(A) le magma libre sur A . On appelle, et on note
D(A) , K-algébre libre sur A la K-algébre du magma M(A) .

Remarque 8.2.2.2. Nous avons les injections A — D(A) et M(A) — D(A)

puisque nous avons les injections A — M(A) — K(M(A)) = D(A) .

Désormais, notons i : A — D(A) et identifions Z AmSm € D(A Z AT
meM(A) meM(A)
ol (Ay)mens est une famille d’éléments de K dont un nombre fini sont non-nuls car
on peut identifier f,, & m . Vérifions que (D(A) ,i) posséde la propriété universelle :
soient B une K-algébre et 7 : A — B une application. Il existe un morphisme de
K-algébre f: D(A) — B tel que foi=j .

A—>D(A)

| A

B

Démonstration. On voit tout d’abord B comme un magma. Soit i; : A — M(A)
Iinjection canonique. D’aprés la propriété universelle de (M (A) ,z') , il existe un
morphisme de magma f; : M(A) — B tel que fioi; =3 ,0uid : A — M(A)
désigne l'injection canonique.

Pour tout P = Z Amm , définissons f(P Z Amf1(m
meM(A) meM(A)
Pour tout a € A, foi(a) = fi(a) = fioi(a) = j(a) . On adonc foi=j. O
At M

e
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8.3 L’algébre de Lie libre

Soit A un ensemble. On note comme précédent M (A) et D(A) le magma libre sur
A et la K-algébre libre sur A .
Bien que D(A) ne soit pas associative (car sinon M (A) serait associatif), nous allons
tout de méme parler de la notion d’idéal.[] Nous définissons un idéal (4 gauche) I de
D(A) comme étant un sous-module (& gauche) de K-module B . II est donc possible
de considérer B/I .
Désormais, nous considérons 'idéal I de D(A) engendré par tout élément de la forme
(2y)z + (y2)x + (22)y et (xx) , o (w;y;2) € D(A)” .

Définition 8.3.1. On note L(A) = D(A)/I .

Puisque D(A) est une K-algébre, £(A) posséde une structure d’algébre naturelle.
L(A) posséde aussi une structure d’algébre de Lie naturelle.
En effet, en considérant le crochet

[,]: D(A)x D(A) — D(A)
(z,y) — Ty — YT

et en le faisant passer en quotient, il induit un crochet de Lie sur £(A) :

Vz € D(A), [v,z] = xx —xzz = 0, donc le crochet vérifie 'équation [8.1] .

d’on Hx Y], z} + [[y , 2] ,x} + [[2 , ] ,y] € I, donc sur L(A) le crochet vérifie I'équation
=)

Le crochet est donc bien défini.

En appelant degré de m € M(A) Punique entier n € N tel que m € M, (A) , D(A)
devient une K-algébre graduée.

En effet, en notant D,,(A) = K<M”(A)> , il est clair que

D(A) = @ Du(4)

neN
V(p;q) € N? ) Dp(A)Dq(A) < Dp+q(A>

Cette graduation passe naturellement en quotient, car I est engendré par des éléments

homogeénes. Ainsi : L(A) = @ D”(A)/(IOD"(A)) = @Cn(A) .

neN neN
Enfin, £(A) est une algebre de Lie graduée. Pour vérifier cela, il suffit de voir que pour

tout couple (p,q) € N? | [Ep(A) ,ﬁq(A)] € L,+4(A) . Cela est clair par définition de
crochet de Lie sur £L(A) .
Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Proposition 8.3.1. Soit A un ensemble, alors L(A) est une algébre de Lie graduée
naturellement.

L’injection ¢ : A — D(A) induit l'injection i : A — L(A) en gardant la méme
notation car I'idéal I ne contient pas d’éléments de degré 1 .

1. la notion d’idéal est normalement définie pour les anneaux. Nous, ici, D(A) ne peut étre un
anneau (car sinon elle serait associative) .
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Proposition 8.3.2. Soit i 'inclusion i : A — L(A) . (L’(A) ,i) posséde la propriété
universelle suivante : pour toute algebre de Lie L el toute application f: A — L, il
eriste un unique morphisme d’algébre de Lie f: L(A) — L telle que f = foi .

A= L(A)

N

L

Démonstration. Pour tout m € M(A)/I , P'unique moyen de définir f tel que le
diagramme commute est f(m) = fi(m) ol fi est le morphisme de magma de M(A)
dans L tel que f; oi; = f qui existe grace a la propriété universelle de (M(A) ,z’l)
et on étend cette définition en £(A) par linéarité. f est naturellement un morphisme
d’algébre.

Par la démonstration de la partie 3 de la proposition [8.1.1] , on sait que f est bien
définie et le diagramme commute.

Vérifions que f est un morphisme par rapport du crochet de Lie. Pour tout my , ms €
M(A)/T,

Donc, f est un morphisme d’algébre de Lie. O

Maintenant, on considére 'algébre enveloppante de £(A) . On note U(L(A)) . ¢o
est Papplication introduite dans la proposition [8.1.1].
Proposition 8.3.3. (U(E(A)) , (o © 2) posséde la propriété universelle : pour toute
algebre associative A et Uapplication f : A — A, il existe un unique morphisme
d’algebre f - U(E(A)) — A tel que f = fo(pgoi) .

Démonstration. En effet, on a le diagramme suivant :

A 2 U(L(A))
NP
N\ L)
lg
A

g uniquement existe d’aprés la propriété universelle de (E(A) ,i) - donc f uniquement

existe d’aprés la propriété universelle de (U(ﬁ(A)) ,g00> . Ainsi :

folpoot)=goi=f.
Donc, <U(£(A)) , 00 © z) posséde la propriété universelle. ]

Désormais, on notera U(E(A)) I’algébre enveloppante de ’algébre de Lie libre sur
A.



Chapitre 9

Le dual gradué de U(L(A)) et
I’algébre de mélange

Dans ce chapitre, on suppose que A soit un ensemble fini : A = {ay;---;a,} .
Cela entraine que £(A) , algébre de Lie libre sur A est une somme directe d’espaces
vectoriels de dimension finie (la proposition [8.3.1]) .

9.1 La structure de Hopf sur U(L(A))

Le théoréme suivant sera central dans ce qui suit. Il est bien connu ; c’est pourquoi
nous ne le démontrerons pas.

Théoréme 9.1.1 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Soit £ une algébre de Lie sur K . Suppo-
sons que L soit un K-module libre avec une base totalement ordonnée (x;);cr . Soient
Ao son algebre enveloppante et ¢y : L — Ay le morphisme naturel d’algébre de
Lie. Alors, Ay est une K-module libre. Sa base est [’ensemble des produits croissants

@O(xil) T SOO(xzk) ou :

k>0,(iy; - ip) € IFetipg < - <y .

Proposition 9.1.1. Soit A = {a;;--- ;a,} . U(L(A)) est engendrée par les éléments
@iy Ay * + + A, OU -

E>0,0, g€ [lin] etip <ig <--- <y

Remarque 9.1.1. [l serait plus précis de dire que U(E(A)) est engendrée par les
éléments de la forme mo @9 0 @i(a;,)---mowyopi(a;) , ot ™, pa et p1 sont les
injections canoniques :

AP (A2 k(D) — DAy p(A)/T = £(A) .
Mais cela serait beaucoup plus lourd. Nous ne le ferons pas.

Démonstration. Dans ce cas, 'application correspondante ¢, est le quotient par rap-
port & l'idéal introduit dans la proposition [8.1.1]. Le quotient préserve les éléments
de A | ce qui montre que po(a;) = a;,i € {1,2,...,n} . Le théoréme de Poincaré-
Birkhoff-Witt prouve alors cette proposition. 0

a7
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Remarque 9.1.2. L’algebre tensorielle T (L(A)) de L(A) est une algébre associative
non-commutative. U(E(A)) est aussi associative non-commutative comme algebre
quotient de T(L(A)) .

Proposition 9.1.2. Il y a une identification entre U(L(A)) et K<A> .

Démonstration. Par I'identification de la remmarque et par la proposition précédente,
il est facile de voir que U (E(A)) est une algébre associative non-commutative graduée
dont la partie homogéne de degré [ est engendrée par a; a;, - - a;, ,

ot iy, -, €{1,2,... ,n}aveci; <ipg<--- <.

Chaque terme a;,a;, - - - a;, s’identifie naturellement au mot a;,a;, ---a; € A* .

On définit les opérateurs conc,d,k-1,(—,1) sur U(E(A)) en suivant les mémes
formules que sur K<A> .

Par 'associativité et la non-commutativité de U(E(A)) , on sait que cette implémen-
tation est possible.

Donc, de cette fagon, on a une identification entre U (L(A)) et K<A> . O

Cette identification montre alors :

Théoréme 9.1.2. (U(ﬁ(A)) yeonc, k-1,6,(—, 1)) posséde une structure d’algebre
de Hopf graducée.

9.2 Le dual gradué de U(L(A)) et sa structure d’al-
geébre de mélange

Définition 9.2.1 (Le dual gradué d’une algébre graduée). Soient A une algébre
graduée. On définit une algébre graduée A9 dont la partie homogéne de degré n est
donné par : A9 = Aw)* . A9 est appelé le dual gradué de A .

Pour que cela ait un sens, on prolonge toute forme linéaire d’un sous-espace vec-
toriel de A en une forme linéaire de A . Cela revient a identifier, pour tout n € N |
dans notre contexte, A" a {f € A*|f(Aw)) = (0) si k # m} . Cette identification
autorise désormais l'addition de f € A" et g € A", méme sip # q .

On vérifie alors, avec cette identification que A", A", -+ sont bien en somme
directe.

Désormais, on considére U(/J(A))g , que 'on veut munir d’une structure d’algébre
de Hopf graduée.

Par définition, U(E(A))g(l) = U(,C(A)):l ,l € N . C’est un espace vectoriel de di-

mension fini car A est un ensemble fini.

La base duale de U(E(A))Z) est

{(ailaiz"'%)*Mn iy 0, € Aip,oe i € [Iin], i < iy < -0 < il} .
Pour obtenir une structure d’algébre de Hopf, on va définir quelques opérateurs sur
U(E(A))g en citant les notations sh,k-1,conc*,(—,1),a dans le chapitre 7.

Définition 9.2.2. i) Soient (wjus - - - w)* € U(L(A)) (v -+ vm)* € U(,C(A))g(m) :

Définissons la multiplication

)

0

sh((uius - w)*, (Viva -+ vp)*) = ((wrug -+~ w) W (vivg - - vm))* :
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On note sh sans ambiguité avec la notation dans le chapitre 7.
sh:  U(LA)' @U(LA) — U(LA)’
(ugug - wp)* ® (Vg -+ - vy )* —> ((u1u2 ceey) LW (V109 - - Um))*
i) L'unité est
Notonsu="Fk-1* .

Remarque 9.2.1. (U(E(A))g , sh, k-l*) est une algébre associative non-commutative
graduée, grace a la définition de sh et k- 1* .

Définition 9.2.3. i) Définissons une comultiplication conc® sur U(E(A))g : pour
tout (ujug -+ up)* € U(C(A))g(l) ,
conc ((ugug -+ w)*) = (wrug -+ ) @1 +(u) @ (ug - w) +- -+ 1" @ (wgug - - - wy)*

On note conc* sans ambiguité avec la notation dans le chapitre 7.
i) La counité est définie par e(1*) = 1g et e(u*) = 0 pour tout u* € L(A)* . Notons

(_ ’ 1*) =
Remarque 9.2.2. (U(E(A)) conc” ) est une cogébre associative non-com

-mutative, grace a la définition de conc* et de (—,1%) .

Définition 9.2.4. Définissons l'antipode o : pour tout (ujug - --u;)* € U(E(A))g(l) ,

a((uwz . ul)*) = (a(u1u2 . ul))* )
Notons aussi o sans ambiguité avec la notation dans le chapitre 7.

La compatibilité entre sh et conc* est préservée, car ils commutent avec * . « est
I’antipode car elle commute avec * . D’ot, la proposition suivante :

Proposition 9.2.1. (U(ﬁ(A))g ,sh k1% conc* (—, 1*)) est une algébre de Hopf.
En utilisant le résultat de la proposition [9.1.2], on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 9.2.1. ( (L ) ,sh k1% conc®, (—,1%) ,oc) s’identifie a
(K<A> sh,k-1,conc*,(— 1),04) comme 'algebre de mélange.

9.3 Algébre de mélange sur A

Pour conclure, on appelle algébre de mélange sur A la structure d’algébre de
Hopf que I'on vient de décrire sur U(E(A))g , ou ce qui revient au méme d’aprés
I'identification précédente, celle de décrite sur K<A> au chapitre 7 par dualité :
Par le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt, on a vu qu’une base de l'algébre de
mélange est donnée par les mots a;, a;, - - - a;, ou iy ,--- i € [1;n] avec
11 <y < --- <17 . De tels mots sont appélés mots de Lyndon.
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Rappelons la définition donnée des mots de Lyndon est celle-ci : un mot est de Lyndon
s'il est plus petit que tous ses facteurs droits. Evidemment, ces deux définitions sont
équivalentes. Pour plus de détails sur ces mots, on renvoit le lecteur a [6] Chapitre 5.
Pour finir, nous mentionnons un théoréme que I'on trouvera la démonstration dans
[6] Chapitre 4,5,6 . Celle-ci repose sur la factorisation de Lyndon des mots (tout mot
est produit d’une suite décroissante de mots de Lyndon, et ce d’une unique fagon) .

Théoréme 9.3.1. L’algébre de mélange sur l’alphabet totalement ordonné A est li-
brement engendré par les mots de Lyndon.
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