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Résumé . On sait que la bisimulation des graphes des dérivations gauches des grammaires
algebriques réduites est décidable [Ba-Be-Ki 87]. Le quotient par sa plus grande bisimulation, appelé le
graphe canonique, de tout graphe des dérivations gauches d'une grammaire G algébrique et réduite est
isomorphe & un graphe des dérivations gauches d'une grammaire H algébrique et réduite, et on peut de

fagon effective transformer G en H.

Algebraic graphs in canonical form

Abstract . Concerning algebraic grammars in reduced form, bisimulation in the graph of left
derivations is known to be decidable [Ba-Be-KlI 87] . The quotient of the above graph by its greatest
bisimulation, called the canonical graph, is indeed isomorphic to the graph of left derivations for another

algebraic grammar in reduced form, produced by an effective procedure.
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Introduction

Un graphe algébrique [Mu-Sc 85] est un graphe des dérivations d'un automate & pile. On
considere ici les graphes des dérivations gauches, gdg en abrégé, des grammaires algébriques. Le gdg
d'une grammaire algébrique G 2 partir d'un mot o est le graphe ayant o comme sommet et tel que
pour tout sommet AP, yB est un sommet \du graphe et (AB,a,yB) est un arc du graphe si et
seulement si (A,ay) estuneréglede G ouestle couple (a,a), avec a une lettre terminale (ou bien
a est le mot vide si le mot droit de la régle ne commence pas par une lettre terminale). La classe des
gdg des grammaires algébriques est une sous-classe propre de celle des graphes algébriques.

Un graphe (orienté et & arcs étiquetés) G se réduit en un graphe . s'il existe une application
surjective h des sommets de G sur les sommets de H , et tel que pour tout sommet s de G et
pour toute étiquette d'arc a, l'ensemble des sommets h(t) pour un arc (s,a,t) de G estégala
l'ensemble des sommets r pour un arc (h(s),a,r) de H . Le graphe canonique d'un graphe G est
le quotient de G par sa plus grande bisimulation [Pa 81] . Clest aussi le (& isomorphisme pres)
graphe réduit de G et irréductible. Ainsi, deux graphes sont bisimulables si et seulement si ils se
réduisent en un méme troisiéme, ou encore si leurs graphes canoniques sont isomorphes.

On considére la bisimulation en tant que relation binaire sur les mots d'une seule grammaire
algébrique : deux mots o et B sont bisimulables s'il existe une bisimulation R de leurs gdg
associés tels que o R 8. On montre que la bisimulation pour une grammaire algébrique réduite est
une congruence de Thue, c'est-a-dire la plus petite congruence contenant un ensemble fini de paires,
et qu'a partir de la grammaire on peut extraire effectivement un systeme générateur de la bisimulation.
Tout comme [Ba-Be-K187], on en déduit que la bisimulation est décidable mais de plus, on peut de
facon effective transformer toute grammaire G algébrique et réduite en une grammaire H algébrique

et réduite de sorte que le graphe canonique de tout gdg de G soit isomorphe 2 un gdgde H.

M D PAPIER RECUPERE ET RECYCLE



1. Préliminaires

| Etant donné une relation R < ExF, on pourra noter x Ry aulieude (x,y) € R, et
l'inverse de R est R'= { (y;x)| xRy }. Limage R(A) d'unensemble A par R est {y|Ixe A
,XRy}. Onnote Dom(R) = R'I(F) le domaine de R et Im(R) = R(E) I'image de R . Larelation
identité sur E estnotée 1z = { (x,x)|xe E }. La composée d'une relation R < ExF par une
relation S c FxG estlarelation RoS = {(n,v) | 3we F, uRw et wSv}. Le noyau d'une
relation R est défini par la rclation Ker(R) = Ro R! = {(v) | RW) N RV)#LD }. Une
relation R est fonctionnelle si Ker(R'l) estinclus dans 1g, c'est-a-dire I'image R(u) d'un €élément
u de Dom(R) a un seul élément.
Pour un monoide (M, .) d'élément neutre 1, le produit d'une partie A par une partic B
de Mest AB = {uv | ue A et ve B} etlétoile dune partie A est A* = U { AiliZO}

i+l

avec A0={1} et A =A'A.

Considérons le monoide (2E¥E, o ) des parties de ExE, muni du produit de composition o .
Une relation R est un pré-ordre si elle est réflexive (1g CR) etest ransitive (RoR € R ) ; une
équivalence est un pré-ordre symétrique ( R’ cR). Unerelation R est dite canonique si elle est
neethérienne (il n'existe pas de suite infinie (u_) ., telle que u, Ruy,, ) et confluente
(RHY oR" cR'o®RD").

Soient X un alphabet et (X*,.) le monoide libre engendré par X . On considere le
monoide produit (X*xX*, .) défini par (u,v). (xy) = (ux,vy) .
Ainsipour R, S < X*xX*, RS={ (ux,vy)[uRv et xSy} estle produit composante 2
composante. Une partie R est dite compatible (avec la concaténation de tout mot) si elle est
compatible 2 gauche ( 1.+-RcR ) et compatible a droite ( R 1+ <R ) . Une équivalence

compatible est appelée une congruence. On définit

— = s R. Lyx la plus petite relation contenant R et compatible

!

(—R-> )" le plus petit pré-ordre contenant R et compatible

- - * .
< =V (_R>)1 et <o = (e—R—>) 1a plus petite congruence contenant R .
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Une relation S est une congruence de Thue s'il existe une relation finie R telle que S = <-'R—> .

Etant donné une relation - canonique, on note xR I'unique forme normale (irréductible) selon

— de x élémentde E.



2. Bisimulation et minimisation de graphes

On considére les graphes (infinis) orientés et 2 arcs étiquetés sur un ensemble X quelconque.

Définition. Un graphe G sur un ensemble X estun couple (S;,Arc;) ou Sg estun
ensemble quelconque, dit des sommets de G , et Arc; est une partie de SaxXxSa . Un

élément (s,at) de Arca estun arcde G, de source s, de but t etd'étiquette a.

X ={ab) , S estlens. des entiers naturels ; Arc = { (n+1an) I n20}v { (n+1b,n+2) | n20}

L'ensemble des mots étiquetants les chemins du sommet 1 au sommet O est le langage de Luckasiewicz
( grammaire A =a+ bAA)

Fig 2.1 . Representation d'un graphe .

La bisimulation de graphes a ét€ introduite par [Pa 81] :

Définition. Une bisimulation R d'un graphe G sur un graphe H est une partie du
produit S:xS,. telle que

(i) Dom(R) = Sa et Im(R) =SH.

(i) si sRtet (s,as)e Arca alors il existe (t,a,t) € ArcH telque s'Rt

Gii) si sRt et (tat)e Arcﬂ alors il existe (s,a,s’) € Arca telque s'Rt'.

Les graphes G et H sont dits bisimulables eton note G &> H .

L'inverse d'une bisimulation de G sur H est une bisimulation de H sur G . Toute union (finie ou
non) de bisimulations de G sur H est une bisimulation de G sur H . La composée d'une
bisimulation de G sur H par une bisimulation de 3 sur 1 est une bisimulationde G sur 1 . Par
conséquent le noyau Ker(R) d'une bisimulation R de G sur H est une bisimulation de G (une

bisimulation d'un graphe étant une bisimulation du graphe sur lui-méme). De méme, la fermeture
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réflexive et transitive R* d'une bisimulation R de G est une bisimulation de G . Enfin, tout
graphe admet une plus grande bisimulation. En effet, considérons un graphe G . A toute relation R
binaire sur S, on associe la relation suivante :
FR) = { (s,t) | si (s,a,8") € Arcg alors il existe (t,a,t) € Arcg telque s'Rt’
et si (t,a,t') € Arcg alors il existe (s,a,8) € Arcg telque s'Rt' }
Aussi R est une bisimulation de G si et seulement si R € F(R) et Dom(R) = Im(R) = Sa .
Comme F est une fonction monotone de treillis complets, F admet (par le théoréme de Knaster et

Tarski) un plus grand point fixe U{R | RC F(R) } qui est la plus grande bisimulation de G .

Fig 2.2 . Graphes bisimulables .

Les bisimulations fonctionnelles sont les homomorphismes surjectifs de graphes, usuellement

appelés réductions de graphes.

Définition. Une réduction d'un graphe G enun graphe 3 est une application surjective
h: S§; — S, vérifiant les deux conditions suivantes :

@ si (s,at)e Arca alors (h(s),a,h(t)) € Arca{

(i) si (h(s),a,t) e ArcH alors il existe (s,a,t) € Arca tel que h(t) =t .
Onditque G seréduiten H etonnote G - H .

Sideplus h est injective alors G estdit isomorphe 8 H etonnote G < H .



Fig. 2.3 . Réduction et isomorphisme de graphes .

La réduction est un pré-ordre sur les graphes et I'isomorphisme est une relation d'équivalence sur les
graphes. On remarquera qu'il existe des graphes (infinis) inter-réductibles mais non isomorphes.

Les congruences de graphes sont leé noyaux des réductions. Aussi R est une congruence d'un
graphe G siet seulemc;nt si R est une équivalence et une bisimulationde G . Si R et S sont des
congruences d'un graphe G alors (RUS)® est une congruence de G , mais RAS peut ne pas étre
une congruence de G . Le quotient G/R d'un graphe G par une congruence R est le graphe réduit
de G par la projection naturelle'de R . On a alors le résultat usuel [Co 81] suivant: si h estune
réduction d'un graphe G en un graphe H alors 3 est isomorphe & G/Ker(h) . Remarquons que la
plus grande bisimulation R d'un graphe G est aussi la plus grande congruence de G parce que
toute congruence est une bisimulation et que R’ contient R et est une bisimulationde G , donc R

* ., , .
=R i.e. R estune équivalence.

Définition. Le graphe canonique Min(G) d'un graphe G est le quotient de G par sa

plus grande bisimulation.

Le graphe canonique d'un graphe G est aussi l'unique (2 isomorphisme pres) graphe irréductible,

réduitde G .

Proposition 2.1 . Soit G un graphe.
Min@G) & H pour G — H ettelque si H - 1 alors H & 1 .



Deux graphes sont bisimulables si et seulement si leurs graphes canoniques sont isomorphes, ou bien

s'ils sont réductibles en un méme troisieme.

Proposition 2.2 . Soient G et H des graphes. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :
) GeH
G) 31 tlque G 51 « H
(iii) Min(@@) <> Min(#).

Par exemple, le graphe canonique des graphes de la figure 2.2 est celui de la figure 2.1..
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3. Graphes des dérivations gauches d'une grammaire algébrique

Une grammaire algébrique G sur un alphabet Z de lettres terminales, est une relation finie de

N x (ZuN)" ot N =Dom(G) est un alphabet disjoint de X , dit des lettres non-terminales de G .

Définition. Soient G une grammaire algébrique sur £ et N =Dom(G) .
Le graphe des dérivations gauches, gdg en abrégé, de G apartirde ae (SUN)” est le
graphe D(G,0) sur Tu{l} ayant o comme sommet et tel que pour tout sommet B de
DG,0), ona (BP,a,y) e ArcD(G‘a) et ye SD(G,a) si et seulement si
B=a,y=B, ae X
ou BGad , y=8B, 8¢ Z(ZUN)" sia=1.

Un exemple de gdg de grammaire algébrique est donn€ a la figure 3.1 .

Soit la grammaire algébrique G = { (A,aa),(A,BbAA),(B,1)} sur l'alphabet {ab} .
Le graphe des dérivations gauches de G 2 partir de A a pour représentation :

A aA AA aAA AAA
S

&
)
a

N

a
&

N

1
[ —

)

BbAA 1 bAA BbAAA 1 paAA

Fig. 3.1 . Graphe des dérivations gauches d'une grammaire algébrique .

Considérons les grammaires algébriques éur {a,b} suivantes:
G = {(A2),(AbAA))

G, = {(Aa),(ADbBA), (B,aA), (B,bBB) }

G, = {(Aa),(AbAB), (B,aA), (B,bBB) }

G, = {(A2),(ADAAA)}

H = {(Aa), (AbB), (B,aA), (B,bBA) }

H = {(A), (A'bAB), (Ba), (B',bBB) }
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D(G,A) est isomorphe au graphe de la figure 2.1. Pour i€ {1,2,3} , D(G;A) est isomorphe au
jtme graphe de la figure 2.3 . D(H,A) et D(H',A") sont isomorphes respectivement du premier et
deuxiéme graphe de la figure 2.2 . Aussi

DME,A) & DH,A) ie. DHUH,A) & DHUHA)
De fagon générale, on a

D(G,0) « DH,B) ssi DGUH, ) & DGUH'BY) .

avec Dom(G)nDom(H) =@ et (H'.B) est obtenu a partir de (H,B) par renommage des
lettres de Dom(G)nDom(H) .

Par conséquent et-sans perte de généralité, on restreint 1'étude de la bisimulation des graphes des

dérivations gauches 2 une seule grammaire algébrique.
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4. Bisimulation pour une grammaire algebrique

Dorénavant G est une grammaire algébrique sur £ , N =Dom(G) et V =ZUN est
I'ensemble des lettres terminales et non-terminales de G . On définit 1a bisimulation en tant que
relation binaire sur V*, définie par :

o < B si il existe une bisimulation R de D(G,a) sur D(G,B) telleque R P .
La valuation t(ct) d'un mot o est la plus petite longueur des chemins de D(G,o) allantde o a 1
s'il existe un tel chemin, et sinon T(cr) = o . La proposition ci-dessous indique que la valuation 1T

est un homomorphisme de (V*,-) dans (NU{e},+) et que la bisimulation <> est une congruence
rp

incluse dans le noyau de la valuation.

Proposition 4.1 . On a les propriétés suivantes :
a) taf) = o) +T(B)
b) si a & B alors ©(e) =(P)

) siaeo P et yerd alors oy & Bd

La preuve ne présente pas de difficulté. L'ensemble des successeurs d'un mot o de V* par
l'étiquette a e Zu{l} estl'ensemble D(a,a) = {B] (,a,B) e ATCh G g } . On adapte la notion de
relation auto-prouvable [Co 83] ala relation de bisimulation. Une relation R binaire sur V" est
auto-bisimulable si la plus petite congruence contenant R peut bisimuler les sommets successeurs des
paires de R . On rappelle qu'une partition d'un ensemble E est un ensemble {E;|lie I}
éventuellement vide de parties non videsde E (Vie I,@#E cE) telque U{E;|ie I} =E et

EiﬁEj = pour 1¢J .

Définition. Une relation R binaire sur V* est auto-bisimulable si pour tout (o,p) de R
et pour tout a de Zu{l}, D(a,2) = @ ¢« D(B,a) =9, etdans le cas non vide, ils

existent des partitions {E;|ie I} et {Fjlie 1} de respectivement D(a,a) et D(B,a)

telles que Viel, ExF, C <—;->
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L'intérét d'une relation auto-bisimulable est donné par la proposition ci-dessous.
Proposition 4.2 . Si R est auto-bisimulable alors <'—R) c e

Preuve : soient o <-'R—> B pour une relation R auto-bisimulable, et considérons la relation
Par récurrence sur n= 0, on montre

si ?L(<T))“u et A'e D(A,a) alors il existe p'e D(u,a) et A' <LR) TR
Par symétrie, on en déduit que S est une bisimulation de D(G,a) sur D(G,B) avec oS PB,

dot a0 & B.
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5. Bisimulation pour une grammaire algébrique réduite

Dorénavant la grammaire algébrique G est (faiblement) réduite, c'est-a-dire qu'il existe un mot
terminal engendré par G a partir de toute lettre non-terminale, ie. VAe N, T(A) <eo.

L'avantage de se restreindre 4 une grammaire réduite est que la bisimulation associée est simplifiable.
Proposition 5.1 . Si oy © By ou ya & B alors o & B .

Preuve : i) Soit you «> yB. Considérons un chemin de D(G,y) de longueur (y) allantde v a
1. Comme un tel chemin est de longueur minimale et que Yo < ¥, il existe un chemin de :D(G,Y)
de longueur T(y) allantde y a & et (;c & 6B . D'aprés b) de laprop. 4.1, T(ya) =T(YB) et
1(c) = T(8P) . Par a) de la proposition 4.1 et du faitque G est réduite,ona t(8) =0 ie. d=1,
donc a0 & B.

ii) Soit oy & By. Il existe une bisimulation R de D(G,ay) sur D(G,By) telle que oy R Py.
Alors S={ (AW |AYRuy} n (SI)(G.OL) X SD(G,g)) est une bisimulation de D(G,a) sur D(G,B)
telleque oS B; dott a0 © B ¢
La bisimulation pour une grammaire algébrique réduite étant une congruence simplifiable, on en

déduit une propriété de découpage des paires de mots bisimulables.

Proposition 5.2 . Soient Ao © Bf avec A,Be V et ©(A) 21(B).

Ilexiste ye V* telque A & By et yao © B .

Preuve : Considérons un chemin de D(G,B) de longueur t(B) allantde B a4 1. Comme T(A) 2
7(B) et Ao & Bp, il existe un chemin de D(G,A) de longueur ©(B) allantde A a 7y ettel que

yo & B. Par ¢) delaprop. 4.1, Ao & BB & Byo etparlaprop.5.1, A & By. ¢

On va établir que la bisimulation est finiment engendrée et qu'un systéme générateur est effectivement
constructible 2 partir de la grammaire. Pour cela, on définit une classe constructible de relations,

contenant des systtmes générateurs de la bisimulation.
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Définition. Une relation R binaire sur V* est dite fondamentale si elle vérifie les
trois conditions suivantes :

i) DomR)c N et Im(R) < (V-Dom(R))*

ii) R estfonctionnelle : si ARa et ARB alors o=

iii)RcKer(t) : si ARa alors T(A) =t(x)

Proposition 5.3 . On a les trois propriétés suivantes :
a) toute relation R fondamentale est finie, et — est canonique

b) l'ensemble des relations fondamentales et auto-bisimulables est constructible

effectivement a partirde G.

Preuve : Soit une relation R fondamentale. R est finie comme ensemble de paires de mémes
valuations (condition iii) et au plus égales a la valuation maximale des lettres non-terminales. D'apres
la condition i) de la définition, toute dérivation selon R a partirde o€ V* est de longueur au plus

égale a celle du mot o, donc — est neethérienne. Comme Dom(R) € N et R est fonctionnelle,
— est confluente. En définitive —> est canonique.

On peut construire effectivement 2 partir de la grammaire G, l'ensemble fini des relations
fondamentales, et comme pour toute relation R fondamentale —> est canonique, alors <%-> est
décidable et on peut décider si une relation fondamentale est auto-bisimulable. ¢

Il nous reste 2 indiquer les relations fondamentales et auto-bisimulables qui sont systémes générateurs

de la bisimulation.

Théoréeme 1. Toute relation fondamentale, auto-bisimulable et maximale pour l'inclusion

engendre la bisimulation .

Preuve : Soit une relation R fondamentale, incluse dans < et qui soit maximale pour l'inclusion,

ie. si RcSce et S estfondamentale alors S=R .



i) Montrons <-;—> =& . Par définition R C &> et comme &> est une congruence, <—'E-> cCe .
Inversement, soit o & B,. D'aprés a) de la prop. 5.3, —> est canonique, donc les formes
normales alR et BIR de o et B existent, et comme —';-) C © ,ona alR & BIR .

Supposons odR # BLR . D'aprés b) de la prop. 4.1, T(alR) = T(BIR) , aussi 0dR =2Axy,
BIR=AyS, x,ye V et x#y. Parlaprop.5.1, xy> yd et sans perte de généralité, on suppose
T(x) 2 T(y) . Parlaprop. 5.2, ilexiste p e V" tel que X £ yp, cequiest en contradiction avec
la maximalité de R. Par conséquent, cdR =BIR, d'oi « <—:;‘—> B .

ii) Soit unerelation S fondamentale, auto-bisimulable et maximale pour l'inclusion. Par la prop. 4.2

S € © . On peut donc considérer une relation R contenant S, fondamentale, incluse dans < et
maximale pour l'inclusion. Par i), e:—a-; = &> donc R est auto-bisimulable et par maximalité de S,

S=R, doulethéoréme 1. ¢
De la proposition 5.3 et du théoréme 1, on déduit le résultat de [Ba-Be-Kl 87].
Corollaire. La bisimulation pour toute grammaire algébrique réduite est décidable .

Il reste & déduire le résultat annoncé a I'introduction. A partir d'une grammaire algébrique réduite G,
on extrait effectivement une relation R fondamentale, auto-bisimulable et maximale pour l'inclusion.
Si G esten forme de Greibach, ie. Im(G) c Z.V* u {1}, alorsla grammaire suivante

GIR = { (A, alR)| AGa et A ¢ Dom(R) }
convient parce que l'on aura pour tout mot o de V', Min(D(G,o)) isomorphe a D(GiR,aiR) ;
Cependant pour G = {(A,a),(A,B),(B,b)} , ona R = {(B,b)} et GIR = {(A,a),(A,b)} , donc
Min(D(G,A)) n'est pas isomorphe 3 D(GIR,A) . Une fagon de préserver les transitions du mot
vide est que les mots de R ne possédent plus de lettre terminale : chaque lettre terminale est
remplacée par une lettre non-terminale la produisant. Pour se faire, on considére une bijection f de T
sur un afphabet I' disjoint de V. Onétend f en un homomorphisme alphabétique de V* sur
(TUN)" avec f constant sur N . On définit

S = { (Af@) AR )

une application g de V* sur (TUN)" définie par g(o) = (f(a))S = f(alS)
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GIR = {(A,ag(®)! AGaa,A e Dom(R),ae Zou(a=lsiaagZ.V’)}
v {(fa),a)lae T} .
La grammaire GlR convient : le graphe canonique de D(G,a) pour tout mot o de V* est

isomorphe 3 D(GIR,g(w)) .
Proposition 5.4 . ¥ o.e V*, Min(D(G,0)) « D(GIR,g() .

Preuve : Larelation S ={ (A,g(A) ! A € Spgq) } est une réduction de D(G,a) sur
D(GIR,g()) , et par la proposition 2.2, ona Min(D(G,o)) < Min(D(GIR,g(o))) .

Soient A et p des sommets bisimulables de D(GIR,g()) . De fagon identique a la preuve i) du
théoréme, on obtient A=t ; et par la prop. 2.1 D(G{R,g(a0)) a un graphe canonique isomorphe a

lui-méme. ¢

Exemple : Soit la grammaire (algébrique réduite) G = {(A,a),(A,BC),(B,b),(C,aA),(C,bCA)} .
Un systéme générateur de la bisimulation selon G est R = {(C,AA),(B,b)} etlatransformée de G
selon R est GIR = {(A,a),(A,YAA),(X,a),(Y,b)} . Par la proposition 5.4, Min(D(G,A)) est
isomorphe 2 D(G{R,A).

Du b) de la proposition 5.3, du théoréme 1 et de la proposition 5.4, on aboutit au résultat

principal de cet article.

Théoréme 2 . On peut transformer de fagon effective toute grammaire G algébrique et
réduite en une grammaire H algébrique et réduite de sorte que le graphe canonique du gdg
de G 2 partir de tout mot o soit isomorphe au gdg de H 2 partir d'un mot déterminé

effectivement & I'aide de G etde o.

v






