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6.1 Les graphes non orientés
Certains problémes ne font pas intervenir I'orientation des arcs.

On a alors affaire & un graphe non orienté. Une autre fagon de voir
un tel graphe est d'imaginer qu'un arc st implique I'existence d'un
arc ts. Dans la structure de données par liste de successeurs, il
faut donc vérifier ces conditions.

Les problémes classiques sont la recherche d'un arbre recouvrant
de poids minimum, la recherche de la connexité (simple), des points
d'articulation, des circuits eulériens.

Les problemes précédents, applicables par exemple aux réseaux,
sont résolubles par des algorithmes polynomiaux.

D'autres problémes de coloriage, de recherche de circuits hamiltoniens
(voyageur de commerce), ne sont resolubles que par des algorithmes
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exponentiels, donc quasiment impossibles a résoudre de fagon pra-
tique. On doit donc, dans ce cas, recourir a des algorithmes approchés,
fondés sur des hypothéses raisonnables (heuristiques) ou sur des
méthodes de perturbations (recuit simulé).

Ces problémes font partie de la classe des problemes NP-complets. La
conjecture P # NP, c'est-a-dire existe-t-il des problémes pour lesquels
il existe un algorithme exponentiel mais pas d'algorithme polynomial
est un des problemes ouverts dont la résolution rapporterait un million
de dollars a son auteur. L'opinion genérale est que cette conjecture est
vraie.

Si elle est fausse, tous les problémes précédents, ainsi que de nombreux
autres (notamment toute la cryptographie...) sont "faciles" a résoudre.
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6.2 L'arbre recouvrant de poids minimum

Pour faire un réseau, on doit connecter des noeuds (sommets) par
des lignes de communication (arétes). L'établissement d'une ligne
entre deux noeuds donnés a un certain codt (éventuellement
infini).

Le probleme est de choisir quelles lignes construire de fagon que
tous les noeuds soient interconnectés au codt total minimum.

Clairement, un tel réseau de co(t minimal ne contient pas de cycle
(sinon on pourrait enlever une des arétes du cycle sans déconnecter).

Un tel réseau est donc un arbre libre (c'est-a-dire un graphe connexe
sans cycle). Un tel arbre libre est en fait un arbre (avec racine) dont
on "oublie" la racine.

Cet arbre est appelé arbre recouvrant de poids minimum (ARPM)

Deux algorithmes différents permettent de résoudre le probleme,
le premier dd a Prim, le second a Kruskal.
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Graphe connexe avec l'arbre
recouvrant de poids minimum.

Poids 15.

Propriété a la base des algorithmes :

si les sommets S du graphe sont divisés en 2 sous ensembles T et S — T,
alors tout ARPM contiendra exactement une aréte de poids minimum
reliant 7a S — T'; inversement, pour toute aréte de ce type, il existe
un ARPM qui la contient.
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T S-T
&
Supposons que 'ARPM ne contient
@) ) aucune aréte de poids minimum entre
Tet S —T. Soit st est une telle aréte.
Puisqu'on a un arbre recouvrant, il existe
un chemin entre s et ¢ dans cet arbre. Quand on ajoute sz, on fait donc
apparaitre un cycle et un seul. Il existe donc au moins une autre aréte
entre S et 7. Si on enléve celle-ci, on a toujours un arbre (pas de cycle)
de poids inférieur.
Le méme argument montre qu'on peut toujours trouver un ARPM
contenant cette aréte sz supposée de poids minimum.
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L'algorithme de Prim applique ce principe :

I'ensemble T est initialisé avec un sommet ; puis, a chaque étape,
on ajoute a cet ensemble le sommet de S — 7 qui y est relié par I'aréte
de poids minimum ; de cette fagcon, on ne provoque pas de cycle et,
comme le graphe est connexe, tous les sommets sont atteints.

A chaque étape de I'itération, on cherche si le sommet qu'on vient de
rajouter est relié par une aréte de poids plus faible aux sommets non
encore ajoutes.

L'algorithme ressemble a celui de Dijkstra. La différence est dans la
fonction d'actualisation.

P[i, j] est le poids de I'aréte de ij et oo si i et j ne sont pas reliés.

On initialise S avec le sommet 1 et on note D[] le poids minimum
d'une aréte reliant S au sommet i. On choisit le sommet 7 qui a le D[{]
minimum, puis on réévalue les D[i] des successeurs de .
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Itér. S t D[2] D[3] D[4] D[5] D[6]
0 {1} — 6 1 5 o oo
1 {13} 3 5 1 5 6 4
2 {1,3,6} 6 5 1 2 6 4
3 {1,3,6,4} 4 5 1 2 6 4
4 {13642} 2 5 1 2 3 4
5 {1,36423 5 5 1 2 3 4

Un tableau C, modifie a chaque fois qu'une actualisation est faite,
permet de retrouver les arétes.
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fonction PRIMQO

{
S = {1}; /* * **/
pour chaque sommet i = 1 faire /* Initialisation */
{ /* */
C[i] = 1; D[i] = P[1, i]; /> */
¥ Y feiaiaie /
pour k =1 an - 1 faire / * /
{ /* lterations */
t = sommet ¢ S tel que D[t] est minimum;/* */
S =S u {t}; /* Sommet ajoute a E */

pour chaque i ¢ E adjacent a t faire/* */

si P[t, i] < D[i] alors /* Actualisation de D */
{ Vb */
DLi] = PLt, il; /* */
CLi] = t; /* Actualisation de C */
} Vi */

}
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La complexité est la méme que pour I'algorithme de Dijkstra.

Si le graphe a n sommets et a arétes, l'initialisation est en O(n). Il y a
n — 1 itérations. La recherche du minimum est en O(n) chaque fois,

soit O(n?) en tout

Quant a l'actualisation, elle nécessite au total I'examen de toutes les

arétes dans les deux sens, soit 2a ; I'actualisation d'une vale
en temps constant d'ot O(a).

ur est

Puisque typiquement n < a < n?, la complexité finale est O(n?).
Ceci est vrai si le graphe est représenté par un tableau des successeurs.

On peut représenter I'ensemble des sommets et les valeurs de
par une file de priorité pour laquelle la recherche du minim
I'actualisation d'une valeur sont en O(log ») ainsi que. On a
complexité O(a log n), bien meilleure si a < n2.

s tableaux
um et
ainsi une
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Un autre algorithme, I'algorithme de Kruskal, construit un arbre,
initialement vide, en choisissant a chaque étape I'aréte de poids
minimum reliant deux sommets non déja reliés.

Au départ, tous les sommets sont dans des composantes différentes.

Si l'aréte libre de poids minimum relie deux sommets dans des
composantes distinctes, on la choisit et on fusionne les deux
composantes auxquelles appartiennent ses extrémités. Sinon, on
I'écarte et on examine l'aréte de poids immédiatement supérieur.

En termes de complexité, on peut gerer les arétes par une file de
priorité, d'ou O(a log a) = O(a log n). La recherche de la composante
et la fusion nécessitent une implémentation astucieuse des ensembles.
Cela permet d'arriver & une complexité O(a log n).
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Exemple de l'algorithme de Kruskal

Composantes Aréte Choix
123456 13 oui
132 456 46 oui
13 2 46 5 25 oui
13 25 46 36 oui
1346 25 14 non

23 oui

134625
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6.3 Les points d'articulation

Un réseau de communications peut étre représenté par un graphe non
orienté. Pour assurer que deux noeuds quelconques puissent
communiquer, il faut évidemment que le graphe soit connexe.

Il peut étre utile de détecter d'éventuelles faiblesses d'un tel réseau.

Si un noeud cesse d'étre opérationnel, il ne peut plus retransmettre
les informations qui lui arrivent. Si elles peuvent prendre un autre
chemin tout va bien. Mais si certaines informations doivent
nécessairement passer par ce noeud, il est a surveiller tout
particulierement.

Un sommet x d'un graphe est un point d'articulation s'il existe deux
sommets s et ¢, différents de x, tels que tout chmin entre s et # passe
par x.

La recherche des points d'articulation d'un graphe peut se faire assez
simplement par une exploration en profondeur.
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Lorsqu'une exploration en profondeur est faite sur un graphe non
orienté, il ne peut pas y avoir d'aréte transverse. Les seules arétes
autres que celles de I'arbre sont donc des arétes de retour.

Si la racine de I'arborescence a deux fils au moins, elle est donc un
point d'articulation.

La seule possibilité pour qu'un sommet x autre ne soit pas un point
d'articulation est que chacun de ses fils ait un descendant connecté
par une aréte de retour a un ancétre de x.

Les sommets 1 et 3 sont
des points d'articulation.
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Pour repérer les ancétres, on calcule le numéro d'ordre préfixe,
ord(x) dans le courant d'une exploration en profondeur. Ce numéro
classe les sommets dans I'ordre dans lequel la procédure récursive
d'exploration est appelée.

1234567
ord 1247356
mini -111141

La fonction mini(x) est la plus petite
valeur de ord(y) pour un sommet y
relié a x ou a un descendant de x.

Si x a un fils s tel que mini(s) = ord(x), cela signifie qu'aucune aréte
ne relie un descendant de s & un ancétre de x. Donc x est un point
d'articulation (x est différent de la racine).
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fonction INITIALISEQ
{
compteur = 0O;
pour chague sommet t faire

{
explore[t] = 0; ord[t] = O;

}
fonction entier ARTICULATION(sommet s) /* retourne mini[s] */

{
ord[s] = compteur++; /* calcule ord(s) */
mini_s = MAXINT;
pour chague successeur t de s faire
si (explore[t] == 1) alors mini_s = min(mini_s, ord[t])
/* t vaut s ou un ancetre de s */
sinon
{ /* t sera un fils de s */
explore[t] = 1; mini_t = ARTICULATION(Y);
mini_s = min(mini_s, mini_t));
si (mini_t == ord[s]) alors s est point d"articulation;
/* le Tils t de s verifie mini[t] = ord[s] */
} - -
retour mini_s;
} IMAC ch 6 16




/* On suppose que la racine est 1 */
fonction RECHERCHE_POINTS_ARTICULATIONQ
{
INITIALISEQ; explore[l1l] = 1; ord[1] = compteur++; nbre_fils = 0;
pour chaque successeur s de 1 faire
si (explore[s] == 0) alors

explore[s] = 1; nbre_fils++; ARTICULATION(S);
/* la valeur de mini pour les fils de la racine
n"ont pas d"importance */

si nbre_fils > 1 alors 1 est point d"articulation;

}

On suppose que la structure du graphe comporte toutes les arétes dans les
deux sens.
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6.4 Le couplage maximum

Nous allons étudier un probleme d'appariement qui, dans le cas général,
est de complexité exponentielle mais qui, dans le cas particulier des
graphes bipartis, est polynomial.

Graphe biparti :
on consideére deux ensembles de sommets et on suppose que les arétes
relient des sommets de I'un a des sommets de l'autre.

On peut voir les premiers comme des personnes, les seconds comme
des taches et les arétes comme des capacités d'affectation des personnes
aux taches.
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Est-il possible d'affecter toutes les personnes
a toutes les taches ?

Sinon, quel est le nombre maximum d'af-
fectations pouvant étre réalisées ?

Un placement mal commencé peut
aboutir & un blocage :
A-1, B-2, C-5 (forcé), D-3, impossible pour E.

On peut affecter toutes les personnes, a condition
de ne pas affecter B a 2. 1l y a plusieurs solutions.

IMAC ch 6 19

L'algorithme requiert un peu de terminologie.

Une affectation (choix d'arétes) est un couplage. 1l est caractérisé
par le fait que deux arétes choisies n'ont pas d'extrémité commune.
Les arétes choisies seront appelées rouges, les autres bleues.

On cherche a réaliser un couplage maximum.

Un sommet est affecté lorsqu'il est extrémité d'une aréte choisie.
Sinon il est libre.

Les sommets du premier ensemble sont des lettres, les autres des

chiffres.

Une chaine améliorante pour un couplage donné (non maximum)
est un chemin dont les extrémités, une lettre et un chiffre, sont libres,
et dont les arétes sont alternativement bleues et rouges. La premiére
et la derniere aréte sont donc bleues. Un telle chaine est de longueur
impaire, contenant & arétes rouges et k + 1 arétes bleues.

IMAC ch 6 20




Si un couplage possede une chaine améliorante, il peut &tre amélioré.

Il suffit d'intervertir arétes rouges et bleues sur la chaine. Le nombre
total d'arétes rouges a augmenté d'une unité. Deux sommets aupa-
ravant libres sont devenus affectés. Les sommets intermédiaires sont
restés affectés.

O S ~— -O O

Chaine améliorante avant I'amélioration

Chaine améliorante apres I'amélioration

Dans notre exemple, on obtient la configuration suivante :
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® ©
@
Chaine © © Couplage
améliorante : ‘3/ amélioré :
® ®
® ®
On a montré :

tout couplage ayant une chaine améliorante peut étre améliore.

On a aussi la réciprogue :
tout couplage non maximum posséde une chaine améliorante.

IMAC ch 6 22




Démonstration (combinatoire) :
Soit C un couplage et D un couplage maximum. Supposons que C soit
moins bon que D. Nous allons trouver une chaine améliorante pour C.

Considérons le graphe G = C @ D. C'est-a-dire que les arétes de G sont
celles de C pas dans D et celles de D pas dans C. D'un sommet peut
partir : aucune aréte, une et une seule aréte de C, une et une seule
aréte de D ou une aréte de chaque

Les composantes connexes de G sont donc soit des cycles ou les arétes
de C et de D alternent, soit des chaines ou elles alternent également.

Mais les arétes de G provenant de D sont strictement plus nombreuses
que celles provenant de C. Donc il existe dans G au moins une chaine
contenant plus d'arétes de D que de C. Cette chaine est de la forme :

o—=oO OO O
D c D c D c D

C'est une chaine améliorante de C.
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L'algorithme de recherche d'un couplage maximum sur un graphe
biparti utilise la propriété précédente.

* Partir d'un couplage quelconque (éventuellement nul !) ;

* Chercher une chaine améliorante pour ce couplage ;

» Améliorer le couplage grace a cette chaine ;

* Recommencer jusqu'a ce qu'on ne trouve plus de telle chaine.

Le point est donc de trouver une (éventuelle) chaine améliorante.

Pour cela, a partir d'un couplage C déja construit, on fabrique un
graphe orienté en orientant des lettres vers les chiffres les arétes
qui ne sont pas dans C et des chiffres vers les lettres les arétes
qui sont dans C. Puis on cherche, dans ce graphe, un chemin
allant d'une lettre libre a un chiffre libre. Un tel chemin est exac-
tement une chaine améliorante. On la trouve donc par une explo-
ration de graphe en profondeur.
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On cherche un chemin de E vers 6. L'exploration
en profondeur donne par exemple :

E-3-D-6 (chemin choisi précédemment), ou
bien :

E-3-D-1-A-2-B-4-F-6 ou d'autres.

Si le graphe comporte 2n sommets et a arétes, la complexité de chaque
recherche de chaine est O(a), complexité de I'exploration en profon-
deur.

Chaque chaine améliore de 1 le couplage. Un couplage maximum
contient au plus » arétes, donc nécessite » itérations de recherche de
chaine améliorante.

La complexité globale de cet algorithme est donc O(na).
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