INTEGRALES MATRICIELLES 3

1. CALCULS DANS LE CENTRE DE L’ALGEBRE DU GROUPE SYMETRIQUE

1.1. Le centre Z(n) de C&,, a pour base les sommes C), des classes de conjugaison,
pour u + n. On note Z lapplication linéaire (indicateur de cycles) qui envoie une
permutation de type cyclique p sur le produit de sommes de puissances p,. Une
autre base de Z(n) est formée par les idempotents centraux

1) er=r T e

qui ont pour indicateur de cycles?

(2) Z(ex) = [xsa-

On définit sur Sym,, un produit x par

(3) Z(¢Y) = Z(9) x Z(¥), &, e Z(n)
de sorte que

(4) sAst:&\Mf%s,\.

On note I' le coproduit dual de x. On a donc

1
(5) sy =—s)\®s).
Ix
Si l'on note a,’),, les constantes de structure des classes de conjugaison, et ¢, =
Z(Cy),
(6) C.Cy =Y a,,Ch,
X

et si p} désigne la base adjointe de py,

(7) L(pa) = Y (T(pr),ps ®pj)pa ® pp
a,p
1
(8) = W Z(PmCaXCB)Pa ®pp
)
1
9) = ol %aéﬁpa ®pg-
Notons au passage les relations
I A A r_Cooa
(10) eA:—'ZXPCp, C’,,:ZHPeA7 0, :—pxp.
n: P by f}\

Les 6,, vus comme fonctions de A sont appelés caracteres centraux.
On déduit de ces relations la formule de Frobenius

GG 5 X
n‘ b f)\

(11) Uy

1.2. Exemples et exercices.

1. D’une maniere générale, I'indicateur de cycles d’'un idempotent est égal a sa caractéristique
de Frobenius.



4 JEAN-YVES THIBON

1.2.1. Le cas des grands cycles. On rappelle que
ha((1-@)X) "

(12) 1-¢ = Z (_q)ksnfk,lk —g-1 pn(X)
k=0
On peut donc écrire
n-l Sp—e 1k ® Sp_k.1k
(13) D(pa) = Y (-1 =2 ——ohr,
k=0 fnfk,lk
On a

(10 = (") et (L= ) X) B} = hu(1- ) = (1- )"0,

de sorte que

(15) i = 2 (V)
et donc
(16) F(Pn)—:;i( 1);ck((nn_11).k)“;n(ﬁ(/i])C 1)(£(ul)€—1) -

On peut réarranger les factorielles pour faire apparaitre une somme binomiale cal-
culable :
(17)

e ()N - D o1k \ () -1
F(p")‘,h;n (n-1) g(_l)k(e(u)-1-k)( k )m"@’m”'

Cette somme est de la forme

w50

n _k dz
Z_: ( )Resz 0(1+Z) kzp—ﬁ

n k
19 Moo SO () (752)
(20) = Res,_o(1+2)"4 Zifl - (”; q).
On a donc finalement
(21) (py) = D (n—e(u))!(n—f(V))!mH(X)m%

( 1) nv-n (’I’L+1—£(,U,)—€(l/))'

Cette identité est due & Morales-Vassilieva [51], la preuve ci-dessus est due & Vassilieva [60].

1.2.2. Par spécialisation, on en déduit la formule de Jackson [32]
n n-1 z\(y
(22) a(ﬁ,)a:z(“)ye(”) =n! ( )( )( )
,L,Vz;n ! pél p-1,¢-1/\p/\q
En effet, si x est de type binomial,
t r -1
(23) iy () = Z my(z) = [tPu"] (1 ’ 1 . ) ) (x)(n )
p

2(p)=p —u p- 1

pen

Dongc, si x et y sont de type binomial,

(24) L) (oY) =n Y. w(n 1)(21)(p)(y)

pm1 (n+l-p-g)!\p-1/\g-1 q
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qui se récrit bien comme (22) apres réarrangement des factorielles.
1.2.3. Goupil et Schaeffer [25] ont obtenu une formule explicite (mais compliquée)
pour les coefficients ay,- Leur preuve, qui s’appuie sur une série de bijections, a

été simplifée pa Biane [5], au moyen d’une représentation intégrale de leur série
génératrice. Pour ’obtenir, on part encore de

(25) F(X,Y) = Y (n-1)T(p) = 3 3 (-1 1 - 1~ 1)y (X)smpar (V)

n>1 n>1 r=0
et de
(26) o1((u=-v)X) =1+ (u-v) Y u*(=v)"s(ap)(X), OU S(afp) = Sar1,10-
a,b>0

On se débarasse des factorielles en écrivant
1
(27) f P2 dp(z) = k1o avee du(z) = —eflzlzdzleQ, z=2z1 +izo.
c T

Alors,

(28)  F(X,Y)=

o1((u-0v)X) -1 o1 ((@=-(-0))Y) -
(EZ

1
ST ) = dpa(u)dp (o),
u—7v u+v

et en développant sur les sommes de puissances

(29)  F(X,Y)= ZP“Z(X p”z(y) . b “i“ U”) p”(qu( D i) ().

En posant uw = a+0b, v=a-0, le jacobien du changement de variables vaut 4, et
Iintégrale devient

Qu(a,b) Q,(b,a) o-2lal~2]bP?

(30) Cluv) == |, "o o daydasdby db,
avec
(31) Qr(a,b)=(a+b)"—(a-b)", Qxr(a,b)= HQAi(a,b)
et
(32)
0 (v
O v) = ol(p)+e(v) f 5 H( M )( 7 )a|p,|—2|I|—Z(u)b2|I|+Z(u)—1a2|J|+€(i/)—16\y|—2|J|dT(a b)
’ w2 c2 =11 \20p +1/\25; + 1 :

ot dr(a,b) = e~29* 2" dq, dasdb, dby. Lintégrale n'est non nulle que si 2([I1+|J]) =
n+1-4(pn)-4(v)=2g. On a

2

(33) f a2 dr (a.b) = 55 SR
d’ou finalement
(34)
n
no_ M 1(1) = 291 = DI(E() = 292 — 1) ( ) ( )
G = S, o (=200 D) =202 =10 ) 1T, 0 )T 44

JEgo
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1.2.4. On peut aussi développer o1 ((u—v)X) sur les monomiales. On a h,,(u—v) =
u™ 1 (u-v), de sorte que (28) devient
(35)

FX,Y)=Y f@ PO () L= (1.5) 001 gy () () (X Y (V)
A, p
et en évaluant l'intégrale, on retombe sur la somme (16).

1.2.5. Généralisations. Les coefficients a” 2oy ONE été calculés par Poulhalon et
Schaeffer [56]. La encore, une preuve algébrique a été obtenue par Irving [29] au

moyen d’une représentation intégrale similaire a la précédente.

1.2.6. Formule de Harer-Zagier pondérée. Le produit cg, x can joue un réle im-
portant dans plusieurs probléemes. Si on évalue la fonction symétrique

[n/2]
(36) (2n - 1)”]72" X Pon (N) = Z Eg(n)Nn+1—29’
g=0

sur un entier N, le coefficient €,(n) compte le nombre de manié¢res d’apparier les
cOtés d’un 2n-gone de maniére a obtenir une surface de genre g en les recollant.
Ce calcul a été réalisé pour la premieére fois par Harer et Zagier [28] et refait de
nombreuses fois par la suite avec des méthodes variées. Lass [45] a calculé la fonction
symétrique générique py, x pon par une méthode combinatoire. On peut facilement
retrouver son résultat a partir des calculs précédents.

Le coeflicient de m,, dans pa, x pa» est égal a

(37) (an X p?”»hﬂ> = (p?napZ" X hu) = (F(p2n)ap2” X hu);

avec

» (2n - £(0))!(2n - £(1))!

o ) Ao @ 1) - ()t O
et
(39) pan = pj = (2hg — h2)" = Z( ()2,

ce qui donne

oot (1= R0~ ()!
(40) (F(an) Pan Xh 1)| Z( 1) ( ) F (n+1—k—f(u))'

(41) _ n'(2n g(/")) Z( 1) on-= k(n+1 g(/ﬁ))

(2n Di(n+1-£(p)! = k
B 2"n!(2n - £(u))! 1\
(42) T @n-Di(n+1-£(p))! (1_ 5)

T (2n - DN 2nt L) (n 4+ 1= £(p))!
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On peut maintenant retrouver la formule originale de Harer-Zagier en insérant (23).
Si z est binomial,

(44) (2”—1)!!(p2nxp2ﬂ,)($):§ (2n-p)! (2n—1)(33)

s 27 P(n+1-p)!\p-1/\p

(45) ) W;zk@)(/ﬁl)

nom) (2\F dz
46 ~ (20— 1)!IRes.. ( )(7) R
(46) (2n-DliRes.o 32 () (3] (@23
2 n d
(47) :(2n—1)!!Resz=O( +Z) (1+2)" »22
z z
En posant
2 2d
(48) y:i, de sorte quez:—y, dz = Yy ;
2+z 1-y (1-y)?

cette derniere expression devient

2d T-y\2 (1+y)* 1 dy (1 e
(49) Resy-o y 2( y) (1+y) — =Resy-g 312( +y)
(I-y)*\ 2y ) (1-y)*y* y2\1l-y
ce qui donne finalement
1 1+y\*
(50) (0= Dl x p) (@) = (20 - DS ()

C’est la formule de Harer-Zagier.

1.2.7. Une généralisation de la formule de Harer-Zagier. Jackson [33] a donné
une formule pour (p,, x pr)(z) (avec encore x de type binomial). Pour 'obtenir,
on repart de

(51) (Prn x ) (@) = (Prn X P} hep (2X))
(52) = (F(p’r"rup:-L ® hrn(xX))
(53) = Z Ckl<hrn;k ® hrn;lap;r} ® hrn(xX)>
k,l=1
ou
1 (rn-k)!(rn-1)!
4 =
(54) W 1) 1=k -1
et
(55) hn;p = Z my

£(pu)=p
puEn

Donc, d’apres (23),

(56) Gen )= 5 authensor?)(7)(7 )

La série génératrice de hy,j est

(657 X bt =0 (L= ) X) g = D] (1= (1-2))"
n,k 7 Bod
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de sorte que

(58) (hensies ) = [2"]1 (1= (1 - z}ﬂ"

) -0 5 (5)()

Alors,

©0) Grp)@ = gy S0 R () ()

w0
o s

En appliquant encore Iidentité (20), la somme sur k devient (::-_11]1)7 et donc

(63) (prn x 9 () = ;;vw‘(;‘)( ")

m-1+1

Pour extraire le coefficient de ¥, Jackson utilise I’endomorphisme

(64 vn(a) = (7)

qui permet d’écrire

n i[n rm— ’f’j l-1-rj 1+rk
65 (om0 (@) =0 1 () ([ Jat
(65) ]Zl: jINl-1-rj
(66) -0 R (T ey
i J
J
(67) =tx((1+z) —2")".
En appliquant I'identité
+1
68 w2 (14 2)! = (m )
(65) dart(e2) = (1 1)
et I'expression
1 & (m
69 S(m,n) = — (—1)’"-3( ,)jm
(69) =) '
des nombres de Stirling de 2éme espece, il arrive finalement a I'expression
(_1)71 rn+l m\ -
@) N pD@) = ey 2 () sm L m)S - km)
* m=n+k
1.2.8. Si xq,...,x; sont des éléments binomiaux, d'un c6té
(71) hn(21X) x X hyp (2 X) = > xﬁ(“l)}ix---xxi(”k)%
1 k Zpt 2,k
Bl pRen [0
1
(72) = > mi(ul)cul X X xi(uk)cu’“
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et de l'autre,

(73) B (21 X) % oo x h (2 X) = 3 H sx(z )SA(X)
An i=1
ou
(74) salz;) = h()\) ;_Ig,\(xl ca), fa= h()\)
On a donc [32]
k

(75) Z azl,...,,uk H‘Tf(ub) Z f)ny H H (xz + CD)

pluken i=1 /\Pn i=1 Oe\

Le polynéme cy(z) = [Tgexn(z + cg) n’a de terme en z que si A = (n -k, 1%) est
une équerre, et dans ce cas, le coefficient de z est (=1)¥k!(n — 1 - k)! (produit
des contenus). pour cette méme partition, le coefficient de 2" est $n(n -2k - 1)
(somme des contenus). On en déduit que le nombre de factorisations d’un n-cycle
en un produit de a transpositions et b n-cycles est

(76) ) m-ne (s )kzs((l)f)(“)(n 2k~ 1)°.
- k

En particulier, la série génératrice exponentielle du nombre de factorisations d’un
n-cycle en produit de a transpositions est

M L@ =D nat - S I (E) S en(") o- 2w

a>0 a0 al \2/ ;5
et en écrivant

(78) Z(—l)’“(”;l)(n—%—l)“ - (zdilz)a

k>0
(79) - (zi)a

on obtient

(80) T.(x)=— exp{%zdiz}

S (-1) ( ) n-2k-1

2z=1 k>0

1 n-1
( Z)
=1

n-1
(z - 1) = ie(g)”; (1—e )"t
2=1 n!




