Matrices nxnou n=card S

matrice d'adjacence de G

= matrice des chemins de longueur 1
matrice d'adjacence de H

A

B
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Cloture transitive des graphes

et

tous les plus courts chemins
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Représentations matricielles
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Cléture transitive (accessibilité)

Probléme
G = (S, A) graphe (orienté)

UMLV ©

Calculer H = (S, B) ou B est la cldture réflexive et transitive de A.

Note : (s,t) & B ssi il existe un chemin de sa tdans G

graphe G graphe H

Cléture par produits

302
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Notation
A, = matrice des chemins de longueur k dans G
A, =/ (matrice identité)
A, = matrice des chemins de longueur 1 = A
Lemme
Pour tout k = 0, A, = A k
(produit booléen) i N T j
k-1
Preuve

Alij]=1ssidsESAlis]=1etAlsj]=1

soit  Alij] ==, A4lis]- Alsj] (£ somme booléenne)
soit A=A AetA =1

donc A, = Ak
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Cléture par produits (suite) ] e

Chemin simple :
chemin qui passe une seule fois par chacun de ses sommets
Lemme

3 chemin de j & j dans G ssi ; /
3 chemin simple de i & jdans G PN

Bli,j] =1 ssi Achemindeiajdans G
ssi 3 chemin simple de i & jdans G
ssidk 0=sk=cardS-1A[]ij=1

ssid k 0=k =cardS -1 AXij] =1
donc B=/+A+A2+ . . + AcardS1

Calcul de B par schéma de Horner:
Ay =1
A =1+A_A pouri=1.cardS-1

Complexité de I’'algorithme MYE

n=card S

n-1 additions et n-1 multiplications de matrices booléennes nxn
=>O(n - M(n))

chaque multiplication se fait en O(n3) opérations => O(n*)
il existe des algorithmes de calcul de la multiplication des matrices

booléennes en temps o(n3) :
Strassen (1969): O(n28)
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v 00100
_ [o00100
A T Lassi
2 (5 00000
SINY 10100
01100
\-\3_,4_,5 I+A= 110110
ZORORC 00001
00001
10110
@1\ IjAaAj)A 11110
=+ (+A)A= | 10111
00011
NEI
e/\ peavmem (1911
3_>4_>5 =+ (HA+ARA= | 1011
C‘/@/g 00001
=/+A+A2+A3+A4
3 produits de matrices =]+ ([+A+A2+A3) A =B
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Complexité de I'algorithme

n=card S

n-1 additions et n-71 multiplications de matrices booléennes nxn
=>O(n - M(n))

chaque multiplication se fait en O(n3) opérations => O(n*)

il existe des algorithmes de calcul de la multiplication des matrices
booléennes en temps o(n3) :
Strassen (1969): O(n28)

L’algorithme n’est pas optimal !

Définir v(i,j)=1 pour chaque arc (i,j))EA

Pour chaque sommet i exécuter I'algorithme de Dijkstra avec i comme
source

B[i,j]=1 ssi 8(i,j)<«

Temps d’exécution O(n - n2)=0(n3)

308



Autre récurrence UMLY ©

Notation
B, = matrice des chemins de longueur < k dans G
B, =/ (matrice identité)
B, = matrice des chemins de longueur<1 =/+A
B,., =matrice des chemins simples =B

Lemme: B,=B, ;(I+A)
= Pour tout k = 1, B,=(I+A) et en particulier B,,= B, . By

Calcul de B comme une puissance n-1 en temps O(logn-M(n))=0(logn-n3)
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Algorithme de Warshall
(Roy-Warshall)

G=(S A) avecS={1,2, ..., n}

Chemindans G: | = S, =S, .o Sp. > J
Sommets intermédiaires : s, s,, ..., S,
Notation

C,= matrice des chemins de G dont les
sommets intermédiaires sont tous = k

C, =/+A
C, = matrice des cheminsde G =B
1 A : 24
Cheminde2a4: (2,3), (3,1), (1,3), (3,4), (4,4
t3¥ 4 5 (2,3), (3,1), (1,3), (3,4), (4,4)
2 sommets intermédiaires : 1, 3, 4

31

2 produits de matrices

Chemin simple

Lemme Pour tout k= 1,

UMLV ©

ga128
A= 10010
00011
00000
e
B, = 10110
00011
00001
10110
11110
= |10111
B, 00011
00001
10111
11111
B=B,= 10111
00011
00001
310
Récurrence umMLY ©
/F_\\ 7T~
I’ AN //"1k\” \\,j
<k <k

Clif1=1 ssi Cqlijl=10u(Cpylik]=1et C, [kj=1)

Calcul

de C, a partir de C,, en temps O(n?)
de B =C, en temps O(n°)
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| 08138
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3i—as Co=Ci=Cy= 94150
c2 (0 ¢ O 00001
SN o1
T cim | dsitt
@(@/@ @ 00001
@@ B=C,=C ﬁﬂi
\ =Cy,=GC5=
RE o s

~1 produit de matrice

Bilan provisoire

Trois algorithmes pour calculer la cléture transitive:

* polyndme matriciel : O(n-M(n))=0(n?)

« puissance d’'une matrice : O(log n -M(n))=0O(log n - n3)
« algorithme de Warshall : O(n3)

On va généraliser ces idées pour calculer tous les plus courts

chemins dans un graphe valué

UMLY© fonction cléture (graphe G = (S, A)) : matrice ;

début
n < card S;
pouri< 1 a n faire
pourj< 1 a n faire
si i=j ou A[ij]=1 alors
Blij]<1;
sinon
Blij] < o0;
pour k< 1 a n faire
pouri< 1 a n faire
pourj < 1a n faire
Bli,j] < BIi,jl + Bli.Kk] - Blk,j] ;
retour B ;
fin

+ est la somme booléenne ; temps d 'exécution O(nd)

313
MLV © Distances
G=(S,A v) graphevalue S={1,2,...n} v:A — N
Matrice des poids : W= (w [i,j]) avec
wlijl= 0 sii=j
v(ij)  si(ij)EA
0 sinon
Poids d ’une suite ¢ =((Sy,51), (51,55), ..., (Sk.1,S,) ) ol les s, €
S
w(c) =Z w(siy,s]
Distancede sa t
d(s, ) =min{ w(c) | c suitede sa t}
Plus court cheminde sat:
chemin c, s'il existe, tel que w(c) = d(s, f)
315
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Premiére méthode : produit de matrices

Soit d™(i,j) la valeur minimale d’un chemin de j a j a condition que ce
chemin contienne au plus m arcs.

dl(i)=d"(ij)

Idée : Procéder par induction sur m

UMLV ©

317
Méthode basée sur les sommets intermédiaires | “M-©
Lemme de base (rappel)
((S0sS1)s «+vs (SiSist)s -+ (Sits Si)s -5 (Sk5Sk) )
plus court chemin de s, a s, dans G
=> ((SySis1)s ---» (S;1,8)) ) plus court chemin de s;a s;dans G
plus court
—\‘~/’\\,—' Sk
plus court
319
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0 sii=j
dO(i)) =
© sinon

Pour m21
d(m(ij) = min (dm™1(i,j), min{dm-(i,k)+w,, | 1<ksn})=
min{d(m-1)(i,k)+w,, | 1sksn}
En terme de matrices on obtient DM=Dm™)-W ou
min joue le réle de + et

+ joue le rble de -

En calculant D=W" par carrés successives, on obtient un algorithme
avec complexité O(n®log n)
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Algorithme de Floyd(-Warshall) | ULV ©

Notation
D, =(Di,jl|1=ij=n)avec
D,[i, j1 = min{ w(c) | c chemin de i aj dont
les sommets intermédiaires sont tous < k }
D, =W
D, =matrice des distancesde G =D

Lemme Pour tout k= 1,
Dy [ij] = min{ Dy [i,j] , Dyq [:K] + Dy 4 [K,j] }

Calcul
de D, a partir de D,, en temps O(n?)
de D =D, en temps O(n®)
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pour k < 1 an faire
pour i< 1 an faire
pourj< 1 an faire
Dli, 1 <= min { D[i, 1, D[i, K] + DIk, j1};

f
k c
D = | min{a b+c}
k il —»p a
Lem TS ‘~a P ~
- ~=-- Sa
RN ey
S k ~e 2’
b [
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Mémorisation des chemins umLy @

Mémorisation explicite des plus courts cheminsdeiaj, 1</ j=<n
n? chemins de longueur maximale n-1 : espace O(n3)

Matrice des prédécesseurs : espace 0(n?)

P, =(Pi,]11=ij=n)avec
P,[i, j] = prédécesseur de j sur un plus court chemin de i a j dont
les sommets intermédiaires sont tous =< k

Diali A
Sao-eT "~ S \]

Récurrence [N
et

Pyli1= i si(i)EA D, - K eeer
- sinon kalh JF " Dyl ]

Pli, 1= Pali, 1 8i Dyaliy j1 < Dyqli, K + Dyeqlk, f]
P,k jl1 sinon
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N/ If

D,=

D,=
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01x8
w0 4o
w709
02x 0
01x8
w0 4
w7 09
010
0158)
w0 4
7 09
0150
015 8
w0 4 13
o7 0 9
0150
015 8
130 4 13
9709
0150
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01x8 . -
00 4o P -321\
07 09 [ - 3-3
02x 0 4 4 - -
01x8
00 4o -1-1)
©7 09 Pi= :'32_5
010 21.-°
0158
000400\ '121\
©7 09 P,= 2,
0150 -3-3
412 -)
015 8 -
iR L (121
©70 9 37 _3_3|
0150 412 -)
015 8 -121
130 4 13 _ 4 - 23
9709 Pi= |43-3
0150 412 -
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T»L / \LT 130 4 13

D,=

4 970 9 Py=
4<—3 0150

Exemple de chemin
distancede2a 1 =D,2,1]=13
PJ21]1=4; P,J2,41=3; P,2,3]=2

AR

=

N NN
1 WWwW=
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