Combinatoire des mots
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Alphabet et mots

alphabet A : ensemble fin1 non vide de lettres
(symboles, caracteres)

Exemples

ADN : acides nucléiques, paires de bases, bases
ARN : acides nucléiques

protéines : acides aminés
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Définitions et notations

mot : suite finie de lettres
mot vide : suite de zéro lettre notée €

Exemple
A={a,c,qg, t}

€, a, t, tata sont des mots sur 1’alphabet A
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Définitions et notations

A" : ensemble de tous les mots finis sur
I’alphabet A (monoide libre)

A* : ensemble de tous les mots finis non vides
sur 1’alphabet A
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Définitions et notations

La longueur d’un mot x L1 A™ est définie comme
étant le nombre de lettres du mot x.

Elle est notée |xl.
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Définitions et notations

On note x[i] pouri=0, 1, ..., Ixl-1, 1a lettre du
mot x a I’indice i (la numérotation commence en

0).
Pour x # €, chaque indice i =0, 1, ..., |xl-1 est
une position sur x.

x =x[0]x[1]...x[|x]-1]
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Définition

D’ou une définition élémentaire d’1dentité entre
deux mots quelconques x et y :

X =Y

Xl = Iyl
et

xli]=yli] pouri=0, 1, ..., Ixl-1
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Définitions et notations

L’ensemble de lettres sur lequel est formé le mot
x est noté alph(x).

Exemple
alph(tata)=1{ a, t }

Thierry Lecroq — Université de Rouen



Définitions et notations

Le produit ou concaténation de deux mots x et y
est le mot composé des lettres de x suivies de
lettres de .

On le note x/¥ ou plus simplement xy.

le mot vide € est I’é€lément neutre pour la
concaténation.
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Définitions et notations

Pour un mot x [1 A™ et un entier naturel n L1 N on
définit la n-1eme puissance de x notée x" par

X=tcetxt=xFlxpourk=1,2, ..., n

n fois

Exemple
(ta)*=tatatataetta*=taaaa
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Définitions et notations

S1z = xy alors
x=2zy!
ctl

y=x'z
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Définitions et notations

Le renversé€ ou image miroir ou miroir d’un mot
x L1 A" est le mot x~ (ou x*) défin1 par

x~ = x[lxl-1]x[Ixl-2]...x[O]
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Définitions et notations

Un mot x est un facteur d’un mot y s’1l existe
deux mots u et v tels que y = uxv.

Un mot x est un préfixe d’un mot y s’1l existe un
mot v tel que y = xv.

Un mot x est un suffixe d’un mot y s’1l existe un
mot u tel que y = ux.

Un mot x est un sous-mot d’un mot y s’1l existe
IX|I+1 mots w,, w,, ..., w,, tels que

y =wx[O]lwx[1]w,...w _x[lxl-1]w,,.
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Exemple

y=acgat

ga est un facteur de y
acg est un préfixe de y
at est un suffixe de y

ca est un sous-mot de y
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Définitions et notations

Un facteur, un préfixe, un suffixe ou un sous-
mot x de y est qualifié de propre s1 x # y.
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Définitions et notations

On note respectivement x <, v, X<V, X X
Vo X =g Yo X N o X < Vo X S Yo X < gon ¥
lorsque x est respectivement un facteur, un
facteur propre, un préfixe, un préfixe propre, un
suffixe, un suffixe propre, un sous-mot, un sous-

mot propre de y.

St Nprep Ngup Nymor SONL des relations d’ordre.
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Définitions et notations

On note respectivement Fact(x), Préf(x), Suff(x)
et SMot(x) ’ensemble des facteurs, préfixes,
suffixes et sous-mots de x.
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Définitions et notations

L’ordre lexicographique, noté <, est un ordre sur
les mots induits par un ordre sur les lettres notés
de la méme facon.

Pour x,y L1 A~

x<y U { ou

x=uavety=ubwavecu,v,w 1A, ablJAeta<b
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Exemple

A=1{a,c,qg,t} a<c<g<t

acgat <agact < agcat
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Définitions et notations

S1 x est un facteur de y on dit que x apparait dans
you qu’il y a une occurrence de x dans y.

Toute occurrence (de x dans y) peut €tre
caractérisée par une position sur y.
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Définitions et notations

[La notation entre crochets définie sur les lettres
est étendue au facteur. On définit le facteur de x
de la position i a la position j par

x[i..j] = x[i]x[i+1]...x[j]
pour 0 <i<j<Ixl-1.

x[i.jl=€sii>].
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Lemme de Levi

[Lemme de Lévi, 1944 (extrait)

Pour tout mot x, y, z, t LI A”

xy = zt implique qu’il existe un mot u [1 A™ tel que
e soitx=zuett=uy,

e SOIt 7 =Xxu ety = ut.
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Lemme de Levi

Preuve

graphique

o X y
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Lemme de Levi

Conséquence : on peut se fier a ce que I’on voit !
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Les mots de Fibonacci

Les nombres de Fibonacci sont définis par
F,=0,F,=1letF =F  +F ,pournz2=2.

Les mots de Fibonacci sont définis par
fo=¢&fi=b,f,=aetf =f f_,pournz=3.

Onalfl=F .
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Périodicités et bords

Soit x un mot non vide.

Un entier p tel que O < p < |x| est une période de
X sl

x[i] = x[i+p] pour O <i < Ixl-p-1.

[La période d’un mot x non vide est la plus petite
de ses périodes.

Elle est notée pér(x).
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Exemple

X =aataataa

3, 6,7 et 8 sont des périodes de x.
pér(x) =3
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Proposition 1

Soient x un mot non vide et p un entier tel que
0 < p < Ixl. Alors les cinq propriétés suivantes sont
équivalentes :

e [’entier p est une période de x.

e ]l existe deux mots uniques u,v L1 A" et un entier
k > 0 tels que x = (uv)u et luvl = p.
e Il existe un mot f et un entier k>0 telsque x < . 7

et lfl = p.

préf

* [l existe trois mots u,v et w tel que x = uw = wy et
ul = vl =p.

o Il existe un mot ¢ tel que x < txetld =p.
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Proposition 1

Preuve

e[| 2:s1vz€etk>0alors k est le dividende de la
division entiere de |x| par p.

S1 (u’,v’,k’) satistait les mémes conditions que (u,v,k),
onak’=ketdonclu’l=luld’ouu’=uetv’ =v.Ce qui
montre 1’unicit€ de la décomposition si elle existe.
Soient k et r le dividende et le reste de la division
euclidienne de Ix| par p.

Alors s1 u = x[0..r-1] et v=x[r..p-1] on a x = (uv)*u et |
uvl = p.
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Proposition 1

20U 3:t=uvetk>Ixl/p.
30 4:w=r'xdoncu=t.

Comme x <, #, w est aussi prétfixe de x :

4 4 4 l 4 4 4 4

u w

w Vv

Donc il existe bien trois mots u,v et w tels que x = uw =
wyv et lul =t = p.
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Proposition 1

A

4 L1 5 :puisque uw < . Ix avec

uwvonaxs< .

pref
ltl = p en posant ¢ = u.

5 [0 1:soitiunentier tel que 0 < i < [xl-p-1

xli+p] = (x)[i+p] carx <, . 1x

préf

=x[i] carltl =p

ce qui montre que p est une période de x.
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Définitions et notations

Un mot w est un bord d’un mot x s’1l est a 1a fois
préfixe et suffixe propre de x.

Autrement dit, 1l existe deux mots u,v L1 A" tels
que x = uw = wy.

Exemple
X =aataataa

€, a, aa et aataa sont des bords de x
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Définitions et notations

Le bord de x est le plus long de ses bords.
Il est noté Bord(x).
Exemple

Bord(aataataa)=aataa

Les notions de bords et de périodes sont duales
comme le montre la propriété 4 de la proposition 1.
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Proposition 2

Soient x un mot non vide et n le plus grand des entiers k
pour lequel Bord*(x) est défini (soit Bord'(x) = €).

Alors
B = (Bord(x), Bord*(x), ..., Bord(x))

est la suite de tous les bords de x classés par ordre
décroissant de longueur, et

P = (Ixl-IBord(x)|, Ix|I-|Bord*(x)l, ..., Ixl-|IBord(x)|)
est la suite des périodes de x classées en ordre croissant.
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Lemme de periodicite

Lemme 3 (Lemme de périodicité, Fine et Wilt 1965)

S1 p et g sont des périodes d’un mot non vide x telles
que

p+q-pgcd(p,q) < Ix
alors pgcd(p,q) est aussi une période de x.
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Lemme de periodicite

Preuve
Par récurrence sur max{p,q}.
Le résultat est vrai lorsque p = g.
On suppose maintenant que p > q.
D’apres la proposition 1,
x =uw avec lul = p et w bord de x

et x=vzavec vl =g et zbord de x.
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Lemme de periodicite
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Lemme de periodicite

Donc w est un bord de z.

Il s’ensuit que IzI-lwl est une période de z.

Or IZI-Iwl = (Ixl-g)-(Ixl-p) = p-q.
Donc p-g est une période de z.

29
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Lemme de periodicite

Puisque p > g et pgcd(p,q) < p-g on obtient
q < p-pgcd(p,q).

On a d’autre part :

p-pacd(p.q) = p+q-pgcd(p,q)-g < lxl-g = Izl.
Il s’en déduit que g < Izl.

Donc g est aussi une période de z.
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Lemme de periodicite

De plus on a
(p-q)+q-pgcd(p-q.q) = p-pgcd(p-q.q)

= p-pgcd(p.q)
< Izl
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Lemme de periodicite

On applique I’hypothese de récurrence a
max{p-q,q} relativement au mot z et on obtient

que pgcd(p,q) est une période de z.

Les conditions du lemme sur p et g et pgcd(p.q) < p-¢
entrainent g < |x|/2.

Et comme x = vz et que z est un bord de x, v est un
préfixe de z.

lvl est multiple de pgcd(p,q).
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Lemme de periodicite

Soit ¢ le préfixe de x de longueur pgcd(p,q).

Alors v est une puissance de ¢ et z un préfixe
d’une puissance de ¢.

Il vient de la proposition 1 que x est un préfixe
d’une puissance de t.

Donc 7l = pgcd(p,q) est une période de x.
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Puissances, primitivite et
conjugaison
Lemme 4

Soient x et y deux mots. S’1l existe deux entiers
naturels non nuls m et n tels que x™ = y" alors x et
y sont des puissances d’un mot z.
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Lemme 4

Preuve
La propri€té est vraie si x =y = €.
Si min{m,n}=1 alors z=ysim=1,

ou z=xsS1n=1.
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Lemme 4

Sinon min{m,n} = 2.

x| et [yl sont des périodes du mot r = x" = y* qui
vérifient la condition du lemme de périodicité :

xl+lyl-pged (b, Iyl) < bd+yl-1 < 11l

Donc z = #[0..pgcd(lxl,lyl)-1], autrement dit z est
le préfixe de ¢t de longueur ngd(IxI yl).
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Primitivité

Définition
Un mot non vide est primitif s’1l n’est puissance
d’aucun autre mot que lui-méme :

x L A* est primutif < s1u LI A"etn LN tel que
x=u'"llu=xetn=1
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Exemple

tatta est primitif

€, tatata = (ta)’ ne sont pas primitifs
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Lemme de primitivité

Lemme 5 (lemme de primitivité)

Un mot non vide est primitif s1 et seulement s1 1l
n’est facteur de son carré qu’en tant que préfixe et
suffixe. Autrement dit, pour tout mot non vide x :

xestprimitif « yx <__x*[1 y=€&ouy=ux.

préf
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Lemme de primitivité

Preuve

impossible
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Lemme de primitivité

S1 x est un mot non vide non primitif, 1l existe un
mot z L] A* et un entier n tel que x = 7"

AIOI‘S X2 — ZZn — ZnZn — ZZnZnJ.
Donc x apparait a la position |zl sur x?.

Cela montre que tout mot non vide non primitif
est un facteur de son carré sans en etre seulement
un préfixe et un suffixe.
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Lemme de primitivité

Réciproquement, soit x un mot non vide tel que

son carré x* s’écrit sous la forme yxz avec
v,z LI A™.

On a Iyl < |xl.

Puisque x < yx on obtient par la proposition 1
que |yl est une période de x.

Ainsi |yl et Ix] sont des périodes yx.

D’apres le lemme de périodicit€é on en déduit que
p = pgcd(lxl,lyl) est également une période de yx.
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Lemme de primitivité

Comme p < Iyl < Ixl, p est aussi une période de x.

Comme p divise x| on en déduit que x est de la
forme " avec ltfl =p etn = 2.

Cela montre que le mot x n’est pas primitif.
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Proposition 6

Pour tout mot non vide 1l existe un et un seul
mot primitif dont 1l est une puissance.
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Proposition 6

Preuve

[.’existence se montre trivialement.
Unicité :

Soit x un mot non vide.

On suppose que x = ™ = v* pour deux mots
primitifs u et v, et deux entiers naturels m et n.

D’apres le lemme 4, u et v sont nécessairement
des puissances d’un mot z [1 A*. Il s’ensuit que
Z=u =7V, ce qui montre I’unicité.
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Définitions et notations

S1 x est un mot non vide, on dit du mot primitif z
dont x est la puissance qu’il est la racine de x, et
du naturel n tel que x = z” qu’il est I’exposant de x.
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Conjugaison

Deux mots x et y sont conjugués s’1l existe deux
mots u et v tels que x = uv et y = vu.

Exemple

taata et atata sont conjugués
u=ta
v=ata
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Proposition 7

Deux mots non vides sont conjugués si et
seulement s1 leurs racines le sont.
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Proposition 7

Preuve
Soient x et y deux mots non vide conjugués avec
e tlaracine de x ;
 m1’exposant de x ;
e zlaracinede y ;
e nl’exposant de y.
X=1r"=uyv
y=vu
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Proposition 7

Ilexistet’, "’ L1 A* et p,g LI N tels que
f = l_)t)),

u=tt,
v=1"#,
m = p+q+1.

x =1t e = ()"
y =1ttt = ()"
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Proposition 7

Comme z est primitif, le lemme 4 entraine que
t’’t’ est une puissance de z. Donc il existe k L1 N
tel que Il = klzl.

Par symétrie il existe £ I N tel que Izl = LIl
[1s’ensuitque k=L =1,ltl=Ixletz=1¢"¢".
Donc z et t sont conjugués.

La réciproque est immédiate.
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Proposition 8

Deux mots non vides x et y sont conjugués si et
seulement s1 1l existe un mot z tel que xz = zy.
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Proposition 8

Preuve

]

S1 x = uv ety =vu alors z = u convient.
xz = (uv)u =uvu

7y = u(vu) = uvu
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Proposition 8

[]
On a xz = 2y.

On montre d’abord par récurrence que x*z = zy*
pour k [1 N :

* viaipourk=0:x%2=€7=2=2E=2)°;
e vrai pour k = 1 puisque xz =2y ;

e vral pour tous les i, 0 i<k, x'z =2
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Proposition 8

Donc soit n L1 N tel que (n-1)lxl < Izl < nlxl.
Il existe deux mots u,v L1 A" tels que
x=uv,z=x""uetvz=y"

X'z = Zyn

X X X X X <

Z y y y y y

donc y" = vx"'lu = v(uv)='u = (vu)".
Puisque Ixl = Iyl on a y = vu, ce qui montre que x et y
sont conjugués.
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