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Algorithme d’Algorithme d’UkkonenUkkonen

LL’’ algorithme de construction de lalgorithme de construction de l’’ arbre desarbre des
suffixes dsuffixes d’’ un mot un mot yy de longueur  de longueur nn d d’’ UkkonenUkkonen est est
un algorithme incrun algorithme incréémental qui insert une mental qui insert une àà une une
les lettres de les lettres de yy dans l dans l’’ arbre de la premiarbre de la premièère re àà la la
dernidernièère.re.
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Algorithme d’Algorithme d’UkkonenUkkonen

On ajoute le terminateur On ajoute le terminateur $$ au mot  au mot yy : :

yy =  = yy[0..[0..nn-1]-1]$$

avecavec

$$  ∉∉  alphalph((yy))
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DéfinitionDéfinition

LL’’ arbre implicite des suffixes de arbre implicite des suffixes de yy est obtenu  est obtenu àà
partir de lpartir de l’’ arbre des suffixes de arbre des suffixes de yy$$ en supprimant en supprimant
toutes les occurrences du symbole toutes les occurrences du symbole $$, puis en, puis en
supprimant toutes les branches sans supprimant toutes les branches sans éétiquettes,tiquettes,
puis en supprimant tous les npuis en supprimant tous les nœœuds internes quiuds internes qui
nn’’ ont pas au moins deux descendants.ont pas au moins deux descendants.
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DéfinitionDéfinition

LL’’ arbre implicite de suffixes de arbre implicite de suffixes de yy[0..[0..ii ] est not] est notéé
TTii..
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ExempleExemple

y = y = tagtatagta

0 3 1 4 25
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Algorithme d’Algorithme d’UkkonenUkkonen

On associe chaque nOn associe chaque nœœud interne avec le motud interne avec le mot
formant lformant l’’ éétiquette depuis la racine tiquette depuis la racine àà ce n ce nœœudud
interne.interne.

Ainsi la racine est associAinsi la racine est associéée e àà  εε..

On associe lOn associe l’’ indice indice jj   àà la feuille au bout du la feuille au bout du
chemin chemin éétiquettiquetéé par  par yy[[ jj ....nn] depuis la racine.] depuis la racine.
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Un premier algorithme en Un premier algorithme en OO((nn33))

�� nn phases phases
�� la phase la phase ii+1+1

–– construit construit TTii+1+1  àà partir de  partir de TTii

–– divisdiviséée en e en ii+2 extensions+2 extensions

�� ll ’’ extension extension jj
–– insinsèère re yy[[ jj ....ii+1] dans l+1] dans l’’ arbre enarbre en

�� recherchant la fin du chemin recherchant la fin du chemin éétiquettiquetéé par  par yy[[ jj ....ii ] depuis la] depuis la
racine de racine de TTii

�� rajoutant rajoutant yy[[ ii+1] si n+1] si néécessairecessaire
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algoalgo UKKONEN UKKONEN11((y, ny, n))

construire construire TT00

pourpour  ii   ←← 0  0 àà  nn-1 -1 fairefaire  // phase // phase i+i+ 11

pourpour  jj   ←← 0  0 àà  ii+1 +1 fairefaire    // extension // extension jj

trouver la fin du chemin trouver la fin du chemin éétiquettiquetéé par par

yy[[ jj ....ii ] depuis la racine] depuis la racine

ajouter ajouter yy[[ ii+1] si n+1] si néécessairecessaire
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Règles d’extension des suffixesRègles d’extension des suffixes

Durant lDurant l’’ extension extension jj  de la phase  de la phase ii+1, l+1, l’’ algorithmealgorithme
trouve la fin du chemin trouve la fin du chemin éétiquettiquetéé par  par yy[[ jj ....ii ] depuis] depuis
la racine pour, la racine pour, ééventuellement, ajouter ventuellement, ajouter yy[[ ii+1].+1].

Cet ajout se fait alors en accord avec 3 rCet ajout se fait alors en accord avec 3 rèègles.gles.
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Règle 1Règle 1

Le chemin Le chemin éétiquettiquetéé par  par yy[[ jj ....ii ] depuis la racine se] depuis la racine se
termine sur une feuille, termine sur une feuille, yy[[ ii+1] est alors ajout+1] est alors ajoutéé  àà
la fin de lla fin de l’’ éétiquette de la branche menant tiquette de la branche menant àà la la
cette feuille.cette feuille.
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Règle 2Règle 2

Le chemin Le chemin éétiquettiquetéé par  par yy[[ jj ....ii ] depuis la racine ne] depuis la racine ne
se termine pas sur une feuille.se termine pas sur une feuille.
Aucun chemin Aucun chemin éétiquettiquetéé par  par yy[[ ii+1] ne commence+1] ne commence
apraprèès ce chemin.s ce chemin.
Dans ce cas une nouvelle feuille est crDans ce cas une nouvelle feuille est créééée avece avec
une branche y menant une branche y menant éétiquettiquetéée par e par yy[[ ii+1].+1].
Si le chemin Si le chemin éétiquettiquetéé par  par yy[[ jj ....ii ] depuis la racine] depuis la racine
ne se termine pas sur un nne se termine pas sur un nœœud alors un nouveauud alors un nouveau
nnœœud doit ud doit êêtre crtre créééé et la branche cass et la branche casséée.e.
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Règle 3Règle 3

Le chemin Le chemin éétiquettiquetéé par  par yy[[ jj ....ii ] depuis la racine ne] depuis la racine ne
se termine pas sur une feuille.se termine pas sur une feuille.

Un chemin Un chemin éétiquettiquetéé par  par yy[[ ii+1] commence apr+1] commence aprèèss
ce chemin.ce chemin.

Donc Donc yy[[ jj ....ii+1] est d+1] est dééjjàà dans l dans l’’ arbre : on ne faitarbre : on ne fait
rien.rien.
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Lien suffixeLien suffixe

On dOn dééfinit le lien suffixe dfinit le lien suffixe d’’ un nun nœœud interne ud interne avav
parpar

ss((avav) = ) = vv

avec avec aa une lettre et  une lettre et vv un mot. un mot.
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Lemme 1Lemme 1

Si un nouveau nSi un nouveau nœœud interne ud interne avav est ajout est ajoutéé  àà
ll ’’ arbre pendant larbre pendant l’’ extension extension jj  de la phase  de la phase ii+1+1
alorsalors

�� soit il y a dsoit il y a dééjjàà un n un nœœud interne ud interne vv dans l dans l’’ arbre ;arbre ;

�� soit un nsoit un nœœud interne ud interne vv va  va êêtre crtre créééé dans dans
ll ’’ extension extension jj+1 de la phase +1 de la phase ii+1.+1.
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PreuvePreuve

Un nouveau nUn nouveau nœœud interne ud interne avav est cr est créééé dans dans
ll ’’ extension extension jj  (de la phase  (de la phase ii+1) uniquement+1) uniquement
lorsque la rlorsque la rèègle dgle d’’ extension 2 sextension 2 s’’ applique.applique.
Cela signifie que dans lCela signifie que dans l’’ extension extension jj , le chemin, le chemin
éétiquettiquetéé par  par avav se poursuit par une lettre se poursuit par une lettre
diffdiff éérente rente cc de  de yy[[ ii+1].+1].
Donc lors de lDonc lors de l’’ extension extension jj+1, il y a un chemin +1, il y a un chemin vv
qui se poursuit par qui se poursuit par cc..
Il y a alors 2 cas.Il y a alors 2 cas.
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Preuve (suite)Preuve (suite)

�� Soit le chemin Soit le chemin vv est poursuivi uniquement par est poursuivi uniquement par
la lettre la lettre cc et la r et la rèègle 2 crgle 2 créée un ne un nœœud ud ss((avav) ) àà la la
fin du chemin fin du chemin vv ; ;

�� Soit le chemin Soit le chemin vv est poursuivi par au moins 2 est poursuivi par au moins 2
lettres difflettres difféérentes et dans ce cas un nrentes et dans ce cas un nœœud ud ss((avav))
existe dexiste dééjjàà ; ;

dans les 2 cas, le lemme est prouvdans les 2 cas, le lemme est prouvéé.                   .                   □□
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Corollaire 2Corollaire 2

Dans lDans l’’ algorithme dalgorithme d’’ UkkonenUkkonen, tout nouveau, tout nouveau
nnœœud interne crud interne créééé aura un lien suffixe avant la aura un lien suffixe avant la
fin de lfin de l’’ extension suivante.extension suivante.
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Corollaire 3Corollaire 3

Dans un arbre implicite des suffixes Dans un arbre implicite des suffixes TTii, s, s’’ il y ail y a
un nun nœœud interne ud interne avav alors il y a un n alors il y a un nœœud interneud interne
vv..
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algoalgo EXTENSION( EXTENSION(jj))
trouver le premier ntrouver le premier nœœud ud vv au dessus de  au dessus de yy[[ jj-1..-1..ii ] qui] qui

posspossèède un lien suffixede un lien suffixe
soit soit uu l l’’ éétiquette de la branche entre tiquette de la branche entre vv et  et yy[[ jj-1..-1..ii ]]
sisi  vv  ≠≠ racine  racine alorsalors

vv  ←←  ss((vv))
suivre le chemin suivre le chemin éétiquettiquetéé par  par uu depuis  depuis vv

utiliser les rutiliser les rèègles dgles d’’ extension pour sextension pour s’’ assurer que assurer que 
yy[[ jj ....ii+1] est dans l+1] est dans l’’ arbrearbre
sisi un n un nœœud ud ww avait  avait ééttéé cr créééé pendant l pendant l’’ extension extension jj-1-1
alorsalors

mettre mettre ss((ww) ) àà jour jour
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Astuce 1Astuce 1

Les Les éétiquettes sont reprtiquettes sont repréésentsentéées par des coupleses par des couples
(position, longueur).(position, longueur).
Lorsque lLorsque l’’ algorithme doit suivre le cheminalgorithme doit suivre le chemin
éétiquettiquetéé par  par uu  àà partir de  partir de ss((vv) (ou la racine),) (ou la racine),
puisqupuisqu’’ on est assuron est assuréé de trouver ce chemin le de trouver ce chemin le
parcours de ce chemin sparcours de ce chemin s’’ effectue en tempseffectue en temps
proportionnel au nombre de nproportionnel au nombre de nœœuds du chemin.uds du chemin.
Donc le temps nDonc le temps néécessaire pour tous les parcourscessaire pour tous les parcours
de ce type est de ce type est OO((nn).).
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DéfinitionDéfinition

La profondeur en nLa profondeur en nœœud dud d’’ un nun nœœud interne ud interne vv est est
le nombre de nle nombre de nœœuds sur le chemin de la racine auuds sur le chemin de la racine au
nnœœud ud vv..
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Lemme 4Lemme 4

Lorsque lLorsque l’’ algorithme dalgorithme d’’ UkkonenUkkonen emprunte un emprunte un
lien suffixe de lien suffixe de vv  àà  ss((vv), ), àà ce moment l ce moment làà, la, la
profondeur en nprofondeur en nœœud de ud de vv est au plus un plus la est au plus un plus la
profondeur en nprofondeur en nœœud de ud de ss((vv).).
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Théorème 5Théorème 5

En utilisant les liens suffixes et lEn utilisant les liens suffixes et l’’ astuce 1, uneastuce 1, une
phase de lphase de l’’ algorithme dalgorithme d’’ UkkonenUkkonen s s’’ exexéécute encute en
OO((nn).).
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Corollaire 6Corollaire 6

En utilisant les liens suffixes et lEn utilisant les liens suffixes et l’’ astuce 1,astuce 1,
ll ’’ algorithme dalgorithme d’’ UkkonenUkkonen s s’’ exexéécute en cute en OO((nn22).).
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Observation 1Observation 1

Durant Durant uneune phase  phase ii+1, si la r+1, si la rèègle dgle d’’ extension 3extension 3
ss’’ applique applique àà l l’’ extension extension jj , elle s, elle s’’ appliquera aussiappliquera aussi
aux extensions aux extensions jj+1 +1 àà  ii+1.+1.
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Astuce 2Astuce 2

Une phase Une phase ii+1 s+1 s’’ arrarrêête dte dèès que la rs que la rèèglegle
dd’’ extension 3 sextension 3 s’’ applique lors dapplique lors d’’ une extension.une extension.
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Observation 2Observation 2

DDèès qus qu’’ une feuille une feuille éétiquettiquetéée e jj  est cr est créééée lors de lors d’’ uneune
phase, la rphase, la rèègle dgle d’’ extension 1 sextension 1 s’’ y appliquera poury appliquera pour
chaque extension de toutes les phases suivantes.chaque extension de toutes les phases suivantes.
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Astuce 3Astuce 3

Les branches menant aux feuilles sont Les branches menant aux feuilles sont éétiquettiquetééeses
par (par (ii , , ∞∞).).
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FeuilleFeuille

Soit Soit ff l l’’ indice de la derniindice de la dernièère feuille crre feuille créééée danse dans
ll ’’ arbre en cours de construction.arbre en cours de construction.



Thierry Thierry LecroqLecroq – Université de Rouen – Université de Rouen
3131

algoalgo PHASE( PHASE(ii))

jj   ←←  ff

rrééppééterter

jj   ←←  jj+1+1

EXTENSION(EXTENSION(jj))

jusqujusqu’’àà  jj  =  = ii+1 +1 ouou la r la rèègle 3 sgle 3 s’’ appliqueapplique

ff  ←←  jj-1-1
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algoalgo UKKONEN( UKKONEN(y, ny, n))

construire construire TT00

ff  ←← 0 0

pourpour  ii   ←← 0  0 àà  nn-1 -1 fairefaire
PHASE(PHASE(ii))
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Théorème 7Théorème 7

LL’’ algorithme dalgorithme d’’ UkkonenUkkonen s s’’ exexéécute en tempscute en temps
OO((nn).).
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Détails d’implantationDétails d’implantation

Les Les éétiquettes des branches sont stocktiquettes des branches sont stockéées dans leses dans les
nnœœuds duds d’’ arrivarrivéée.e.

Un nUn nœœud contient les informations suivantes :ud contient les informations suivantes :

�� parentparent : le n : le nœœud parent ;ud parent ;

�� ss : le lien suffixe ; : le lien suffixe ;

�� longueurlongueur : la longueur de l : la longueur de l’’ éétiquette de la branchetiquette de la branche
menant au nmenant au nœœud ;ud ;

�� positionposition : la position de l : la position de l’’ éétiquette de la branchetiquette de la branche
menant au nmenant au nœœud.ud.
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algoalgo ARBRE-DES-SUFFIXES( ARBRE-DES-SUFFIXES(y,ny,n))

racineracine  ←← nouveau n nouveau nœœudud

feuillefeuille  ←← nouveau n nouveau nœœudud

crcrééer la transition (er la transition (racineracine, (0, , (0, ∞∞), ), feuillefeuille))

ss((racineracine) ) ←←  racineracine

dernierNdernierNœœudud  ←←  racineracine

nnœœudud  ←←  racineracine

gg  ←← 0 0

  jj   ←← 0 0
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pourpour  ii   ←← 1  1 àà  n n - 1 - 1 fairefaire

tantquetantque  jj   ≤≤  ii   fairefaire

sisi  gg = 0  = 0 ouou  gg =  = longueurlongueur((nnœœudud) ) alorsalors

sisi CIBLE-PAR-UNE-LETTRE( CIBLE-PAR-UNE-LETTRE(nnœœudud, , yy[[ ii ]) est d]) est dééfiniefinie
alorsalors

nnœœudud  ←← CIBLE-PAR-UNE-LETTRE( CIBLE-PAR-UNE-LETTRE(nnœœudud, , yy[[ ii ])])
gg  ←← 1 1
rupture  rupture  // r// rèègle 3gle 3

sinonsinon

feuillefeuille  ←← nouveau n nouveau nœœudud
crcrééer la transition (er la transition (nnœœudud, (, (jj , , ∞∞), ), feuillefeuille))
sisi  ss((dernierNdernierNœœudud) n) n’’ est pas dest pas dééfini fini alorsalors

ss((dernierNdernierNœœudud) ) ←←  nnœœudud
dernierNoeuddernierNoeud  ←←  nnœœudud
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sinonsinon

sisi  yy[[ ii ] = ] = yy[[positionposition((nnœœudud)+)+gg] ] alorsalors

gg  ←←  g g + 1+ 1
rupture  rupture  // r// rèègle 3gle 3

sinonsinon

nnœœudParentudParent  ←←  parentparent((nnœœudud))
nnœœudud  ←← COUPE( COUPE(nnœœudParentudParent, , nnœœudud, , gg))
feuillefeuille  ←← nouveau n nouveau nœœudud
crcrééer la transition (er la transition (nnœœudud, (, (jj , , ∞∞), ), feuillefeuille))
sisi  ss((dernierNdernierNœœudud) n) n’’ est pas dest pas dééfini fini alorsalors

ss((dernierNdernierNœœudud) ) ←←  nnœœudud
dernierNoeuddernierNoeud  ←←  nnœœudud
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sisi  nnœœudud  ≠≠  racineracine  alorsalors

sisi  gg =  = longueurlongueur((nnœœudud) ) etet  ss((nnœœudud) est d) est dééfinifini
alorsalors

nnœœudud  ←←  ss((nnœœudud))
gg  ←←  longueurlongueur((nnœœudud))
jj   ←←  jj  + 1 + 1
continuercontinuer

nnœœudParentudParent  ←←  parentparent((nnœœudud))
sisi  nnœœudParentudParent  ≠≠  racineracine  alorsalors

nnœœudud  ←←  ss((nnœœudParentudParent))
sinonsinon

nnœœudud  ←←  racineracine
gg  ←←  g g - 1- 1
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hh  ←←  i i - - gg
tantquetantque  gg > 0  > 0 fairefaire   // descente rapide// descente rapide

nnœœudud  ←← CIBLE-PAR-UNE-LETTRE( CIBLE-PAR-UNE-LETTRE(nnœœudud, , yy[[hh])])
gg’’   ←←  longueurlongueur((nnœœudud))
sisi  gg’’  >  > gg  alorsalors

rupturerupture
sinonsinon

gg  ←←  g - g - gg’’
hh  ←←  hh +  + gg’’

sisi  gg = 0  = 0 alorsalors
sisi  ss((dernierNdernierNœœudud) n) n’’ est pas dest pas dééfini fini alorsalors

ss((dernierNdernierNœœudud) ) ←←  nnœœudud
dernierNoeuddernierNoeud  ←←  nnœœudud

sisi  nnœœudud  ≠≠  racineracine  alorsalors
gg  ←←  longueurlongueur((nnœœudud))

jj   ←←  jj  + 1 + 1
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algoalgo COUPE( COUPE(nnœœudParentudParent, , nnœœudud, , gg))

pp  ←←  positionposition((nnœœudud))

ℓℓ  ←←  longueurlongueur((nnœœudud))

ddéétruire la branche (truire la branche (nnœœudParentudParent, , nnœœudud))

nouveauNoeudnouveauNoeud  ←← nouveau n nouveau nœœudud

crcrééer la transition (er la transition (nnœœudParentudParent, (, (pp, , ℓℓ), ), nouveauNnouveauNœœudud))

crcrééer la transition (er la transition (nouveauNnouveauNœœudud, (, (pp++gg, , ℓℓ––gg), ), nnœœudud))

retournerretourner  nouveauNnouveauNœœudud


