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Algorithme d'Ukkonen

L’algorithme de construction derbre des
suffixes dun moty de longueun d Ukkonenest
un algorithme in@mental qui insert una une
les lettres dey dans larbre de la prerereala
derngre.
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Algorithme d'Ukkonen

On ajoute le terminate$ au moty :
y =y[0..n-1]$

$ [ alph(y)




Définition

L’ arbre implicite des suffixes geest obtena
partir de 1arbre des suffixes d¢$ en supprimant

toutes les occurrences du symbb)guis en
supprimant toutes les branches satiguettes,
puis en supprimant tous lesaads internes qui
n’ont pas au moins deux descendants.
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Définition

L’ arbre implicite de suffixes dgfO..I] est noé
T.
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arbre des suffixes dagta$ arbre implicite des
suffixes detagta
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Algorithme d'Ukkonen

On associe chaqueand interne avec le mot
formant | étiquette depuis la racireece roaud
Interne.

AiInsi la racine est ass@e a&.

On associ€ indicej ala feuille au bout du
cheminétiquet pary]j..n] depuis la racine.
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Un premier algorithme en O(r7?)

B N phases
m la phasa+1
— construitT,,, apartir deT.
— divisée eni+2 extensions
m |’extension

—insere y[j..1+1] dans’larbre en

= recherchant la fin du chemétiquet paryjj..i] depuis la
racine derl;

= rajoutanty[i+1] si necessaire
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algo UKKONEN;(y, n)
construireT,,
pour | < Oan-1faire// phasa+ 1
pour | « Oai+lfaire // extension
trouver la fin du chemietiquet par

y|]..I] depuis la racine
ajoutery[i+1] si nécessaire
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Regles d’extension des suffixes

Durant |extensiorn] de la phaset+l, 'algorithme
trouve la fin du chemigtigue®e pary]j..i] depuis
la racine poureventuellement, ajouteyfi+1].

Cet ajout se fait alors en accord aveedies.




Regle 1

Le cheminétiquet pary]j..I] depuis la racine se
termine sur une feuillgji+1] est alors ajoéta
la fin de | étiquette de la branche menaria

cette feullle.
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Regle 2

Le cheminétiquet pary]j..I] depuis la racine ne
se termine pas sur une feuillle.

Aucun chemirgetiquet pary[i+1] ne commence
apres ce chemin.

Dans ce cas une nouvelle feuille egéeravec
une branche y menaéiquete pary[i+1].

Si le chemirgtiquet pary]j..l] depuis la racine
ne se termine pas sur ucamd alors un nouveau
noaud doitétre creéet la branche cags.
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Regle 3

Le cheminétiquet pary]j..I] depuis la racine ne
se termine pas sur une feuillle.

Un cheminétiquet pary[i+1] commence aps
ce chemin.

Doncy[j..I+1] est @ya dans larbre : on ne fait
rien.
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Lien suffixe

On d&finit le lien suffixe dun maud interneav
par

s(av) = v

aveca une lettre et un mot.
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Lemme 1

Si un nouveau@ud interneav est ajoue a
I’arbre pendantextensior de la phase+1
alors

m soit il y a &3a un roaud internev dans larbre ;

m SOit un roaud internev va étre cieédans
I”’extension+1 de la phasiz-1.
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Preuve

Un nouveau oaud interneav est céedans
‘extension (de la phasetl) uniguement
orsque la egle d extension 2'appligue.

Cela signifie que dansextension, le chemin

étigue parav se poursuit par une lettre
différentec dey[i+1].

Donc lors de’lextension+1, il y a un chemiw
gui se poursuit pag.

Il'y a alors 2 cas.
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Preuve (suite)

m Soit le chemirv est poursuivi uniguement par
la lettrec et la egle 2 cee un aud s(av) ala
fin du cheminv ;

m Soit le chemirnv est poursuivi par au moins 2
lettres differentes et dans ce cas ussud s(av)
existe @a ;

dans les 2 cas, le lemme est p@uv

Thierry Lecroq — Université de Rouen
17




Corollaire 2

Dans ialgorithme dUkkonen tout nouveau
noaud Interne cgéaura un lien suffixe avant la
fin de I extension suilvante.

Thierry Lecroq — Université de Rouen
18




Corollaire 3

Dans un arbre implicite des suffixéssil y a
un noaud interneav alors il y a un oaud interne
V.
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algo EXTENSION()

trouver le premier gaud v au dessus dgfj-1..1] qui
pos®de un lien suffixe

soitu |’ éiquette de la branche envety[j-1.1]
si v # racinealors

V «— S(V)

suivre le chemirgtiquet paru depuisv

utiliser les egles dextension pour’assurer que
y[j..i+1] est dans arbre

si un roaud w avaitété créépendant’lextension-1
alors

mettres(w) a jour
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Astuce 1

Lesétiguettes sont repsentes par des couples
(position, longueur).

Lorsque lalgorithme doit suivre le chemin
étiquet paru a partir des(v) (ou la racine),

puisquon est asseérde trouver ce chemin le
parcours de ce chemiieffectue en temps
oroportionnel au nombre deaads du chemin.
Donc le temps @essaire pour tous les parcours
de ce type e€d(n).
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Définition

La profondeur enasud d un noaud internev est
le nombre de @auds sur le chemin de la racine ad
noaud V.
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Lemme 4

Lorsque lalgorithme dUkkonenemprunte un
len suffixe devas(v), ace momentd, la
orofondeur en @aud dev est au plus un plus la
orofondeur en caud des(v).
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Théoreme 5

En utilisant les liens suffixes elbktuce 1, une
phase de algorithme dUkkonens execute en
O(n).
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Corollaire 6

En utilisant les liens suffixes eaktuce 1,
I”algorithme dUkkonens exécute enO(n?).
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Observation 1

Durantunephasda+1, si la egle d extension 3
s appliguea I’ extension, elle sappliquera aussi
aux extensionptlai+1.
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Astuce 2

Une phase+1 sarréte ces que laegle
d’ extension 3’applique lors tne extension.
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Observation 2

Des quune feuilleétiguete | est ceée lors dune
phase, laegle dextension 1’y appliquera pour
chagque extension de toutes les phases suivantegsy
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Astuce 3

Les branches menant aux feuilles saigueees
par (, o).

Thierry Lecroq — Université de Rouen
29




Feuille

Soitf I'indice de |la derere feuille céé dans
I’arbre en cours de construction.
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algo PHASE()
| 1
repéter
J ]+l
EXTENSION()

jusqu’aj =i+1ou la regle 3 sappligue
fe—]-1




algo UKKONEN(y, n)
construireT,,
f«—0
pour i «— Oan-1faire
PHASE()
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Théoreme 7

L"algorithme dUkkonens exécute en temps
O(n).
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Détails d'implantation

Leseétiquettes des branches sont sée3kdans les
noauds darrivee.

Un noaud contient les informations suivantes :
m parent: le roaud parent ;
m S: le lien suffixe :

m longueur: la longueur d€ &tiguette de la branche
menant au caud ;

m position: la position de’Etiqguette de la branche
menant au @aud.
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algo ARBRE-DES-SUFFIXES/,n)
racine < nouveau oaud
feullle — nouveau paud
créer la transitionr@acine, (0, ), feuille)
s(racine) <« racine

dernierNoaud <« racine
noaud < racine
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pouri — lan- 1faire
tantque | <i faire
si g = Oou g = longueu(noaid) alors

si CIBLE-PAR-UNE-LETTREfcaud, y[i]) est cfinie

alors
noaid «— CIBLE-PAR-UNE-LETTREhoaud, y[i])
g1
rupture // regle 3

sinon
feullle — nouveau paud
créer la transitionroaud, (j, ), feuille)
si s(dernierNoaud) n’est pas €fini alors

s(dernierNoaud) < noaud

dernierNoeud— noaud
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sinon
si y[i] = y[positionncaud)+g] alors
g«—gt+1
rupture // regle 3
sinon
noaudParent— paren{noaid)
noaid — COUPEoaudParent noaud, g)

feuille — nouveau oaud

créer la transitionjoaud, (j, o), feuille)

si s(dernierNoaud) n’est pas €fini alors
s(dernierNoaud) < noaud

dernierNoeud— noaud
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si noaud # racinealors
si g = longueu(naoaud) et s(noaud) est @&fini

alors
noaud «— s(noaud)
g < longueu(noaud)
Je—]+1
continuer
noaudParent— paren{noaud)
si noaudParentt racinealors
noaud < s(noaudParenj
sinon
noaid < racine

g<—g-1
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h—i-g
tantque g > Ofaire // descente rapide
noaud «— CIBLE-PAR-UNE-LETTREGoaud, y[h])
g « longueu(noaid)
sig >galors
rupture
sinon
g«<—g-g
h—h+(g

sig= Oalors
si s(dernierNoaud) N’ est pas €fini alors
s(dernierNoaud) < noaud
dernierNoeud— noaud
Si hoaud # racinealors
g < longueul(noaud)
j <—J + 1
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algo COUPEHcaudParent ncaud, g)
P < positionncaud)
! < longueurnaaud)
detruire la branchenpaidParent noaud)
nouveauNoeu&— nouveau oaud
créer la transitionrjoaudParent (p, £), nouveauhgaud)

creer la transitionrjouveauldaud, (p+g, £—g), noaud)
retourner nouveaulgaud
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