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Notations

e Un mot w = w[l..n] de longueur n ;
e On note pér(w) la période de w.
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Période locale

Définition 1 : Soit w = uv, et lul = i. On dit qu’un
carré non vide 77 est centré a la position i (ou
centré en i) de w ssi les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

1. testun suffixe de u, ou u est un suffixe de t,

11. ¢ est un préfixe de v, ou v est un préfixe de 1.
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carré interne

u 1%

carré externe droit

U %
carré externe droit et gauche
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Période Locale

Définition 2 : Le plus petit carré non vide centré a la
position i de w est appel€ le carré local minimal
centré en i. La période locale a la position i de w,
notée LP (i), est la période du carré minimal centré
en i.
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Période Locale

Définition 2 : Le plus petit carré non vide centré a la
position i de w est appel€ le carré local minimal
centré en i. La période locale a la position i de w,
notée LP (i), est la période du carré minimal centré
en i.

Remarque : 1 < LP (i) < Iwl.
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Période Locale

Définition 2 : Le plus petit carré non vide centré a la
position i de w est appel€ le carré local minimal
centré en i. La période locale a la position i de w,
notée LP (i), est la période du carré minimal centré
en i.

Remarque : 1 < LP (i) < pér(w) < lwl.
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Théoreme de factorisation critique

Théoreme : Pour tout mot w, 1l existe une position i (et
la factorisation correspondante w = uv avec lul =1i) telle
que LP (i) = pér(w). De plus, une telle position existe
parmi n’1mporte quelles pér(w) positions consécutives
de w.
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s-factorisation

Définition 3 : La s-factorisation sans copie
chevauchante de w est la factorisation w =
fif>--fi ou les f. sont définis récursivement

comme Suit :

L fi=wll],

11. supposons calculés ff,...f,; (i =2 2), et soit w[j] la
lettre qui suit immeédiatement f.f,...f.; (.e. j =
Ifif5--.f..11+1). S1 w[j] n’apparait pas dans f.f,...f. ,
alors f. = w[j], sinon f; est le plus long tacteur de
w commengant a la position j, qui possede une
autre occurrence dans ff,...f. ;.
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Fonctions d’extension

w=w,[l.m]w,[]..n]

préf(i) =max { jlw,[l.j] = w,li..i+j-1] } pour2<i<n
et préf(n+l) =0

+—>

préf(i)
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Fonctions d’extension

w=w,l[l.mJw,|1..n]
suf(i) = max { j | w,[m-j+1..m] = wim+i-j+1..m+i] }
pour 1 <i<n

W,

l
]
]
sufli)
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Alors 1l existe un carré de période p ssi

suf(p) + préf(p+1) = p
[Main 1989]
p p+l

W o
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A chaque position p ol
suf(p) + pref(p+1) 2 p
est vérifi€
il y a une série de carrés centrés a chaque position
dans I’intervalle

[m - suf(p) + p, m + préf(p+1)] .

Cette série de carrés est une répétition maximale
dans w [Kolpakov & Kucherov 1999].
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ldée genérale pour calculer toutes
les périodes locales

Deux étapes :
e calcul de tous les carrés internes minimaux ;

e calcul de tous les carrés externes minimaux.
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ldée génerale pour calculer tous
les carrés internes minimaux

e calcul de la s-factorisation et traitement des
facteurs un par un de la gauche vers la droite ;

e pour chaque facteur f,. on considere s€parément les
carrés :

- qul apparaissent entierement a I'intérieur de f, ;

- qui se terminent dans f, et s’€tendent vers f, ;.
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ldée générale pour calculer tous
les carrés internes minimaux

e Les carrés du premier type sont calculés en
utilisant le fait que f, possede une copie sur la

gauche = O(lf ]).

e Les carrés du second type sont calculés en
utilisant les fonctions d’extension et un lemme
¢tablissant que les carrés ne peuvent s’€tendre
vers la gauche de plus de If | + 2If, | lettres [Main
1989] = O, + If D).

e Au total, trouver tous les carrés internes minimaux
dans un mot de longueur n peut €tre effectué en
temps O(n).

Réunion ASIM - Montpellier 21/12/2003 - 16



ldée pour calculer tous les carrés internes
minimaux apparaissant a I'intérieur de f.

e D’abord on calcule la s-factorisation de w sans
copie chevauchante et on garde pour chaque
facteur f, une référence vers sa copie (non
chevauchante) a gauche.

e [’algorithme traite tous les facteurs f, de gauche a
droite et calcule pour chaque facteur f. tous les
carrés minimaux se terminant en f..

e Pour chaque carré minimal interne centré trouvé
en position 7, LP, (i) est initialisé.
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ldée pour calculer tous les carrés internes
minimaux apparaissant a l'intérieur de f.

Apres que la totalité du mot ait €té traité, les
positions i pour lesquelles les valeurs LP (i) n’ont
pas €té assignées sont celles pour lesquelles 11
n’existe pas de carré minimal centré en i et LP, (i)
est calculé avec une autre technique.
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Calcul des carrés internes minimaux

apparaissant a l'intérieur de f.

Soit f =w[m + 1 .. m + k] le facteur et
wlj+ 1 ..j+ k] sa copie gauche (j + k <m)

S1 pour une position m + i (1 < i < k) le carré minimal
centré en m + i apparait entiecrement a I’intérieur du
facteur f. (1.e. LP (m+ i) <min { i,k-1i})

alors
LP (m+1)=LP, (j+1i)

LP, (j + i) a déja été calculé donc on peut calculer toutes
les valeurs LP (m+ i) <min { i, k - i } en temps O(lf]).
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Calcul des carrés internes minimaux
apparaissant a l'intérieur de f.

j+1 J+k m+1 m+k
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Calcul des carrés internes minimaux
apparaissant a l'intérieur de f.

j+1 Jt+k m+1 m+i  m+k
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Calcul des carrés internes minimaux
apparaissant a l'intérieur de f.

j+1 J+i j+k m+1 m+i  m+k
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Il reste a trouver les valeurs LP (m + i) qui
correspondent aux carr€s minimaux qui se terminent
en f. et s’étendent a gauche de la frontiere entre f et

Jr1-
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Il reste a trouver les valeurs LP (m + i) qui
correspondent aux carr€s minimaux qui se terminent
en f. et s’étendent a gauche de la frontiere entre f et

Jr1
On partitionne ces carrés en deux catégories :

* ceux centrés a I'intérieur de f, ;

* ceux centrés a gauche def,.
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 On se concentre sur les carrés centrés en des
positions dans [m, m + k - 1] et commencgant en
des positions < m et se terminant a 1’intérieur de f..

* On calcule ces carrés en ordre croissant des
périodes en utilisant les fonctions d’extension.

e Pour chaque p € [1, k- 1] on calcule la série de
tous les carrés de période p centré en des positions
dans [m, m + k - 1] commencgant en des positions
< m et se terminant a I’intérieur de f .
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Supposons que :

* nous venons de calculer une série de carrés de
période p ;

e g <p estlaplus grande période pour laquelle des
carrés ont €té précédemment trouvé.
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p22q

e Sip =2q alors on vérifie pour chaque carré de la
série s’1l est minimal ou non en testant la valeur
de LP (i).

e Sice carré n’est pas minimal, alors son centre i
s’est déja vu assigné une valeur LP (i).

e Si aucune valeur n’a été précédemment assignée
alors nous avons trouvé un carré minimal centré
en i.
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e Il y a au plus p carrés de période p (leurs centres
appartenant a [m, m + p - 1])

e Les vérifier tous nécessite au plus 2(p-q) tests
individuels (puisque g < p/2 et p-g = p/2)
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p<2q

e considérons un carré Sy = wlj-g+1.j+qg]de
période g et centré en J

e Nous disons que nous avons besoin de vérifier la
minimalité uniquement des carrés s de période p
qui ont leur centre 4 vérifiant une des inégalités
suivantes :

-lh-jl<p-qgou
-h2j+gq

h est situé a distance p - g de j ou au-dela de la fin
du carré s,
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* Preuve par I’absurde : supposons que
lh-jl>p-qgeth<j+gqg

e 2 cas symeétriques : h>jouh<j
e h>j
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* Preuve par I’absurde : supposons que
lh-jl>p-qgeth<j+gqg

e 2 cas symeétriques : h>jouh<j
e h>j
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* Preuve par I’absurde : supposons que
lh-jl>p-qgeth<j+gqg

e 2 cas symeétriques : h>jouh<j
e h>j
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* Preuve par I’absurde : supposons que
lh-jl>p-qgeth<j+gqg

e 2 cas symeétriques : h>jouh<j
e h>j
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* Preuve par I’absurde : supposons que
lh-jl>p-qgeth<j+gqg

e 2 cas symeétriques : h>jouh<j
e h>j
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* Preuve par I’absurde : supposons que
lh-jl>p-geth<j+q

e 2 cas symeétriques : h>jouh<j
* h>j
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il y a au plus 2(p-q) carrés s, vérifiant
lh-jl<p-gq

1l y aau plus p - g carrés s, vérifiant h = j + g
puisque s, doit commencer avant m (h<m+p)

i1l y a au plus 3(p - g) carrés de période p dont on
doit vérifier la minimalité

il y a au plus O(lf,l) carrés a véritier pour le facteur
courant
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 Un argument similaire s’applique aux carrés
centrés a gauche de f,

* O(f. | +If]) tests pour les carrés franchissant la
frontiere entre f, ; et f,

* O(f]) pour les carrés a I'intérieur de f,
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Théoreme 2 : Tous les carrés internes minimaux
d’un mot de longueur n peuvent etre calculés en
temps O(n).
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Fonction de décalage simplifiee
de Boyer-Moore

Définition 4 : Pour un mot w de longueur 7 la
fonction de décalage simplifi€e de Boyer-Moore est
définie comme suit :

d(@)=min{klk=2letVji<j<n,k=jou
wljl = wlj-k] }

i d, (i)
- -
]

- i)
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Lemme | : Soit w = uv avec lul = vl. S’1l n’y a pas
de carré interne centré en i = lul, alors le carré
externe minimal droit a pour période d (i).
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Preuve :
2 cas

cd (i) <lul ;
. d (i) > lul.
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i d, (i)

d (i) < lul
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U

< >« >

LP ()=d (i) LP,G)=d()
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i d, (i)

u I -

d (i) > lul
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l

] o« W
<

< >

LP (i) =d, (i) LP (i) =d, (i)
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Remarque
S1d (i) >1 alors

d (i) = per(w)
et

per(w) > lwl/2.

Réunion ASIM - Montpellier 21/12/2003 - 83



Lemme 2 : Soit w = uv avec lul < lvl. S’1l n’y a pas
de carrés internes centré en 1 = lul, alors le carré
externe minimal gauche a pour période d r(lwl-i).
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Théoreme 3 : Toutes les périodes locales d’un mot
de longueur n peuvent €tre calculées en temps O(n).
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Conclusions

e Le calcul de toutes les périodes locales d’un mot
peut etre effectuer en temps lin€aire ;

e Cela inclut le calcul de la période globale
(Théoreme de factorisation critique) ;

e Cela permet de trouver toutes les factorisations
critiques d’un mot.
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Perspectives

e génération et caractérisation de tous les
ensembles de périodes locales ;

e extension aux périodes locales en utilisant une
distance (Hamming, édition, ...).
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