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Chapitre 1

Notions fondamentales

Une tourniquette

Pour fair’ la vinaigrette
Un bel aérateur

Pour bouffer les odeurs
Des draps qui chauffent
Un pistolet & gaufres
Un avion pour deux

Et nous serons heureux

B. Vian, La complainte du progrés

1 Notations et généralités

Les notions introduites dans ce chapitre ne sont que des rappels. On peut donc sans
dommage passer au chapitre suivant. Toutefois, avant ces diverses définitions, voici un
certain nombre de conventions typographiques que j’ai essayé de respecter dans ce rapport.

Un ensemble est désigné par une lettre majuscule, ainsi qu’'un monoide, dont la mul-
tiplication (interne) est notée par un point. Un semi-anneau est noté par une majuscule
ajourée (K), son addition et sa multiplication sont notées respectivement @ et ®, sauf si
I'instance de semi-anneau qu’on considére a des lois usuellement désignées par d’autres
symboles. Les éléments de ces structures sont notés par des minuscules.

L’action (& droite) d’un élément z d’un monoide sur un élément p d’un ensemble est
notée p - x. De méme, 1’action a gauche est notée z - p; le contexte permet de différencier
ces deux opérations.

Les fonctions sont désignées par des minuscules grecques.

Les automates et les graphes sont notés par des majuscules « calligraphiées ». La majus-
cule £ désigne un langage. Les expressions rationnelles sont désignées par des majuscules
« droites ».
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Si X est un ensemble, on note P(X) ensemble des parties de X :
PX)={Y |Y C X}.

Une relation a sur X xY est un sous-ensemble de X xY". On note za = {y | (z,y) € a}.
Une relation est une fonction si pour tout x dans X, il existe au plus un élément y
dans Y tel que (z,y) appartient & «; ’élément y est alors appelé image de z par « et
on note y = za'. Toute relation de X dans Y peut étre vue comme une fonction de X

dans P(Y).

On note YX I’ensemble des fonctions de X dans Y. Si X est un ensemble fini, une
telle fonction peut étre vue comme un vecteur. Le support d’une fonction o de YX,
noté Supp(a), est ’ensemble des éléments de X qui ont une image par «. Une application
est une fonction dont le support est X.

Dans certains cas, il est plus commode de travailler avec des applications. On adjoint
alors & Y un zéro (0y) et, & toute fonction @ de Y, on associe 'application o/ de (Y U
{0y })* qui est égale & a sur le support de a et dont I'image est Oy ailleurs. Dans ce
contexte, le support de o est I’ensemble des éléments de X dont 'image est différente
de Oy par .

2 Graphes orientés
Un automate est avant tout un graphe orienté. Nous allons donc présenter ces objets.

DEFINITION 1.1 Un graphe orienté est un ensemble de sommets (Q) reliés par un en-
semble de fléches ou arcs (orientés). Chaque arc est désigné par un couple formé de son
sommet de départ et de celui d’arrivée. Formellement un graphe orienté G est donc un
couple (Q,E) tel que E est un sous-ensemble de Q@ X Q. Le graphe G est fini si () est un
ensemble fini.

DEFINITION 1.2 Soit G = (Q,E ) un graphe orienté. Un sous-graphe de G est un graphe
G=(QE)telque Q CQet EECENQ x Q.

DEFINITION 1.3 Soit G = (Q,E ) un graphe orienté. Soit n un entier positif. Un chemin
de G de longueur n est un (n+1)-uplet de sommets (po,p1,--- ,pn) tel que, pour tout i
dans [1;n), (pi—1,pi) est un arc de G. Le sommet pg est le sommet de départ du chemin,
pn, est le sommet d’arrivée. Un chemin est un circuit (ou une boucle) s’il est de longueur
non nulle et que py = p,. C’est un circuit élémentaire si, pour tout i < j dans [0;n],
p; = p; entraine i =0 et j = n.

1. On note la fonction & droite de I’élément sur lequel elle s’applique (par exemple za est 'image de z
par la fonction a). Ceci permet (entre autre) de noter af la fonction qui consiste & appliquer d’abord «

puis 8.
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DEFINITION 1.4 Un graphe orienté est un graphe acyclique s’il ne contient aucune
boucle. Un graphe orienté est un graphe fortement connexe si, pour tout couple de
sommets (p,q), il existe un chemin de p & q. Une composante fortement connexe
d’un graphe orienté est un sous-graphe fortement connexe maximal. Une pelote est une
composante fortement connexe non triviale, c’est-a-dire contenant au moins un arc.

DEFINITION 1.5 Soit G = (Q,E) un graphe orienté. Soit E = {(p,q) | (¢,p) € E}. Le
graphe G est connexe si le graphe {Q,E U E) est fortement connexe. Une composante
connexe d’un graphe orienté est un sous-graphe connexe maximal.

EXEMPLE 1.1 Le graphe présenté figure 1 contient trois composantes fortement connexes :

({p}{(p,p)}), ({¢},0) et ({r},{(r,r)}); la premiére et la troisitme sont des pelotes.
D’autre part, le graphe, bien qu’il ne soit pas fortement connexe, est connexe.

Fic. 1 — Un graphe orienté a trois sommets

DEFINITION 1.6 Un graphe G = (Q,E ) est étiqueté par un ensemble X s’il existe une
application de E dans X. L’image d’un arc e par cette application est appelée étiquette
de E. On notera alors G = (Q,E"), avec E' = {(p,z,q) | © € X étiquette de (p,q) € E}.

DEFINITION 1.7 Soit G = (Q,E) et H = (R,F') deux graphes. Une application y de Q
dans R est un morphisme de graphes de G dans H si, quel que soit (p,q) dans E,
(pu,qu) appartient a F. Par extension, on dit que (pu,qu) est 'image de (p,q) par p. Si G
et H sont des graphes étiquetés, I’application i est un morphisme de G dans H si, quel
que soit (p,x,q) dans E, (pu,z,qu) appartient a F.

3 Structures algébriques

3.1 Monoides

DEFINITION 1.8 Un ensemble X, muni d’une loi associative et qui contient un élément
neutre noté 1x est un monoide.? On appelle généralement cette loi la multiplication du
monoide. Lorsqu’on veut préciser que X est muni de Ila loi « . », on désigne le monoide
par (X,.).

2. Une telle structure sans élément neutre est appelée semi-groupe.
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Evidemment, les axiomes de monoide sont beaucoup plus faibles que ceux de groupe.
Toutefois, ’associativité est une contrainte forte qui conduit les monoides & avoir des
structures trés particuliéres (voir [40, 52]).

Un monoide peut contenir un élément absorbant. On appelle alors celui-ci le zéro du
monoide.

Dans la plupart des cas, les ensembles classiques munis d’une loi vérifient les axiomes
de monoide. Ainsi, (N,4), (N,x), (Z,%), (Mp(R),*), etc. sont des monoides. Les groupes
sont eux aussi des monoides.

DEFINITION 1.9 Soit (M,.) un monoide. Pour tout couple (z,y) d’éléments de M, le quo-

tient & gauche de x par y noté y—!

x est 'ensemble {z € M | y.z = z}. Le quotient &
gauche d’un sous-ensemble de M par y est I'union des quotients des éléments du sous-

ensemble par y.

DEFINITION 1.10 Soit M un monoide et A un ensemble de générateurs de M. Le graphe
de Cayley (droit) de M par rapport a A est le graphe étiqueté ( M,E ), ou

E={(zay) e M X AXx M |y =z.a}.

EXEMPLE 1.2 Dans la suite, on utilisera beaucoup les monoides finis. Soit M; le monoide
donné par la table ci-dessous. On note 1 pour 1,4, et 0 pour Opy, .

o+ R 8 =
S R 8 |
O+ <+ 8 8|8
oS owvw ow |
O O + O o+ =+
O O O O oo

Quelques quotients & gauche de ce monoide:
y_lt = {:Eat}a 1_10M1 = {yat70M1}7 et x_lt =0.

Les éléments z et y engendrent le monoide M. Le graphe de Cayley de M7 par rapport a

mQ Z,Y
@— 8

Y

ces éléments est représenté figure 2.

FiGc. 2 — Graphe de Cayley de M.
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DEFINITION 1.11 Soit ~ une équivalence sur un monoide M. Cette équivalence est régu-
liére a droite (on dit aussi que c’est une congruence droite) si

Veyye Mz ~y=>Vz x.2 ~y.z.

De méme, c’est une congruence gauche, ou une relation d’équivalence réguliére & gauche
si

Ve,yeE M x~y=Vz z.x ~ 2.y.

Si une relation d’équivalence est réguliére & gauche et a droite, c’est une congruence. Les
classes de M modulo cette équivalence forment alors un monoide.

DEFINITION 1.12 Soit X un ensemble et M un monoide. Une application u de M dans XX
est une action 4 droite de M sur X si:

Vp € X,Vx,y € Ma P(lMM) =D,
(p(zp))(ypn) =p((z-y)p)-

On note alors p-z = p(zp). Symétriquement, une telle application est une action & gauche
de M sur X si:

Vpe XNVzye M,  p(lyp) =p,
(p(zp)) (yp) =p((y-z)p)-

On note alors = - p = p(zu).

Une famille de monoides tient une place particuliére parmi les monoides; ce sont les

monoides libres, et, en ce qui nous concerne, les monoides libres finiment engendrés.

DEFINITION 1.13 On désigne par alphabet un ensemble fini A non vide de symboles
appelées lettres. On peut former des mots par concaténation de ces lettres. L’opération
de concaténation, associative, fait de I'ensemble des mots sur A, noté A*, un monoide: le
monoide libre engendré par A. Le mot vide, élément neutre de ce monoide est noté 1 4.
On notera A™ I'ensemble des mots de A* différents du mot vide. Un sous-ensemble de A*
est appelé un langage. La longueur d’un mot est le nombre de lettres qu’il comporte;
on note la longueur d’un mot w par |u|, de méme, pour toute lettre a de A, on note le
nombre d’occurrences de a dans u, |u|,. On notera par ailleurs u; la i-éme lettre du mot u.

La métaphore linguistique qui guide cette définition ne doit pas induire en erreur. Il n’est a
priori nullement question de sémantique dans la définition des mots. Ainsi, sur l’alphabet
latin des majuscules (non accentuées) qui compte vingt-six éléments, JRASK DFW est un
mot, bien qu’on puisse douter qu’il ait un sens dans une des langues utilisant cet alphabet.

La taille des alphabets qu’on considére peut varier selon les emplois. Ainsi, tradition-
nellement, en informatique, 'alphabet a deux lettres, 0 et 1 (nous utiliserons plutét a et b
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pour ne pas confondre avec d’autres usages de 0 et 1). En bio-informatique, il compte
généralement 4 lettres (les bases du code génétique) ou 20 (les acides aminés). En linguis-
tique, il peut en compter des centaines (alphabets, sons, nature des mots, etc.).

On peut définir sur le monoide libre, & cause de 'unicité de la décomposition de chaque
élément, certaines notions qui n’auraient pas de sens dans d’autres structures.

DEFINITION 1.14 Soit u = ujus...u; un mot de A*. L’image miroir de u est le mot
UpUg_1 - - - w1. L’image miroir d’un langage est 'ensemble des images miroir de ses éléments.

Ordres et distances sur le monoide libre

DEFINITION 1.15 Soit u et v deux mots de A*.

— u est un préfixe de v s’il existe w dans A* tel que v = u.w.
— u est un suffixe de v s'il existe w dans A* tel que v = w.u.

— u est un facteur de v s’il existe w et t dans A* tels que v = w.u.t.

On peut, a partir de ces notions, définir des relations d’ordre partiel sur le monoide
libre. Ainsi, un mot u est plus petit qu'un mot v selon la relation « préfixe » si et seulement
si 4 est un préfixe de v, et on peut définir de la méme maniére des relations & ’aide du
suffixe ou du facteur. On préfére parfois utiliser des relations d’ordre total sur A*; nous
allons ici en définir deux.

DEFINITION 1.16 On suppose 'alphabet A totalement ordonné. L’ordre lexicographique
sur A* est défini comme suit :

— Le mot vide est inférieur &4 tout mot de A™.

— Quels que soient u = a.u' et v = b.v',

a < b,
U <jex V & 0OU
a=>betu <.

L’ordre radiciel (ou ordre militaire) est défini sur A* par:

Jul < o],

U <yad U & OU
lul = |v| et u <jex .

REMARQUE 1.1 Pour l'ordre radiciel, un mot n’a qu’un nombre fini de mots qui lui sont
inférieurs, ce qui n’est pas le cas pour 'ordre lexicographique.

Le monoide A* peut étre muni d’une distance;

DEFINITION 1.17 Soit u et v deux mots de A*. On note uAv le plus grand préfixe commun
auetw.

DEFINITION 1.18 La distance préfixe est définie sur A* par:

dpref(uav) = |u| + |’U| - 2|U A U|'
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F1G. 3 — Distance préfize.

EXEMPLE 2 La distance préfixe peut étre vue comme 'indique la figure 3.

3.2 Semi-anneaux

DEFINITION 1.19 Un semi-anneau est un ensemble K, muni de deux lois associatives et
d’un élément neutre pour chaque loi. La premiére loi (&) est commutative, la seconde (®)
est distributive sur la premiére. On les appellera respectivement addition et multiplication.
L’élément neutre de I'addition (Ok ) doit de plus étre absorbant pour la multiplication. Dans
le cas ou 'on souhaite préciser quelles sont les lois du semi-anneau, on note (K, & ,8). On
note K, I'ensemble des éléments de K différents de Ok.

EXEMPLE 3 Les nombres entiers positifs, ou naturels, (N,+,*) forment un semi-anneau :
les deux lois sont associatives, I’addition est commutative et la multiplication est distribu-
tive sur I’addition. Comme la multiplication est elle aussi commutative, on dit que N est
un semi-anneau commutatif. L’ensemble N n’est un groupe ni par rapport & son addition
ni par rapport a sa multiplication. N peut cependant étre plongé dans un anneau (les
entiers relatifs Z) et méme dans un corps (les rationnels Q). On verra toutefois qu’on ne
peut pas faire de méme avec n’importe quel semi-anneau.

En revanche, (N, max,+) n’est pas un semi-anneau, bien que les deux lois soient as-
sociatives et que la seconde soit distributive sur la premiere; 1’élément neutre de max, 0,
n’est pas absorbant pour +, puisque c’est aussi son élément neutre.

DEFINITION 1.20 Soit (M,.) un monoide. Un élément x de M tel que z.x = x est appelé
idempotent. Si chaque élément de M est idempotent, M est un monoide idempotent.
Un semi-anneau (K, & ,®) est idempotent si (K@) est un monoide idempotent.

REMARQUE 1.2 Un élément idempotent d’'un monoide M différent de 1,; n’est pas inver-
sible. En effet, soit 2 un élément idempotent et y inverse de x, alors z = z.z.y = 2.y = 1.
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Un monoide idempotent non trivial ne peut donc pas étre plongé dans un groupe. Les semi-
anneaux idempotents ne peuvent donc en particulier pas étre plongés dans des anneaux
et encore moins dans des corps.

EXEMPLE 4  Un autre exemple connu est le semi-anneau de Boole, c’est-a-dire I'en-
semble {0,1} muni des lois:

@0 1 ®[0 1
0 00 0
1 1 110 1

On peut voir ce semi-anneau comme l’ensemble {VRAI,FAUX} muni des lois « OU » et
« ET ». Pour définir un semi-anneau & deux éléments en respectant les axiomes, le seul
choix possible porte sur la valeur de 1 @ 1. Si on fixe 1 ©& 1 = 1, on obtient le semi-
anneau de Boole, sinon 1 @ 1 = 0 et le semi-anneau construit est en fait le corps Z/2Z.
Ce sont les représentants de deux types de semi-anneaux. D’une part, Z/2Z fait partie
des semi-anneaux qu’on peut plonger dans un corps (c’est un corps lui-méme), d’autre
part, le semi-anneau de Boole est un semi-anneau non-plongeable dans un corps (c’est
plus particuliérement un semi-anneau idempotent).

REMARQUE 1.3 Soit (M,.) un monoide. On définit la multiplication de deux sous-ensembles
XetYde Mpar XY ={zy|z € X etyecY}. Alors (P(M),U,.) est un semi-anneau
idempotent. Dans ce qui suit, il arrivera que l'identification soit faite entre un monoide et
le semi-anneau des parties qui lui correspond.

Nous aurons besoin de factoriser des éléments de semi-anneaux. Cette factorisation
n’est pas toujours unique, sauf dans un semi-anneau factoriel. Ce n’est pas exactement
de cette propriété dont nous aurons besoin.

DEFINITION 1.21 Soit K un semi-anneau. Un idéal (droit) de K est un sous-ensemble T
tel que TATZ CT et TQRK CZ. Un idéal est finiment engendré s’il existe un ensemble
fini X dans K tel que T = X ® K. Un idéal T est principal s’il existe un élément x de K
tel que Z = x ® K. On dira qu’un semi-anneau est un semi-anneau principal si, pour
tout idéal Z, il existe un unique idéal principal minimum qui contient T.

Soit K un semi-anneau principal, X un ensemble d’éléments de K et Z le plus petit
idéal principal qui contient X. Tout élément z qui engendre 'idéal Z est un pgcd de X.

REMARQUE 1.4 D’un point de vue effectif, la non unicité du pged peut poser un probléme.
Nous verrons le moment voulu comment le résoudre. On peut deés & présent remarquer qu’il
est possible de passer d’un pgcd & un autre par multiplication & droite, puisque chacun
appartient & I'idéal engendré par 'autre.

EXEMPLE 5  Le semi-anneau (R;y U {—o0o0}, max,+) est principal. En effet, pour tout
ensemble X, Padhérence (pour la topologie usuelle) de 'idéal engendré par X est I'idéal
principal engendré par inf{z € X | x # —o0o}.
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Le semi-anneau (RU{—o0}, max ,+) est lui aussi principal. Les deux seuls idéaux de ce
semi-anneau sont le semi-anneau lui-méme, engendré par n’importe quel élément différent
de —o0 et {—o0}.

En revanche, le semi-anneau (P(B*), U ,.), avec B = {a,b} n’est pas principal. Par
exemple, soit x = {a,b,a?,ab,ba,aba} et y = {a,b,ab,a®ba,b? aba,ab’}. Ces deux ensembles
admettent {1p-,a} et {a,b,ab} pour facteurs maximaux gauches communs:

z ={1p~,a}.{a,b,ba} z ={a,b,ab}.{1p~,a}
y ={1p~,a}.{a,b,ba,bb} y ={a,b,ab}.{1p~,a,b}

Aucun de ces facteurs ne divise 'autre, il n’y a donc pas unicité de ’idéal principal minimal
qui contient z et y.

DEFINITION 1.22 Soit (K,®,®) un semi-anneau. Pour tout x dans K, pour tout n dans N,
z™ est défini inductivement par z° = 1g et 2" = z ® 2" '. On pose la quantité suivante,
pour n dans N :

n
X, = EB z*
k=0

Si X,, admet une limite dans K lorsque n tend vers l'infini, cette limite est appelée étoile
de = et notée =*. Dans ce cas, on note

o o
x*:@wk, a:"':@wk.
k=0 k=1

REMARQUE 1.5 Puisqu’on parle de limite dans K, ce semi-anneau est implicitement muni
d’une topologie. Il peut, par défaut, étre muni de la topologie discrete, mais il est plus
naturel de munir certains semi-anneaux (R,Q, ... ) de leur topologie habituelle. Le choix
de celle-ci n’est pas sans conséquence sur la définition de I’étoile.

EXEMPLE 6 Dans Q, I’étoile de 1/2 est la limite, lorsque n tend vers l'infini, de la

w5 ) <)

Cette suite converge pour la topologie habituelle mais pas pour la topologie discréte.

somine :

REMARQUE 1.6 L’étoile d’un élément z d’un monoide M est toujours définie. En effet les
sous-ensembles X,, forment dans ce cas une suite croissante dont la limite est:

X={yeM|3Iny=2"}
Plus généralement, ’étoile de n’importe quel sous-ensemble de M est définie.

DEFINITION 1.23 Soit K un semi-anneau et P un sous-ensemble de K. Un élément x
de K est rationnel par rapport a P s’il peut étre obtenu & partir d’éléments de P et des
opérations d’addition, de multiplication et d’étoile.
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REMARQUE 1.7 L’ensemble des éléments de R rationnels par rapport & Z n’est pas Q!
Avec la topologie usuelle, le seul élément de Z auquel on peut appliquer 1'opération étoile
est 0, donc ’ensemble des éléments de R rationnels par rapport & Z est Z.

En revanche, munissons Z de la norme 2-adique : pour tout entier n qui s’écrit n = 25m,
avec pged(2,m) = 1, |n|a = 27%. Alors I’ensemble des éléments de @, (cloture 2-adique
de Q) rationnels par rapport & Z contient par exemple —1/3, car la suite Y p_o 4% =

% est une suite de Cauchy, donc converge dans Q» et 4* vérifie 1 + 4.4* = 4*,

donc 4* = —1/3.

Nous emploierons parfois le terme de semi-module. Il s’agit de la généralisation du
concept de module.

DEFINITION 1.24 Soit K un semi-anneau, V est un K-semi-module (a gauche) si V est
muni d’une loi & telle que (V,®) est un monoide d’élément neutre Oy et s’il existe une
action (a gauche) de (K.®) sur V' (notée par simple concaténation d’un élément de K avec
un élément de V') telle que:

Ve eV, Ogx =0y
Ve e RKVzy eV, (kok)r=kzok'z
k(zdy)=kz®ky.

Un semi-module est dit finiment engendré, ou de type fini, s’il existe un ensemble
fini {z1,z2,... ,xn} tel que, pour tout z, il existe (ki,ka,... ,kn) dans K" tel que

n
T = GB k.
r=1

Nous nous intéresserons aussi a des sous-ensembles particuliers de semi-modules: les
faisceaux finis de droites, que nous appellerons aussi K-cones finiment engendrés.

DEFINITION 1.25 Soit V' un semi-module et X un sous-ensemble de V. L’ensemble X est
un K-céne finiment engendré s’il existe un ensemble fini d’éléments de V', {z; | i € I}, tel
que:

X:UK%
i€l

—_ 0 —

3.3 Polynomes et séries formelles

Par souci de simplification, on définit ici uniquement les polynémes et séries formelles
sur A*. On trouvera une étude plus compléte des séries sur un monoide dans [55].

DEFINITION 1.26 Soit A un alphabet et (K,®,®) un semi-anneau. On appelle semi-anneau

\

des series (formelles) sur A* & coefficients (ou & multiplicité) dans K, qu’on note K{{A*)),



3 Structures algébriques 29

Pensemble des applications de A* dans K muni des opérations :

d’addition: a ® B : x — za @ x5,
et de multiplication: a ® 8 : x — GB ya ® zf.

Y.2=

Pour une série «, on utilise de préférence la notation suivante: pour tout mot u de A*,

(a,u) = ua. On note formellement la série comme une somme infinie:

a= GD (a,u)u.

ucEA*

Si on identifie un scalaire k£ de K & la série k1 4+, on définit du méme coup la multipli-
cation d’une série par un scalaire. Les séries sont donc un K-semi-module.

REMARQUE 1.8 Comme on se place dans le monoide libre, la somme effectuée dans la
définition de la multiplication est une somme finie. On peut définir les séries sur d’autres
monoides que le monoide libre. Toutefois, si celui-ci n’est pas gradué, c’est-a-dire s’il existe
des éléments admettant un nombre infini de factorisations, la multiplication peut ne pas
étre définie partout. Les séries ne forment alors pas un semi-anneau.

La multiplication des séries faisant intervenir la multiplication du monoide libre, elle n’est
pas commutative, méme si le semi-anneau l’est (sauf si alphabet n’a qu’une lettre).

DEFINITION 1.27 Le support d’une série s de K({A*)), noté Supp(s) est 'ensemble des
mots dont les coefficients sont non nuls:

Supp(s) = {u € A" | (s,u) # Ok}.

Une série dont le support est fini est un polynéme. L’ensemble des polynémes forme un
sous-semi-anneau de K({{(A*)) noté K(A*).

REMARQUE 1.9 L’ensemble des polynomes en variables commutatives est généralement
noté K[A], ou A est 'alphabet de variables. On préfere utiliser la notation K(M), ou M
est le monoide des variables. Dans le cas des variables commutatives, on noterait le semi-
anneau des polynomes K(A%) ot A® est le monoide commutatif libre engendré par A.
Cette notation inclut non seulement les variables, mais les relations éventuelles qui existent

entre elles.

DEFINITION 1.28 On appelle terme constant de la série s et on note c(s) le coefficient
du mot vide dans s : (s,14+). La partie propre d’une série s est la série s, définie par:

(spylax) =0k, Yu€ A", (sp,u) = (s,u).
On peut donc écrire s = c(s)1a+ @ s,

Comme dans tout semi-anneau, on peut vouloir calculer I’étoile d’une série. La définition
d’une telle quantité est fortement liée & la définition de I’étoile dans le semi-anneau K:
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PROPOSITION 1.1 [8] L’étoile d’une série s de K{(A*)) est définie si et seulement si I’étoile
du terme constant de s est définie dans K. On a alors I’égalité suivante:

s* = (c(s)" sp)" c(s)*.
REMARQUE 1.10 L’étoile d’une série propre est toujours définie, en effet :

(shu) = $ (s3,01) ® ... ® (sh,0n)

U=V1V2 - Un,
V1,02,... ,Un EA*

= @ (8p,01) ® ... ® (8p,Un)-

U=V1V2Up
V1,02, ,Un €EAT

Le membre droit de cette équation est une somme finie.

REMARQUE 1.11 Si l’étoile est toujours définie sur le semi-anneau K, elle est d’apres
la proposition, toujours définie sur K{(A*)). Ainsi, si K est le semi-anneau de Boole, on
retrouve le cas particulier de la remarque 1.3, puisque B((A*)) est isomorphe & P(A*).

DEFINITION 1.29 Le quotient 4 gauche d’une série s par un mot u de A* est la série

uls = @ (s,uv)v.

vEA*

Il n’est pas difficile de voir que le quotient ainsi défini est une action (& droite) des mots
sur les séries.

3.4 Ensembles et séries rationnels

DEFINITION 1.30 Soit M un monoide. L’ensemble Rat M des ensembles rationnels
de M est la cloture des ensembles finis de M par les opérations de produit, d’union et
d’étoile. Ce qui revient a dire que les ensembles rationnels de M sont les éléments de P (M)
rationnels par rapport aux ensembles finis. Si M est le monoide libre, on parle de langage
rationnel.

DEFINITION 1.31 Le semi-anneau des séries rationnelles KRat A* de K({A*)) est Ila
cléture du semi-anneau des polynémes par les opérations d’addition, de multiplication et
d’étoile, si cette derniére est définie.

Les ensembles rationnels d’un monoide M et les séries rationnelles forment des sous-
semi-anneaux de P(M) et des séries formelles respectivement.

EXEMPLE 1.3 Soit A = {a,b} un alphabet. Formons un langage rationnel dans le monoide
libre A*. Le langage ab (en fait le singleton {ab}) est un langage fini, le langage a + b aussi.
Le langage (a+b)* est I’étoile d’un langage fini, donc il est rationnel. En fait, il s’agit de A*
tout entier. Le langage £1 = (a + b)*ab(a + b)* est un produit de langages rationnels; il
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est donc aussi rationnel. Intuitivement ce langage contient tous les mots qui contiennent
le facteur ab. Pour former un mot qui appartient 4 ce langage, on peut en effet mettre ce
que l'on veut au début ou & la fin ((a + b)*) & condition d’insérer ab au milieu.

On peut analyser un peu plus finement ce que représente cette description. Plagons
nous dans le cadre des séries a multiplicité dans N. Le mot ab est alors vu comme un
polynéme formé d’un seul mondéme dont le coefficient est 1. La série x4+ = (a + b)* est
la série caractéristique de A*, c’est-a-dire que pour tout mot u de A*, (xa+,u) = 1. La
série s1 = (a + b)*ab(a + b)* est donc une série rationnelle. La multiplicité d’un mot u
dans s; est le nombre de facons dont u se factorise en v = v.ab.w, c’est donc le nombre de
facteurs ab qui apparaissent dans u.

3.5 Ensembles reconnaissables

DEFINITION 1.32 Soit M un monoide. Un sous-ensemble £ de M est un ensemble re-
connaissable (par morphisme) s’il existe un monoide fini N, un morphisme ¢ de M
dans N tel que £ = (Lp)p~! (en d’autres termes, le sous-ensemble L est I'image inverse
par ¢ d’une partie de N ). Un langage L de A* est un langage reconnaissable si c’est
un sous-ensemble reconnaissable de A*.

EXEMPLE 7.1 Soit A = {a,b} et N3 = (Z/3Z,+). Soit ¢ : A* — N3 le morphisme défini
par ap = 1 et bp = —1. L’image d’un mot de A* dans N3 par ¢ est donc la différence

1 est un

modulo 3 entre le nombre de a et le nombre de b. Le langage L3 = {—1,1}p~
langage reconnaissable; c’est ’ensemble des mots de A* dont le nombre de a est différent

du nombre de b modulo 3.

EXEMPLE 1.4 Soit ¢ le morphisme de A* dans le monoide M; (présenté page 22) défini
par ap = z et bp = y. Un examen attentif (d’autres techniques nous permettront de le
vérifier) nous permet de voir que:

lMlcp_1 = 14+, t<p_1 = b+a+,
zp t=aT, O, 0 ' = A*abA* = L.
yo ! = b7,

Le langage L1, image inverse de 0,7, par ¢ est donc un langage reconnaissable de A*.

4 Automates

4.1 Automates sur un semi-anneau

DEFINITION 1.33 Un automate A sur un semi-anneau K est défini comme un quintu-
plet (Q,K,E,I,T ), o1 Q est un ensemble fini d’états, E une matrice de K®*?, I et T deux
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vecteurs (respectivement ligne et colonne) de K®. E est la matrice de transition de A, T
et T sont respectivement les vecteurs initial et final de A.

Les éléments des supports de E, I et T sont respectivements appelés transitions, états
initiaux et états finals (ou terminaux).

DEFINITION 1.34 Le graphe sous-jacent 4 un automate A = (Q,KE,[,T) est le
graphe orienté G4 = (Q,Supp(E) ).

DEFINITION 1.35 Soit A = (Q,K,E,I,T ). Un chemin de A de longueur k est une suite
d’états (po,p1, - - - ,pk) telle que, pour tout i dans [1; k], (p;—1,p;) est une transition. L’étiquette
d’un chemin C est I'élément E¢ = Ep, ,, ®Ep, 1, ®...®FE,, . .. Ce chemin est réussi si py
est un état initial et p, est un état final. Le calcul correspondant a un chemin réussi C
est I, ® Ec ® Ty, . L’élément de K reconnu par 'automate est la somme des calculs des
chemins réussis de 'automate, si elle est définie. Deux automates sont équivalents s’ils
reconnaissent le méme élément de K

DEFINITION 1.36 Un automate A = (Q,K E,I,T ) est normalisé s’il ne comporte qu’un
état initial i et un état final t avec I; = Ty = 1k, que ces états sont distincts, et que, pour
tout p dans Q, Ep; = Eip = Ok.

PRrOPOSITION 1.2 Tout automate est équivalent 4 un automate normalisé.

Démonstration. Soit A= (Q,K,E,I, T ) un automate. Soit i et ¢ deux états qui n’appar-
tiennent pas & Q. On pose Q' = Q U {i,t} et on définit E' dans K¢ 9" par:

E,; sipge@
E;;q: I, S%p:ietqu
’ T, sig=tetpeQ
Ok sip=t,qg=iou (pgq) = (i)

L’automate A’ = {Q',K,E',i,t}® est normalisé. Il y a une bijection entre les chemins réussis
de A et ceux de A’:

(pOa .- apk) = (iap(]apla .. apkat)

De plus, le calcul correspondant & un chemin réussi de A et celui correspondant & son
image dans A’ sont égaux. La somme des calculs des deux automates est donc la méme;
ils sont équivalents. O

Examinons le rapport entre les produits matriciels qu’on peut effectuer sur E, I ou T
et les étiquettes des chemins.

Le produit IQT = @, ., Iy ®T) est la somme des calculs de longueur 0 de 'automate.

PER

3. Pour alléger ’écriture, on note 7 (resp. t) le vecteur caractéristique de 4 (resp. de t).
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La matrice E représente les étiquettes des transitions, c’est-a-dire des chemins de
longueur 1; le produit I @ E® T = P
de longueur 1 de 'automate.

p.qcq Ip ® Epq @ Ty est donc la somme des calculs

On peut généraliser cette constatation :

ProprosITION 1.3 Soit A = (Q,K,E,I, T ) un automate. La somme des calculs de lon-
gueur k de 'automate est I ® E* ® T. L’élément reconnu par 'automate, s’il est défini,
est  QE*QT.

Démonstration. On montre par récurrence sur la longueur des chemins que (E*), , est
la somme des étiquettes des chemins de longueur k entre p et g. C’est trivialement vrai
pour k = 0. Si le résultat est vrai pour k, tout chemin de p a ¢ de longueur k + 1 se
décompose en un chemin de p & r, pour un certain état r, et une transition de r & ¢q. La
somme des étiquettes des chemins de longueur k£ + 1 entre p et ¢ est donc

®(Ek)p,r ® Erg = (Ek+1)p,qa
reQ

ce qui montre le résultat. La somme des calculs de longueur k£ entre p et g est donc I, ®
EI’f’q ® Ty et la somme des calculs de longueur k£ de 'automate est

@ I, ® (Ek)p,q®Tq =I®QE QT.
P,9€Q

La somme des calculs de I’automate est

PIeERT=I (@E’“) QT=IE*®T

keN keN

PROPOSITION 1.4 Les coefficients de I’étoile d’une matrice sont rationnels par rapport
aux coefficients de la matrice.

4.2 Automates sur un monoide

La définition d’un automate sur un monoide découle de I'identification du monoide M
avec les singletons du semi-anneau P(M). On va donner explicitement les définitions que
I’on obtient.

DEFINITION 1.37 Un automate A sur un monoide M est défini comme un quintuplet
(Q,M,E,I,T), oi1 Q est un ensemble fini d’états, o1 E est une matrice de (Rat M)@*?
et I et T des vecteurs de (Rat M)¥.
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Les chemins, étiquettes des chemins et calculs d’un automate sont définis de la méme
fagon que dans le cas des semi-anneaux.

DEFINITION 1.38 Soit A un automate sur M. Un élément de M est accepté par A s’il
appartient & un calcul de A. L’élément de P(M) reconnu par A est 'ensemble reconnu
par ’automate. L’addition du semi-anneau P(M) étant I’'union, ’ensemble reconnu par
lPautomate A est I'ensemble des mots acceptés par A.

La proposition 1.4 a pour corollaire immédiat que I’ensemble reconnu par un automate
est rationnel. Réciproquement, & partir d’'une expression rationnelle, il existe plusieurs
méthodes classiques pour construire un automate qui dénote le méme ensemble. Nous
n’y revenons pas ici, mais nous aurons ’occasion d’en décrire plusieurs dans les chapitres
suivants.

THEOREME 1.1 Un ensemble est rationnel si et seulement s’il peut étre reconnu par un
automate fini.

REMARQUE 1.12 1l convient de souligner la différence entre un ensemble reconnaissable
(reconnu par un morphisme) et un ensemble rationnel (reconnu par un automate). Un
ensemble rationnel peut ne pas étre reconnaissable. Par exemple, dans le monoide (N2, +),
lensemble {(z,y) | z < y} peut étre reconnu par un automate et n’est pourtant pas recon-
naissable. Nous verrons cependant que dans le monoide libre ces deux notions coincident.

DEFINITION 1.39 Soit A = (Q,M,E,I,T) un automate. Pour tout état p de Q, le passé
de p dans A, noté Past 4(p), est ensemble reconnu par 'automate ( Q,M,E,I.p). De méme,
le futur de p dans A, noté Fut 4(p), est Pensemble reconnu par automate ( Q,M,E.p,T') et,
pour tout couple d’états (p,q), 'ensemble de transition Trans 4(p,q) est I’ensemble reconnu
par Pautomate (Q,M,E.p,q).

Le passé (resp. le futur) est donc 'ensemble des éléments qui étiquettent des débuts
de calculs menant en p (resp. des fins de calculs venant de p). Le produit d’un élément
du passé par un élément du futur étiquette donc un calcul de 'automate passant par p.
Donc Past 4(p).Fut 4(p) est inclus dans 1’ensemble reconnu par .A.

De méme, Past 4(p).Trans4(p,q)-Fut(q) est inclus dans cet ensemble.

DEFINITION 1.40 Soit A = (Q,M,E,I,T) et B = (R,M,F,J,U) deux automates. Une
application y de () dans R est un morphisme d’automates de A dans B, si
— pour tout élément p de @), I, est inclus dans Jy,, et T, est inclus dans Uy,

— pour tout couple (p,q) de Q x Q, Ep 4 est inclus dans Fp, q,,.

PROPOSITION 1.5 Soit A et B deux automates sur un monoide M. S’il existe un mor-
phisme de A dans B, ’ensemble reconnu par A est inclus dans celui reconnu par B.

DEFINITION 1.41 Un automate A = (Q,M,E,I,T ) est non-ambigu si, pour tout élément x
de M, il existe au plus un seul chemin réussi de A, (po,p1,--- ,pk), au calcul duquel ap-
partient x, et, le cas échéant, une seule factorisation de x = zy.x1.T2...Tg.Tp+1 telle
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que:

Vi€ [ k], zi € By, pi,
o €Iy, et Tpy1 € Tp,.

Cette derniére notion est globale, ce qui permet de la définir dans n’importe quel
monoide, ce qui n’est pas le cas du déterminisme qui n’a un sens que dans le monoide
libre.

4.3 Automates sur un alphabet

Lorsqu’on travaille dans le monoide libre (A*), on préfere manipuler des automates
dans lesquels chaque transition correspond & une seule lettre. Ces automates particuliers,
« temps-réel » (puisqu’d chaque opération représentée par une lettre, on effectue une
transition), sont les automates classiques. Ils permettent d’établir le lien entre les langages
rationnels et reconnaissables.

DEFINITION 1.42 Un automate A est un quintuplet ( Q,A,E,I,T), o1 Q est un ensemble
fini d’états, A un alphabet fini, E un sous-ensemble de () X A x ) appelé ensemble des
transitions et I (resp. T) un sous-ensemble de () regroupant les états initiaux(resp.
terminaux).

L’étiquette d’une transition (p,a,q) de E est a; pour tout e dans E, |e| représente I'étiquette
de e.

ExXeEMPLE 1.5 Soit A1 = (Q,A,E,I,T) automate défini par:

Q ={p.q,r},

A ={a,b},

E ={(p,a,p),(p,b.p),(p,a,9),(q,b,7) ,(r,a,r),(r,b,r) },
I ={p},

T ={r}.

La représentation graphique de cet automate est donnée figure 4. Les états initiaux sont
indiqués par une fleche entrante et les états terminaux par une fleche sortante. Le graphe
sous-jacent de cet automate est celui de la figure 1.

a,b G,,b
IO B O

Fi1G. 4 — Un automate a trois états
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DEFINITION 1.43 Soit A = (Q,A,E, I, T ). Un chemin de A est une suite de transitions
dont les images dans le graphe sous-jacent forment un chemin. L’étiquette d’un chemin
est le mot formé par la concaténation des étiquettes des transitions qui le constituent. Un
chemin réussi (aussi appelé calcul) de A est un chemin dont Pétat de départ appartient
a I et celui d’arrivée a T

DEFINITION 1.44 Un mot de A* est accepté par un automate A s’il existe un calcul de A
dont ce mot est ’étiquette. Le langage reconnu par un automate est ’ensemble des mots
qu'’il accepte. Deux automates sont équivalents s’ils reconnaissent le méme langage.

THEOREME 1.2 Un langage est rationnel si et seulement s’il existe un automate qui re-
connait ce langage.

On verra en effet dans le chapitre 6 qu’a partir d’une expression rationnelle, on peut
construire un automate qui reconnait le langage représenté par 1’expression.

EXEMPLE 1.6 On voit facilement que 'automate de la figure 4 accepte tous les mots
de {a,b}* qui contiennent un facteur ab et que ce sont les seuls mots acceptés. Le langage
reconnu par cet automate est donc £1 = {a,b}*ab{a,b}*.

Pour des raisons de facilité, ou pour obtenir une description plus compacte, on peut
parfois recourir & l'utilisation dans les automates de transitions qui ne sont pas étiquetées
par des lettres mais par le mot vide. Ces transitions que nous appelons transitions spon-
tanées, parce qu’elles correspondent au passage d’un état dans un autre sans qu’aucune
opération ne soit effectuée, sont parfois appelées e-transitions. Nous renongons & cette
appellation qui fait référence au symbole ¢ qui dénote alors le mot vide et auquel nous
préférons 1 4+.

DEFINITION 1.45 Un état ¢ d’un automate est un état accessible s’il existe un chemin
d’un état initial vers q; il est co-accessible s’il existe un chemin de q vers un état terminal.
Un automate est émondé si tous ses états sont accessibles et co-accessibles.

ProroOSITION 1.6 Tout automate est équivalent 4 un automate émondé.

En effet, si un état d’un automate n’est pas a la fois accessible et co-accessible, on peut le
supprimer sans changer le langage reconnu par I’automate.

DEFINITION 1.46 Un automate sur un alphabet A est déterministe s’il n’a qu’un état
initial et si, de chaque état, part au plus une transition étiquetée par chaque lettre. De
méme, il est co-déterministe s’il n’a qu’un état final et si, dans chaque état, arrive au
plus une transition étiquetée par chaque lettre.

DEFINITION 1.47 Un automate sur un alphabet A est complet si de chaque état part au
moins une transition étiquetée par chaque lettre.
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On considére généralement cette notion dans le cadre des automates déterministes. De
chaque état part alors une et une seule transition étiquetée par chaque lettre. On peut
toujours rendre un automate complet en ajoutant un état non co-accessible dans lequel
arrive les transitions qu’on rajoute pour obtenir un automate complet.

DEFINITION 1.48 Pour tout état p de @, pour toute lettre a de A, on note

p-a={q€ Q| (payq) € E}

Pensemble des successeurs de p par a.
Si X est un sous-ensemble de (),

X -a= Up-a.
peX

Les successeurs d’un état p ou d’un ensemble X par un mot u = u'a sont définis récursi-
vement par:

pu=(p-u)a, X-u=(X-u)-a.

Le monoide libre A* agit ainsi a droite sur Iensemble P(Q). Si A est un automate
déterministe, A* agit a droite sur Q).

On peut symétriquement définir I’ensemble des prédécesseurs de p par a et étendre
cette notion aux prédécesseurs d’un sous-ensemble X de @) par un mot u. On définit
ainsi une action a gauche de A* sur P(Q) qui, si Pautomate est co-déterministe, est plus
particuliérement une action & gauche de A* sur Q).

On P’a vu, les transitions peuvent étre considérées comme une matrice de P(A)?*%. Dans
les automates sur A, I’accent est mis sur les générateurs. Au lieu d’utiliser la matrice de
transition E, on préfere considérer la fonction p : A — BY*? telle que:

E=Y" (awa

a€A*

DEFINITION 1.49 La représentation linéaire d’un automate A = (Q,A,E, I, T) est un
triplet (\,p1,v), ot A et v sont respectivement des vecteurs ligne et colonne de B?, et y un
morphisme de A* dans B?*? tels que:

Vpe@Q, \py=1lgpel, yy=1g&pel,
Vpaqua VaEA, (aﬂ)p,qle@(paaaQ) € E.

PROPOSITION 1.7 Soit A un automate et (A,u,v) sa représentation linéaire. Le monoide
(fini) engendré par Au est appelé monoide de transition de A. Il reconnait le langage
reconnu par A.
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En effet, les mots u acceptés par A sont exactement ceux pour lesquels il existe un
couple (i,t) € I x T tel que (up);+ # Op.

THEOREME 1.3 (Kleene) Soit A un alphabet fini. Un langage de A* est rationnel si et
seulement s’il est reconnaissable.

La proposition 1.7 montre qu’un langage rationnel est reconnaissable. Réciproquement,
soit £ un langage reconnu par le morphisme py de A* sur un monoide fini M. A partir
du graphe de Cayley de M, on peut facilement construire un automate déterministe
qui accepte L:

A= (MA{(z,a,y) | y=z.(ap) },10r,L1 ).
COROLLAIRE 1.8 Tout automate est équivalent 4 un automate déterministe.

11 suffit en effet de considérer le graphe de Cayley du monoide de transition de 'automate
de départ A. Le monoide de transition M4 est, rappelons-le, un ensemble de relations
de @ dans @), ou @ est ’ensemble des états de A. En fait, on peut obtenir & partir de A
un automate plus petit que ce graphe de Cayley. La seule chose qui importe pour savoir si
un élément o de M 4 est final, est le fait que I« contienne ou non un état final de A. On
peut donc définir la relation d’équivalence sur M 4: a ~ 8 & Ia = I5. Attention, cette
relation n’est qu’une congruence droite*, ce qui permet de quotienter le graphe de Cayley
(& droite) du monoide. Le calcul de l’automate qui en résulte ne nécessite pas le calcul
du monoide de transition. C’est ce qu’on appelle la construction des sous-ensembles®. On
appelle 'automate obtenu le déterminisé de A. .

DEFINITION 1.50 Soit A = (Q,A,E, I, T) un automate. On définit 'automate détermi-
nisé de A, D = (R,A,F,J,U ) par:

R={I u|ue A"},

J=A{1},

U={X€e€R|XNT # 0},

F={(XaY)eRxAXR|Y =X-al.

De fagon duale, on définit Pautomate co-déterminisé de A, C = (S,A,G,H,V ) par:

S={u-T|ue A},
H={XeS|XnI# b},

v = {1},
G={(X,aY)ERxXAXR|X=a-Y}

Le déterminisme d’un automate lui confere quelques propriétés :

PrOPOSITION 1.9 Soit A un automate déterministe qui reconnait un langage L. Alors,
pour tout état p,

4. Ce n’est pas forcément la plus grossiére qui sature I'image de £ dans M 4.
5. « subset construction » en anglais, voir [23]
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i) pour tout état g distinct de p, Past4(p) N Past4(q) = 0.
ii) pour tout mot u de Past4(p), on a Fut4(p) = u~'L.

Démonstration.  Soit i 1’état initial de A. Le premier point est trivial, & cause du
déterminisme, un mot donné ne peut mener au plus qu’en un seul état & partir de 7 et ne
peut donc appartenir qu’au passé de cet état. Quant au second point, tout mot du langage
qui accepte u comme préfixe se décompose en u.v, avec v qui appartient a Futg(i - u).
Réciproquement, pour tout mot v de Futg(i - u), le mot u.v est dans le langage. O

Voyons la relation entre les futurs des états d’un automate et ceux de son déterminisé.

LEMME 1.10 Soit A un automate et D son déterminisé. Alors, pour tout état X de D, on
a:

Futp(X) = U Fut4(p).
peEX

Démonstration. La preuve est par récurrence sur la longueur des mots. Par définition du
déterminisé, le mot vide appartient au futur de X (en d’autres termes, X est final) si et
seulement si il appartient au futur d’un des états de A qui sont dans X. Soit 4 un mot de
longueur non nulle; u s’écrit u = a.u’. On obtient :

u € Futp(X) <= ' € Futp(X - a)

— v € U Fut4(q)
geX-a

—u' e U U Fut(q)

peEX q€P-a
< u=au € U Futa(p).
peX

O

On voit que les quotients du langage jouent un réle particulier. Dans un automate
déterministe quelconque, il se peut que deux états aient le méme futur et correspondent
donc au méme quotient. On peut définir un automate déterministe canonique dans lequel
chaque quotient correspond a un seul état :

DEFINITION 1.51 L’automate minimal d’un langage L sur A* est 'automate déterministe
Ar = (Q,AE {i},T), défini par:

Q={u"'L|uec A}~ {0}
i =L

T={peQ]|1la €p}

E ={(p,a,q) | a”'p = ¢}
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REMARQUE 1.13 L’automate ainsi défini est émondé. On peut définir I'automate minimal
comme ’automate des quotients gauches de L, éventuellement ensemble vide compris, ce
qui donne un automate qui, le cas échéant, a un état de plus qui n’est pas co-accessible, mais
I'automate est alors complet. Cependant, dans la suite, nous utiliserons essentiellement
I’automate minimal émondé.

Par construction, le futur d’un état étiqueté par un quotient ! £ est égal & ce quotient.

Il est facile de montrer que tout automate déterministe A émondé qui accepte un
langage L s’envoie par quotient surjectif sur 'automate minimal de £. 11 suffit d’associer
a un état p I'état de I'automate minimal qui correspond & Fut4(p) (qui est un quotient

de £).

On peut construire 'automate minimal par raffinement successif de partitions d’états
sur lesquelles on examine l'action des lettres. Nous ne reviendrons pas ici sur cet algorithme
di & Moore et dont une version donnée par Hopcroft est en O(nlogn). On pourra aussi
consulter [50] pour une analyse en moyenne de cet algorithme sur certaines classes de
langages.

N

On s’intéresse ici & une autre méthode, algorithmiquement moins performante mais
qui nous donnent certaines informations sur des classes d’automates que nous étudierons
plus tard. Elle est due & Brzozowski.

PROPOSITION 1.11 Le déterminisé d’un automate co-déterministe est un automate mini-

mal.

Démonstration. Siun automate A est co-déterministe, les futurs de ses états sont disjoints
deux & deux. Le futur d’un état du déterminisé D, est, par construction, I'union des
futurs des états de A auquel il correspond. Les futurs des états de D sont donc distincts.
L’automate D est par conséquence minimal. O

COROLLAIRE 1.12 Si un automate est a la fois déterministe et co-déterministe, il est

minimal.

La portée de ce corollaire est relativement faible, puisque nous verrons que de tels auto-
mates ne peuvent reconnaitre qu’une classe restreinte de langages; ce résultat nous sera
toutefois utile lorsque nous étudierons les langages & groupe ou réversibles.

Examinons maintenant le monoide de transition de I’automate minimal d’un langage.
Comme ’automate minimal est un quotient de tout automate déterministe qui reconnait
le langage, son monoide de transition est un quotient du monoide de transition de chacun
de ces automates déterministes.

D’autre part, on a vu qu’on peut construire un automate déterministe qui reconnait
le langage & partir de n’importe quel monoide qui reconnait le langage. Il s’agit du graphe
de Cayley, dont le monoide de transition est le monoide lui-méme (puisque ’action des
générateurs a droite sur les états est la multiplication du monoide).
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On obtient donc la proposition suivante:

PROPOSITION 1.13 Le monoide de transition de 'automate minimal d’un langage sur A*,
appelé monoide syntaxique du langage est un quotient de n’importe quel monoide qui
reconnait le langage. Il existe un morphisme canonique de A* dans ce monoide; nous
Pappellerons le morphisme syntaxique.

Nous avons vu que dans le monoide libre existe la notion d’image miroir d’un mot. On
peut appliquer aux automates une transformation en correspondance avec cette opération.

DEFINITION 1.52 Soit A un automate dont la représentation linéaire est (A\,u,v). L’au-
tomate transposé de A est Pautomate A' défini par la représentation linéaire (v*,ut,\?)
o1 \t et v! sont les vecteurs transposés respectifs de X et v et oti u' est un morphisme qui,
a tout mot u de A* associe la matrice transposée de .

L’automate transposé de A reconnait 'image miroir de £ (puisque A@uu®v = v' @uu' ®
vh).

Pour conclure, on va rappeler une construction classique sur les automates. Etant
donné deux automates A et B, calculer un automate qui reconnait I'union des langages
reconnus par A et B est trés simple, il suffit de considérer I'union des deux automates.
Calculer I'automate qui reconnait I'intersection des langages est un peu plus compliqué.
Cette opération s’appelle le produit. Il faut souligner ici que le langage que reconnait le
produit de deux automates n’est pas le produit des langages mais leur intersection.

DEFINITION 1.53 Soit A = (Q,A,E,I.T) et B = (R,A,F,J,U ) deux automates. Le pro-
duit de A et de B est 'automate C = (Q x R,A,G,I x JT x U), avec

K = {((p,9),a,(p",4")) | (p,a,q) € E,(p'a,q') € F}.

En pratique, on ne construit que la partie accessible du produit. Il peut parfois étre
intéressant de calculer le produit d’un automate par lui-méme (qu’on appelle son carré).
En effet, chaque chemin du carré correspond a deux chemins de 'automate; ceci permet
d’effectuer certaines comparaisons.

4.4 Automates a multiplicité

On peut définir les automates sur A & multiplicité dans un semi-anneau K, comme des
automates sur le semi-anneau K({{A*)). Toutefois, 14 encore, on s’intéressera aux automates
« temps-réel », c’est-a-dire les automates dont les transitions sont étiquetées par des lettres
pondérées, donc par des sommes de monomes de degré 1:

DEFINITION 1.54 Un automate & multiplicité dans un semi-anneau K sur un alpha-
bet A est un sextuplet A = (Q,AKE,I,T), ou QQ est un ensemble fini d’états, E un
sous-ensemble fini de Q x A x K, x () qui sont les transitions de A, et I et T' deux vecteurs
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de K9,
On suppose qu’entre deux états p et q, il n’y a au plus qu’une transition par lettre de A. Au
besoin, on remplace deux transitions (p,a.k,q) et (p,a,k',q) par la transition (p,a.k @ k',q).

On peut remarquer que les transitions sont étiquetées par des éléments de K, . En effet,
ajouter une transition étiquetée par Ox ne change pas la série reconnue (ou réalisée).

DEFINITION 1.55 L’automate sous-jacent d’un automate A = (Q,A K E,[,T) & mul-
tiplicité est un automate B = ( Q,A,F,J,U ) (sans multiplicité) tel que

F ={(p,a,q) | 3k € K,,(p,a.k,q) € E},
J={p| I, # 0k},
U={p|Tp # Ok}

On dira qu’un automate a multiplicité est déterministe, co-déterministe ou complet si son
automate sous-jacent l’est.

On peut définir une représentation linéaire pour les automates avec multiplicité de la
méme manieére que pour les automates « classiques ».

DEFINITION 1.56 La représentation linéaire d’un automate A = (Q,AK,E, I, T ) est
un triplet (\,u,), oit A et v sont respectivement des vecteurs ligne et colonne de K%, et p
un morphisme de A* dans K®*9 tels que:

VpeQ, \p=1,, vp,="71T,,
Vpaq € Qa Va € Aa (aﬂ)p,q =k& (p,a,k,Q) € E.

Si (p,a,q) n’est pas une transition de 'automate sous-jacent de A, (apt)p,q = Ok.

REMARQUE 1.14 Si « est réalisé par un automate dont la représentation linéaire est (A, u,v),

1

pour tout mot u de A*, la série u~ "« est réalisée par un automate dont la représentation

linéaire est (A ® up,u,v).

Le probleme de la déterminisation des automates a multiplicité est de loin beaucoup
plus délicat que dans le cas des automates sans multiplicité. On a en effet, un lien similaire
entre les futurs des états d’'un automate déterministe et les quotients de la série.

PROPOSITION 1.14 Soit A un automate déterministe 4 multiplicité dans K qui réalise une
série s. Alors, pour tout état p de A, pour tout mot u de Past4(p),

(Past 4(p),u) ® Fut4(p) = u™'s.

Démonstration. Comme A est déterministe, pour tout mot dont u est un préfixe, et qu’on
peut écrire u.v,

(s,u.v) = (Past4(p),u) ® (Fut4(p),v).



4 Automates 43

On obtient donc directement le résultat. O

On le voit, chaque quotient d’une série réalisée par un automate déterministe est multiple
(dans K) d’une série prise dans un ensemble fini. Toute série rationnelle ne respecte pas
cette propriété. Par exemple, la série a* + (2a)* sur N a pour quotients {a* +2"(2a)* | n €
N}. On peut vérifier qu’il n’y a pas d’ensemble fini de séries tel que chacun de ces quotients
est un multiple d’un élément de cet ensemble. Les séries réalisables par un automate fini

sont donc un sous-ensemble strict des séries rationnelles.

DEFINITION 1.57 Soit s un série de KRat A*. On dit que s est une série séquentielle®
si s peut étre réalisée par un automate déterministe.

On I'a vu, les quotients d’une série séquentielle appartiennent a un céne finiment engendré
et ce n’est en général pas le cas des séries rationnelles. Toutefois, les quotients des séries
rationnelles respectent la propriété suivante qui est caractéristique:

THEOREME 1.4 Une série formelle sur A* a coefficients dans K est rationnelle si et seule-
ment si elle appartient 4 un K-semi-module de type fini clos par quotient (par rapport aux
mots de A*).

Démonstration. Soit s une série formelle et ¢ = (g1,92,... ,gn) un systéme générateur
d’un semi-module clos par quotient contenant s. On considére g comme un vecteur co-
lonne. Comme il s’agit d’un systéme générateur, il existe un vecteur ligne A de K" et une
application u de A* dans K"*" tels que:

s=AQg
Vu€e A*ulg=(up) ®@g

Comme le quotient est une action a droite des mots sur les séries, y est un morphisme.
On pose v = (v, ... ,V,), vecteur colonne tel que, pour tout 7 de [1;n], g; = (s1,14+). Le
triplet (A,u,v) est la représentation linéaire d’un automate. Pour tout mot u,

(s,u) =(A ® g,u)
=AQ® (g,u
=A® (u"lg,14+)
=AQ (up) @ v

L’automate ainsi construit reconnait s qui est donc rationnelle.

Considérons & présent une série rationnelle s réalisée par un automate A = ( Q,A, K E,I.T)
a n états. Pour tout mot u de A*,quel que soit le mot w acceptant u comme préfixe
(w = u.v), on a:

(u's,0) = (s,w) = €D (Past.a(p),u) ® (Fut.a(p),v).
q€eQ

6. On appelle série séquentielle ce qui était traditionnellement appelé série sous-séquentielle.
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Donc, on a la relation

uls = @ (Past 4(p),u) ® Futa(p).
9€Q

Les futurs des états de 'automate engendrent donc un K-semi-module de type fini clos
par quotient et qui contient s. O

On peut revenir aux séries séquentielles et en donner une caractérisation :

THEOREME 1.5 Une série formelle sur A* a coefficients dans K est rationnelle si et seule-
ment si ses quotients appartiennent a un K-céne finiment engendré.

Démonstration. Le fait qu'une série séquentielle respecte cette propriété est un corollaire
immédiat de la proposition 1.14.

Si les quotients d’une série formelle appartiennent & un coéne finiment engendré par une
famille (g1,92,- .. ,9n), ils appartiennent au sous-module engendré par les mémes généra-
teurs, qui est stable pour l'opération quotient, et la série est donc rationnelle. Dire que les
quotients appartiennent & un cone signifie que pour toute lettre a, pour tout 7 de [1;n],
il existe j dans [1;n] et k; ; dans K tel que a 'g; = k;;g;- On peut donc trouver un
morphisme p de A* dans K"*" tel que, pour toute lettre a de A, chaque ligne de apu
n’a qu'un coefficient non nul. Comme, de méme, la série s est proportionnelle & 'un
des g;, 'automate correspondant & la représentation linéaire (\,u,v) ainsi construite est
déterministe. 0

De méme qu’on a défini ’action des lettres sur les états d’un automate, dans le cas
d’un automate avec multiplicité, on peut définir la fonction de production d’un mot
sur un état :

DEFINITION 1.58 Soit A = (Q,AKE,[,T) un automate a multiplicité et (\,u,v) sa
représentation linéaire. Pour tout état p de Q, on pose x(”) le vecteur de K@ caractéristique

dep (X](,p) = 1k et pour tout q # p, Xf(lp)
de u a partir d’un état p par:

= Ok ). Pour tout mot u, on définit la production

pxu=xP.(up).

Si X est un sous-ensemble de (),

X*az@p*a.

peX

Parmi les automates & multiplicité, citons deux familles particuliéres. Premierement,
ceux dont les coefficients appartiennent & Rat B*, ou B est un alphabet fini. 11 s’agit
alors de transducteurs; ils ont été largement étudiés dans le passé. C’est le méme type
de questions que celles qui ont été résolues pour les transducteurs que nous allons nous
poser au sujet d’une seconde famille, celle des automates & coefficients dans un semi-
anneau (max,+).
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lettres, 23
longueur d’une expression, 151

monoide, 21
de transition, 37
libre, 23
syntaxique, 41
morphisme
conforme, 102
de graphes, 21
syntaxque, 41
mot idempotent pour un automate, 114
mots, 23

ordre
lexicographique, 24
radiciel, 24

partie propre d’une série, 29
passé/futur d’un état, 34

pelote, 21

poids d’un circuit, 130
polynéme, 29

polynémes d’expressions, 156
préfixe, 24

produit de deux automates, 41
profondeur d’une expression, 151

quipu, 90
quotient & gauche
d’une série, 30
dans un monoide, 22

rationnel, 27
relation, 20
représentation linéaire, 37

semi-anneau, 25
idempotent, 25
positif, 167
principal, 26

semi-module, 28

séries, 28
rationnelles, 30
séquentielles, 43

sous-factorisation, 46

sous-graphe, 20

suffixe, 24

support, 20

support d’une série, 29

terme constant
d’une expression rationnelle, 152
d’une série, 29
termes dérivés
d’une expression, 162
fantémes, 163
transducteurs, 44
transitions, 32, 35
transitions spontanées, 36
translatée, 126
transposé d’un automate, 41
type fini, 28

uniformément divergente, 128

vecteur translaté, 137
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