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Chapitre 2

Automate universel

En 1971, J.H. Conway [19] a défini la matrice des facteurs d’un langage rationnel. Son
but était de donner un moyen de décider si un langage rationnel £ appartenait a la cloture
rationnelle d’une famille finie de langages rationnels (£;);cr. Depuis, cette construction
a été plusieurs fois retrouvée. O. Carton [12] a montré que cette construction pouvait
étre faite dans n’importe quel monoide. J. Sakarovitch [55] a mis en lumiére une autre
propriété de cette matrice des facteurs (facilement transformable en automate) : il existe un
morphisme de tout automate qui reconnait le langage dans cet « automate des facteurs ».
Cette propriété incite & donner & cet objet le nom d’automate universel que nous employons
ici. Elle avait été exploitée dans [4] pour le probléme de 'obtention d’un automate minimal
non-deterministe. On trouvera dans [55] une étude compléte des propriétés de 'automate
universel.

Toutefois, par souci de cohérence et afin de fixer certaines conventions, nous reprenons
ces résultats dans la premiere partie de ce chapitre.

Le paragraphe 1 présente des définitions et propriétés qui figurent déja, sauf mention
explicite, ailleurs ([19, 4, 12, 55]). Elles sont évidemment nécessaires & la compréhension des
paragraphes suivants. Les résultats principaux en sont que, pour tout langage reconnais-
sable, il existe un automate fini qui reconnait le langage et dont les états sont caractérisés
par le couple formé de leur passé et de leur futur qui représente une factorisation maxi-
male du langage. Cet automate doit son qualificatif d’automate universel au fait que tout
automate émondé qui reconnait le langage s’y envoie par morphisme.

Le paragraphe 2 présente une construction de 'automate universel a partir de 'auto-
mate minimal, en évitant le calcul du monoide syntaxique, ce qui rend la complexité de la
construction dépendante uniquement de la taille du résultat.

La paragraphe suivant présente 1’écorché de 'automate universel. Il s’agit d’une repré-
sentation qui permet de faire apparaitre les propriétés de I’automate universel en codant
a l'aide de transitions spontanées un certain nombre de transitions « redondantes » de
I'automate universel. D’un point de vue pratique, ceci permet de diminuer le nombre de
transitions & stocker, mais aussi de pouvoir dessiner des automates universels relativement

gros.
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Le dernier paragraphe montre comment établir un lien entre 'automate universel d’un
langage et un automate donné qui reconnait ce méme langage, ce qui permettra ensuite
de retrouver dans le premier des propriétés héritées du second. Ceci est en fait la clé des
raisonnements que nous allons effectuer par la suite. L’automate universel peut en effet
étre construit, d’une part, & partir d’'un automate particulier (qu’on ne sait a priori pas
construire) duquel il hérite certaines propriétés et, d’autre part, & partir de 'automate
minimal reconnaissant le méme langage, ce qui permet une construction effective.

—_ 0 —

1 Définitions et propriétés de I’automate universel

1.1 Automate universel dans un monoide quelconque

Factorisations d’un ensemble. La définition de I’automate universel, basée sur la
notion de facteurs, est possible pour n’importe quel sous-ensemble £ de n’importe quel
monoide N.

Naturellement, le nombre d’états de I'automate universel d’un ensemble quelconque
n’est pas nécessairement fini, ni méme dénombrable.

DEFINITION 2.1 Une sous-factorisation d’un sous-ensemble L de N est un k-uplet
de sous-ensembles non vides de N, (Ri,Ro,... ,Ry) appartenant & (P(N)~ {0})*, tel
que Ri.Rs ... Ry, est inclus dans L. Les sous-factorisations sont partiellement ordonnées
par inclusion. Une factorisation de L est une sous-factorisation maximale. Si une facto-

risation de L est un couple (L,R), on dit que L est un facteur gauche et R un facteur
droit de L.

REMARQUE 2.1 Dans ce qui suit, on considérera les factorisations qui sont des couples,
sauf mention explicite. Puisqu’elle est maximale, une factorisation (L,R) de L est entiére-
ment déterminée par la donnée de L (ou de R):

L=max{X CN|X.RCL}, R=max{X CN|LXCLCL}

EXEMPLE 1.7 Les factorisations du langage £ = A*abA* sont
(A*,A*abA*), (A*aA*,A*bA*) et (A"abA* A").

En effet, pour toute sous-factorisation (L,R) de L1, s’il existe un mot de L ne contenant
pas de a, tout mot de R contient un facteur ab et s’il existe un mot de R ne contenant
pas de b, tout mot de L contient un facteur ab. Il n’est pas difficile de voir que les trois
factorisations données sont bien maximales.

EXEMPLE 7.2 Soit N3 = (Z/3Z,+) et L3 = {1,2}. La figure 1 représente la table du
monoide; les éléments de L3 sont encadrés, les rectangles indiquent les factorisations.
Cette fagcon « géométrique » a été étudiée dans [20].
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+ 0|12
o| o |1 2]
1 ([T [2])| 0
2((2[] o [1]

F1G. 1 — La table du groupe Z/3Z et les factorisations de Ls.

Les factorisations sont donc les suivantes:

{0r{1.2}), ({1r{0.1}), ({2}.{0,2}),
{1,2h{0}), ({0,1},{1}), ({0,2},{2}).

EXEMPLE 8.1 Soit a* le monoide librement engendré par a et Lo = a' ’ensemble des
mots de A* qui contiennent au moins une lettre. Les factorisations de Ly sont (a*,a™)
et (at,a*).

EXEMPLE 9  Soit N5 le monoide des fonctions de R dans R munies de la composition
et L5 le singleton contenant la fonction identité. Les factorisations de L5 sont les couples
maximaux (L,R) tels que
— L est un ensemble non vide d’applications injectives telles que quel que soit a et 8
appartenant & L, quel que soit (z,y) dans R?, za = y entraine z = y.

— R est I’ensemble des fonctions réalisant I'inverse de « sur Im «, pour tout o dans L.

Le couple suivant est un exemple de factorisation de 'identité :

({arctg,arctg + 7},{a | X C Supp(a) C RVz € X,za = tg(z)}).

Le nombre de factorisations n’est ici pas dénombrable. En effet, chaque bijection «
de R sur lui-méme induit une factorisation (maximale) de l'identité: ({a},{a"'}). On
obtient donc ainsi un sous-ensemble non dénombrable des factorisations de I'identité.

Définition de 'automate universel. Nous allons construire 'automate dont les états
sont les factorisations de ’ensemble & reconnaitre, qui a un maximum de transitions, et

qui respecte les propriétés suivantes:

— Un état (L,R) est initial (resp. final) si et seulement si 1y appartient & L (resp. & R).
— Un élément = de N étiquette une transition entre deux états (L,R) et (L',R') si et
seulement si L.z.R' est inclus dans L.
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DEFINITION 2.2 Soit £ un sous-ensemble de N et () I’ensemble de ses factorisations.
L’automate universel de L est U = (Q,N,E,I,T), avec:

I :{(LaR) €Q | Iy € L}a

T :{(LaR) €Q | Iy € R}a

E={((L,R),X,(L'R") e Q@xP(N)xQ| X ={zx € N|Lz.R CL}}
REMARQUE 2.2 Dans la définition précédente, la condition L.z.R' C L est équivalente, &

cause de la maximalité des factorisations & I'une des conditions L.z C L' ou z.R' C R. De
méme, la condition 1y € L est équivalente & R C L et 15 € R est équivalent & L C L.

EXEMPLE 1.8 L’automate universel de £; a trois états (les trois factorisations de L;
présentées exemple 1.7 page 46). Il est représenté figure 2.

A*

A aA*, A DA*

A*aA*

A% A abA*

F1G. 2 — L’automate universel de L.

EXEMPLE 8.2 L’automate universel de Lo a deux états. Il est représenté figure 3.

F1G. 3 — L’automate universel de L.

EXEMPLE 7.3 L’automate universel de {1,2}, dans Z/3Z, a six états (les six factorisa-
tions). Il est représenté figure 4. Sur la figure, chaque état est étiqueté par le facteur
gauche de la factorisation & laquelle il correspond.

Parmi toutes les factorisations, il y en a deux qui vont jouer un réle particulier.

DEFINITION 2.3 Soit £ un sous-ensemble de N. Soit L; = max{X C N | X.L C [}
et Ry = max{X C N | L.X C L}. Les couples (L;,L) et (L,R;) sont des factorisations
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F1G. 4 — L’automate universel de L3.

et sont appelées respectivement factorisation initiale et factorisation terminale. La
factorisation initiale (resp. terminale) est un état initial (resp. final) de I'automate univer-
sel.

Propriétés. On vérifie & présent que ’automate construit a les propriétés voulues, c’est-
a-dire qu’il reconnait ce qu’on veut, bien sir, mais aussi que les factorisations représentent
effectivement le passé et le futur des états. C’est I’objet des deux propositions suivantes.

PROPOSITION 2.1 L’automate U, reconnait I’ensemble L.

Démonstration. Soit p; = (L;,L) et py = (L,Ry) les factorisations initiale et terminale.
L; L.R; est inclus dans L.R;, donc dans L. Le triplet ((L;,L),L,(L,R;)) est donc une
transition de F, et tout mot de £ est accepté par U,.

Réciproquement, si u est reconnu par Uy, il existe des factorisations (Lg,Rp),. .. , (Lk,Rk)
de L et (u1,... ,ux) une factorisation de u en k éléments tels que L;_1.u;.R; est inclus
dans £ et 1y appartient & Ly et & Rg. Alors Lg.u.Ry est inclus dans £, donc u est un
élément de L. 0

PROPOSITION 2.2 Pour chaque état p = (L,R) de 'automate Uy, les facteurs L et R sont
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respectivement égaux au passé et au futur de p dans Uy :
L = Pasty, (L,R), R =Futy,(L,R).

Démonstration.  Soit p; = (L;,L) et pr = (L,R;) les factorisations initiale et terminale.
Pour toute factorisation p = (L,R), L.R est inclus dans £, donc L;.L.R aussi et (p;,L,p) est
une transition de U;. Donc L est inclus dans le passé de p. De méme, R est inclus dans le
futur de p. Comme (L,R) est une factorisation (maximale) de £ qui est ’ensemble reconnu
par Pautomate, la factorisation (L,R) est égale a la factorisation (Pasty, (p),Futy,(p)). O

COROLLAIRE 2.3 Tout automate universel est émondé.

Démonstration.  Chaque état correspond & une factorisation dont les facteurs repré-
sentent le passé et le futur de 1’état. Ces facteurs ne sont pas ’ensemble vide, ’état est
donc accessible et co-accessible. O

Nous allons maintenant voir ce qui fait de ’automate que nous avons défini un automate

« universel » pour ’ensemble reconnu.

PROPOSITION 2.4 Soit A un automate émondé reconnaissant un sous-ensemble de L.
Alors, il existe un morphisme ¢ de A dans U. De plus, Uy est le plus petit' automate
reconnaissant L ayant cette propriété.

Démonstration.  Soit p un état de A. Le passé et le futur de p forment une sous-
factorisation de £. On pose?:

R, = max{X C N | Past(p).X C L} =Past(p) 'L et L, =max{X CN | X.R, C L}.

11 s’agit bien d’une factorisation. On vérifie que si p est initial ou final, (Ly,R,) aussi.

Si (p,u,q) est une transition de A, comme Past(p).u est inclus dans le passé de g,
Past 4(p).u.Ry est inclus dans £, donc u.Ry est inclus dans R, et Ly.u.R, est inclus dans L.
L’élément u fait donc partie de I'étiquette de la transition entre (L,,Rp) et (Lg,Ry).

Supposons qu’il existe un automate A’ dans lequel tout automate reconnaissant £ s’envoie
par morphisme. S’il existe un morphisme non injectif de U dans A’, deux états p et g de U
ont une méme image, dont le passé contient L, U L, et le futur R, U R,;. Comme (L,,R))
et (Lq,R,) sont des factorisations, (L, U Lg).(R, U R,) n’appartient pas & £ et A’ reconnait
strictement plus que ’ensemble £. Donc tout morphisme de U, dans A’ est injectif. Le
cardinal de I’ensemble des états et de I’ensemble des transitions de A’ est donc supérieur
ou égal a celui de U,. O

L’automate universel peut, d’aprés ce qu’on en a dit, étre infini. Nous allons voir sous
quelle condition il est fini.

—_ 0 —

1. Comme on n’a fait aucune supposition sur ’ensemble reconnu, ’automate est éventuellement infini.
Cet automate est le « plus petit » dans le sens ou il est inclus dans tout automate ayant cette propriété.

2. On voit que cette définition n’est pas symétrique. On peut ainsi définir deux morphismes canoniques
(non nécessairement distincts) de .4 dans Uz. Ce ne sont d’ailleurs pas nécessairement les seuls morphismes
de A dans U, (voir [55]).
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1.2 Automate universel d’un ensemble reconnaissable

On suppose le sous-ensemble £ de N reconnaissable. Ceci signifie qu’il existe un
monoide M fini, un morphisme ¢ de N dans M et P inclus dans M tel que £ = Py .

PROPOSITION 2.5 L’automate universel d’un ensemble a un nombre fini d’états si et seule-
ment si cet ensemble est reconnaissable.

Démonstration. Supposons ’ensemble £ reconnaissable. Soit (L,R) une factorisation de

L.Ona:

LRCL
Lo.Rp C Ly
Lo " Rop ' C Lop ' =L

Comme L est inclus dans Loy ™!, et R dans Rpp~! et puisque (L,R) est une factorisation,
L = Lop~! et R= Rpp~'. Les factorisations de £ dans N sont donc les images inverses
des factorisations de P dans M qui est fini. Elles sont donc en nombre fini.

Réciproquement, supposons le nombre de factorisations finies. A tout élément z du mo-
noide N, on associe la factorisation (Lg,R;), telle que Ry = {y € N | z.y € L} = 27 L.
L’ensemble des factorisations munies de la loi induite par cette application est un monoide
fini qui reconnait £. En effet, z est un élément de L si et seulement si R, contient 1. O

La proposition précédente assure que le nombre d’états de I'automate universel d’'un
ensemble reconnaissable est fini. Toutefois, pour que I’on puisse parler d’automate fini, il
faut qu’on puisse donner une description finie, non seulement des états, mais aussi des
transitions. La proposition suivante répond & cette contrainte.

PROPOSITION 2.6 Les étiquettes des transitions de I'automate universel d’un ensemble
reconnaissable sont reconnaissables.

Démonstration. L’argument est le méme que dans la preuve précédente; si le triplet
((Lp,Rp),X,(Lg,Rq)) est une transition,

Lypp™ " Xpp ™ Rypp™" = Ly Xpp™".Ry C L.

Par maximalité de X, on obtient X = Xpp~! qui est donc reconnaissable. O

EXEMPLE 1.9 Soit M; le monoide présenté exemple 1.4 page 22. Soit ¢ le morphisme
de A* dans M; défini par ap = = et bp = y. Comme nous 'avons déja vu page 31, le
langage L1 est 'image inverse de 0y, par ce morphisme. Les factorisations de £ dans A*
correspondent donc aux factorisations de 0ps, dans M. Ce sont (M1,0), ({=,2,0},{y,2,0})
et (0,M1) qui correspondent bien aux factorisations données page 48. L’automate universel

1

de 0 dans M est présenté figure 5. Si on applique ¢~ " & chaque étiquette de 'automate,

on retrouve I'automate universel de £; dessiné figure 2.
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M

({x z ()} {y,z, 0})

y,2,0

M

F1Gc. 5 — L’automate universel de 0 dans M.

EXEMPLE 7.4 Soit A = {a,b} et L = {u € A* | |u|s # |ulp mod 3}. Le monoide syn-
taxique de ce langage est N3 = Z/3Z, avec 3 le morphisme de A* sur N3 défini par aps = 1
et bps = 2. L’'image de L par 3 est L3 = {1,2}. L’automate minimal, qui est dans ce cas
le graphe de Cayley du monoide syntaxique, est représenté figure 6.

F1a. 6 — L’automate minimal de L}.

On peut calculer les images inverses des éléments de N3 par ¢:
0p~ ' = L3 =(ab + (a* + b)(ba)*(b* + a))*
lo ' = L31=(ab+ (a® + b)(ba)* (b* + a))*(a + b*)(ab)*
= L3 =(ab+ (a? + b)(ba)* (b + a))* (a® + b) (ba)*
Pour obtenir les factorisations de £}, il suffit donc de remplacer chaque élément de N3 par
son image inverse selon ¢ dans les factorisations données dans I'exemple 7.2 (page 46). De

méme, pour obtenir I'automate universel de £, il suffit de remplacer chaque étiquette de
Pautomate représenté figure 4 par son image inverse selon .

— 0 —

1.3 Automate universel et générateurs du monoide

Les transitions de I'automate universel d’un langage de A* défini plus haut sont
étiquetées par des langages. Lorsque 'on travaille avec un monoide finiment engendré (en
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particulier dans le monoide libre A*), il est plus habituel de traiter des automates dont
les étiquettes sont étiquetées par des lettres. On va voir qu’on peut définir un automate
universel sur un alphabet.

DEFINITION 2.4 Soit £ un sous-ensemble d’un monoide N engendré par les éléments d’un
ensemble A et () I'ensemble des factorisations de L dans N. L’automate A-universel de L
est Up = (Q,AE.I.T ), avec:

I={(L,R)€Q |1y € L},
T ={(L,R) € Q| 1n € R},
E ={((L,R),a,(L',R") €e Q x Ax Q| L.a.R' C L}.

EXEMPLE 8.3 L’automate {a}-universel de Lo = a™ est représenté figure 7.

F1G. 7 — L’automate {a}-universel de Ls.

EXEMPLE 7.5 L’automate {1}-universel de {1,2}, dans Z/3Z est représenté figure 8.

F1a. 8 — L’automate {1}-universel de Ls.
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Les états de 'automate A-universel sont les mémes que ceux de I’automate universel.
Les étiquettes des transitions sont exactement I'intersection des étiquettes de 'automate
universel avec A. Nous allons voir que ceci ne diminue pas la puissance de I'objet.

PROPOSITION 2.7 L’automate A-universel de L reconnait L.

Démonstration. 1l est clair que 'automate reconnait au plus £ puisqu’il est une projection
de lautomate universel . D’autre part, tout automate étiqueté par des éléments de A
qui reconnalt cet ensemble s’envoie dans ’automate A-universel par morphisme. Celui-ci
reconnait donc ’ensemble L. O

Remarque. Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, on appellera 'automate A-universel auto-
mate universel. C’est le cas, par exemple, lorsqu’on travaille avec le monoide libre engendré
par un alphabet fini A.

1.4 Automate universel d’un langage rationnel de A*

Un langage rationnel de A* est, d’aprés le théoréme de Kleene, reconnaissable. 11 admet
donc un automate universel fini et c’est la combinaison des deux paragraphes précédents
qui forme le cadre dans lequel nous allons travailler. Nous utiliserons en effet 'automate
A-universel des langages étudiés.

L’automate universel sera donc, dans ce cas, un automate fini dont les étiquettes sont
des lettres.

EXEMPLE 1.10 L’automate (A)-universel du langage £, est obtenu & partir de 'automate
de la figure 2 en remplacant chaque étiquette par son intersection avec l'alphabet. Le
résultat est présenté figure 9.

a,b

A*aA* A*bA*

A* A*ah A* A*ab A, A"

a,b ' a,b

F1G. 9 — L’automate (A)-universel de L;.
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EXEMPLE 7.6 L’automate (A)-universel du langage £} est obtenu en prenant 'intersection
des langages qui étiquettent ’automate universel avec l’alphabet:L30NA=0,L3; N A=
{a},L32N A = {b}. L’automate universel de L5 présenté figure 10 est donc obtenu & partir
de la figure 4 en remplagant 1 par a, 2 par b et en supprimant les transitions étiquetées
par 0.

F1Gc. 10 — L’automate universel de /.’,g.

On peut remarquer que la définition de I'automate universel est symétrique, il n’y a
donc pas d’automate « co-universel ». En d’autres termes, on a la proposition suivante:

PROPOSITION 2.8 Soit £ un langage rationnel de A*. L’automate universel Uz de I'image
miroir de L est Pautomate transposé de 'automate universel U, de L.

Démonstration.  Soit (L,R) et (L',R') deux factorisations de £. Alors (R,L) et (R',L')
sont des factorisations de L.

Si (L,R) est un état initial de U, le mot vide 14+ appartient & L donc & L et (R,L) est
un état final de Uz. De méme, si (L,R) est un état final de Uy, (R,L) est un état initial
de Z/{Z.

Si il existe a € A tel que ((L,R),a,(L’,R')) est une transition de Uy, alors L.a.R' est inclus
dans £, donc R'.a.L est inclus dans £ et ((R',L'),a,(R,L)) est une transition de U.
Donc l'automate transposé de 'automate universel U, est un sous-automate de Uz. Ré-
ciproquement, par dualité, on obtient I’inclusion inverse, ces deux automates sont donc
égaux. O

Pour n’importe quel automate A reconnaissant le langage L, il existe un morphisme
de A dans 'automate universel. En particulier, 'automate minimal d’un langage s’envoie
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dans Pautomate universel. La propriété de minimalité signifie entre autre que tout mor-
phisme non injectif donne un automate qui reconnait un langage strictement plus grand.
Comme 'automate universel ne reconnait que £, tout morphisme qui envoie ’automate
minimal dans U, est injectif, il en est de méme pour 'automate co-déterministe minimal.
Ce fait peut étre exprimé par la proposition suivante.

PROPOSITION 2.9 L’automate minimal et I'automate co-déterministe minimal d’un lan-
gage rationnel L sont des sous-automates de 'automate universel Uy .

2 Calcul effectif de ’automate universel

Nous donnons ici une nouvelle méthode de calcul de 'automate universel. Comme 1’a
fait remarquer O. Carton ([12]), on peut effectuer le calcul de 'automate universel d’un
langage £ dans le monoide syntaxique My de L. On calcule alors la table de ce monoide
et on repére les couples maximaux (L,R) de sous-ensembles de M tels que L.R est inclus
dans P, image canonique de £ dans M.

Toutefois, si on considére M, comme monoide de transition de I’automate minimal de £
— ce qui est une facon courante de le calculer —, on peut remarquer deux choses. D’une
part, si un élément d’image « appartient & un facteur gauche L, tout élément d’image
qui agit de la méme facon (& droite) sur I’état initial ¢ de I’automate minimal appartient
au méme facteur gauche:

Ya € LB € My, ia=1i8= 0 € L.

D’autre part, si un élément d’image « appartient & un facteur droit R, tout élément
d’image (8 qui agit de la méme facon & gauche sur I’ensemble des état terminaux T de
I’automate minimal appartient au méme facteur droit :

Va € RVB €My, Ta™' =T '=BE€R.
On peut donc fixer deux relations d’équivalences sur M :
a~; Beia=if,et a~pBeTa ' =T5 N

Le produit de deux éléments « et 8 de M, appartient & P si et seulement si ’'intersection
de ia et TS~! n'est pas vide. On peut donc calculer les factorisations dans (M/ ~;) x
(M/ ~7). Remarquons au passage que M/ ~; est isomorphe & 1’ensemble @) des états de
I’automate minimal, puisque celui-ci est déterministe et que chaque état est accessible.

Comme, par maximalité, une factorisation est caractérisée par son facteur gauche, on
peut décrire les factorisations par des ensembles d’états de 'automate minimal.

La nouvelle description que I’on obtient est donnée par la proposition suivante :

THEOREME 2.1 Soit Az = (Q,A,E,{i},T ) 'automate minimal d’un langage rationnel L.
Soit P = {u-T | u € A*} 'ensemble des états du co-déterminisé de A .
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Soit P la cloture de P par intersection, privée de I'ensemble vide.
Alors, Pautomate universel de Uy est isomorphe a ( P~,A,F,J,U ), avec:

J={X]ie X}
U={X|XCT}
F={(X,aY)|X-aCYetVpeX,p-a#0b}

LEMME 2.10 Soit A = (Q,A,Ei, T ) Pautomate minimal d’un langage L et P défini &
partir de A comme dans le théoréme ci-dessus. Il existe une bijection entre les éléments
de P et 'ensemble F des factorisations de L :

P —F F — P

X — | | Pasta(p), () Futa(p) (L,R) —i - L
pEX peX

Démonstration. Examinons la premiére application. Soit X dans P et son image (L,R).
L’ensemble R n’est pas vide car X est un sous-ensemble d’un état du co-déterminisé de A.
L’ensemble L n’est pas vide car chaque élément de X est un état accessible de A. Pour
tout u dans L et tout v dans R, il existe un élément p de X tel que u est dans le passé
de p et, par définition, v est dans le futur de p (comme de n’importe quel autre élément
de X). Donc u.v est un mot de L et (L,R) est une sous-factorisation.

11 faut maintenant montrer que (L,R) est une factorisation. On pose L' = {u € A* | u.R C
L} et R ={ve A* | L'v C L}; (L',R') est une factorisation qui domine (L,R). On
pose X' =i-L'.Si X = X', alors L = L' et

R'={v|Vu € Luw € L}
={v|Vu € Lyi- (uw) € T}
={v| X -veT}
= [ Futa(p)

peX
=R.

Dong, si (L,R) n’est pas maximal, X C X'. Quel que soit v tel que X C v - T, quel que
soit 4 dans L', u.v est un mot de £, donc X' C v -T. Donc X n’appartient pas & P, ce
qui est contradictoire.

Cette application est injective. En effet, les passés des états de 'automate minimal sont
disjoints, deux sous-ensembles de () distincts donnent donc deux factorisations dont les
facteurs gauches sont distincts.

Cette application est surjective. En effet, pour toute factorisation (L,R), on peut définir
X =i L. Comme il s’agit d’une factorisation, R = {v | X - R C T'}; donc X apparait aussi
comme l'intersection des éléments de {Y C @ | Jv € R,Y = v - T}; donc X appartient
bien & Ph et 'image de X est évidemment (L,R). O
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Démonstration du théoréme 2.1. Soit A = (Q,A,E,i,T) 'automate minimal de L.
Posons B = ( Pn,A,F,J,U ) Pautomate défini dans le théoreme et U, = (S,A,G.K,V)
I’automate universel de L. Le lemme précédent établit qu’il existe une bijection entre P
et S. Il suffit maintenant de montrer qu’il y a correspondance entre les états initiaux, les
états terminaux et entre les transitions. Soit ¢ la bijection de P sur S définie dans le
lemme.

Si X € Ph est initial, 1 appartient & X et le mot vide appartient au facteur gauche de X y;
X est donc initial.

Si une factorisation p = (L,R) est un état initial de U, le mot 14+ est dans L, donc ¢
appartient & pp~! qui est donc un état initial de B.

Si X € P est final, X est inclus dans T', donc le mot vide appartient au facteur droit
de X¢; X est donc final.

Si une factorisation p = (L,R) est un état final de U, L est inclus dans £, donc pp~!

est
inclus dans T' et est donc un état final de B.

Si (X,a,Y) est une transition de B, alors X -a C Y et, pour tout r dans X, r - a n’est
pas vide. Donc, si L et L' sont les facteurs gauches respectifs de X¢ et Yo, L.a C L'.
Donc X¢,a,Y ¢ est une transition de Uy.

Si (p,a,q) est une transition de U, avec L et L' facteurs gauches de p et g respectivement,
Lo Cgp!
, 7-a n’est pas vide. Donc (py

, et comme L.a est un sous-facteur gauche du langage,
-1

on a L.a C L'; donc pp~

1

pour tout r dans py™ ,a,qp~ 1) est une transition de B. O

COROLLAIRE 2.11 Soit £ un langage rationnel. Soit A, son automate minimal et n le
nombre d’états de A;. Le nombre d’états de 'automate universel est au plus 2" — 1.

Démonstration. Les états de ’automate universel sont, on 1’a vu, indexés par des parties
non vides d’états de A,. Leur nombre est donc inférieur & 2™ — 1. O

REMARQUE 2.3 Cette borne peut étre effectivement atteinte pour tout n. Posons A, =
<Z/nZa{a'; b}aEa{O}a[l; n— 1] )a avec

E={(nan+1)|neZ/nZ}U{(nbn+1)|nel;n—1}U{0,b0)}

Cet automate est minimal. Les états de son co-déterminisé sont les sous-ensembles & n —1
éléments ainsi que Z/nZ tout entier. A tout sous-ensemble non vide de Z/nZ correspond
une factorisation du langage.

REMARQUE 2.4 On peut effectuer la construction précédente sans calculer exactement
I’ensemble des états de 'automate universel mais en considérant tous les sous-ensembles
non vides de I’ensemble des états de I’automate minimal. On obtient alors un automate
qui contient 'automate universel et qui compte exactement 2 — 1 états. Cet automate
correspond & 'automate des sous-ensembles d’ordre 0 présenté par R. Cohen et
J. Brzozowski [18]. Nous allons par la suite généraliser cette construction pour obtenir,
a partir de n’importe quel automate qui accepte le langage, un automate qui contient
Pautomate universel. Un autre automate, I’automate fondamental, présenté par O. Matz
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et A.Potthoff [45] et construit & partir de 'automate minimal, contient lui aussi 'automate
universel.

EXEMPLE 10.1 Soit £4 le langage dont 'automate minimal est présenté figure 11 a).
Le monoide de transition de 'automate minimal (engendré par les actions des lettres sur
les états) compte vingt-quatre éléments. Il s’agit en effet de I’ensemble des applications
d’un ensemble de trois éléments dans lui-méme, hormi les trois transpositions. Utilisons le
théoreme 2.1 pour calculer ’automate universel. Les états du co-déterminisé de 'automate
minimal sont :

{ptAatArtAp.atAp,r}{art{p.gr}-

Cet ensemble est clos pour l'intersection (sauf le vide); ce sont donc les états de ’automate
universel.

La table de transition de 'automate universel est la suivante:

P q || pg pr qr ;T

P — Jla+c|b|a+c b a+b+cla+b+c

b+c| — |a|b+c|la+b+c a a+b+c

r |lat+c| — bla4+c|la+b+c b a+b+c

P,q — - | = c b a a+b+c
p,r — — bla+c b b a+b+c
q,r c - |- c |a+b+c — a+b+c
p,q,r| — - |- c b — a+b+c

Les états initiaux sont ceux qui contiennent p et les états terminaux sont inclus
dans {r}.

L’automate universel de ce langage compte sept états et est présenté figure 11 b). La
fleche en pointillé arrivant sur I’état du bas indique qu’on peut arriver dans cet état en
lisant n’importe quelle lettre & partir de n’importe quel état.

3 Ecorché de ’automate universel

Nous introduisons ici une nouvelle présentation de I’automate universel qui permettra
de mettre en relief certaines propriétés des automates universels que nous verrons par la
suite, mais aussi, ce qui n’est pas négligeable, de pouvoir dessiner des automates universels
sans étre asphyxié par la profusion des transitions.

Pour cela, il peut étre intéressant de distinguer les transitions « significatives » et
celles qui découlent d’une « perte d’information ». Ainsi, si (L,R) et (L',R') sont deux
factorisations telles que L C L/, pour toute transition partant de (L',R') étiquetée par une
lettre a et allant dans un état ¢, il existe une transition partant de (L,R) étiquetée par a
et allant dans le méme état q.
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(a) L’automate minimal de L4.

(b) L’automate universel de L4.

Fi1c. 11 — Deuz automates canoniques de Ly4.

On peut donc supprimer ces derniéres et considérer qu’il existe une transition spontanée
de (L,R) & (L',R'). Dans le méme esprit, on peut ne retenir que les transitions spontanées
minimales, c’est-a-dire celles dont la cléture permet de retrouver les autres. C’est le sens
de la définition suivante.

DEFINITION 2.5 Soit £ un langage de A* et QQ I'ensemble de ses factorisations. L’écorché
de "automate universel U; = (Q,A,E,I.T)? est défini par:

I ={p}, avec p factorisation initiale,

T ={q}, avec q factorisation finale,

E={((L,R),a,(L",R)) € Q x Ax Q| (L,R) € max{(X,Y) | X.a.Y C L}}
U{((L,R),14+(L',R")) € @ x {l4«} x Q| L' e min{X | L C X}.

(1)

3. Nous utilisons cette métaphore anatomique pour souligner le fait que cette nouvelle présentation
permet d’aller au-deld des apparences (touffues) de Pautomate universel pour comprendre comment il
« fonctionne ».
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REMARQUE 2.5 Les facteurs gauches appartenant & 1’ensemble min{X | L C X} corres-
pondent aux facteurs droits de ’ensemble max{Y | Y C R}. On peut définir un ordre sur
les états de 'automate universel: (L,R) < (L',R') & L C L'. Les transitions spontanées
de I’écorché de ’automate universel forment le graphe orienté de cet ordre.

EXEMPLE 1.11 Les factorisations de £1 = A*abA* sont:
p= (A", A%abA"), qg=(A"aA*,A"bA") et r=(A%abA"A").

On voit que les facteurs gauches forment une chaine décroissante; les transitions spontanées
de I’écorché de 'automate universel sont donc (g,14+,p) et (7,1 4+,q). Les sous-factorisations
maximales de £ & trois facteurs avec a comme facteur central sont :

(A*,a,A*bA") et (A*abA*,q,A%);

les transitions étiquetées par a sont donc (p,a,q) et (r,a,r). De méme, les transitions
étiquetées par b sont (p,b,p) et (g,b,r). L’écorché de 'automate universel de £; est donc
celui de la figure 12.

Fic. 12 — Ecorché de l'automate universel de L.

EXEMPLE 8.4 Les factorisations du langage Lo = a™ étant (a*,a™) et (a™,a*), le calcul
de I’écorché de I'automate universel se fait simplement. Le résultat est présenté figure 13.

Fic. 13 — Ecorché de l'automate universel de Lo.

EXEMPLE 7.7 La figure 14 montre d’une part automate ({a})-universel du langage L}
et d’autre part I’écorché de ce méme automate.

EXEMPLE 10.2 Reprenons I'exemple du langage £4 présenté exemple 10.1 page 59. Les
factorisations y étaient représentées par des sous-ensembles d’états de I'automate minimal.
Les inclusions entre factorisations suivent les inclusions entre ensembles.

Si une lettre a apparait dans deux cases distinctes de la table de transition de U,
indexées par (£;,,L;,) et (Li,,L},) et que L;; C L;, (le passé de i est inclus dans celui
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(a) L’automate universel de L3 ... (b) ... et son écorché.
Fi1Gc. 14 — Deuz facons de représenter l’automate universel.

de ig) et Lj, C Lj, (le futur de j; est inclus dans le futur de j»), la lettre a ne figurera pas
dans la case (£;,,L;,) de la table de transition de Ug,.

D’autre part, on indique une transition spontanée en (£;,£;) si £; C L; et qu’il n’existe
pas k tel que £; C Ly, C L.

La table de transition de U, est donc la suivante:

p q r|1pgq | P | 4T | PYT
P —ladc|—|1ax |1gx]| — -
g |b| — Ja|la| — |1a| —
T a — | = = | lax|1ax| -
Pg |[—| — |—| — | — | a | lax
pr | —| — b| a | — | — | 1a
gr |c| — |—| — | a — | 1a~
pgr|—| — |—| ¢ b | — a

Le seul état initial est celui qui correspond a p et le seul état final reste r. L’automate
obtenu est représenté figure 15. Les transitions spontanées sont indiquées par des pointillés
gris.

L’écorché de l'automate universel compte peu de transitions non spontanées. Plus
précisément :

PROPOSITION 2.12 Soit U, I'écorché de Pautomate universel d’un langage rationnel de A*.
Alors, pour toute lettre a de A, pour tout état p dely, il y a au plus une transition étiquetée
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Fic. 15 — Ecorché de l'automate universel de Ly.

par a qui part de (resp. arrive dans) p.*

Démonstration. Soit p = (L,R) un état de U, tel qu'il existe une transition sortant de p
et étiquetée par a.

R =max{Y | La.Y C L} et I' = max{X | X.R' C L}.

Alors g = (L',R’) est bien une factorisation. Toute factorisation (L”,R") telle que L.a.R" C
L vérifie R" C R', donc (p,a,q) est la seule transition étiquetée par a qui part de p. Donc,
les transitions non spontanées de U, forment un automate déterministe, et, de méme,
co-déterministe. O

On va voir que retrouver I'automate universel d’un langage a partir de son écorché
consiste a calculer la cloture des transitions par rapport aux transitions spontanées:

PROPOSITION 2.13 Soit U; I'automate universel d’un langage rationnel £ et Uy son
écorché. Pour toute transition (p,a,q) de Uc, il existe deux états p' et ¢’ et une transi-
tion (p',a.,q') dans Uy ainsi que des chaines de transitions spontanées de p & p' et de ¢' 4 q.
De méme, pour tout état initial p de Uy (resp. tout état final g de Uyr), il existe une suite
de transitions spontanées de p; a p (resp de q a p;) dans Uz, otl p; est la factorisation
initiale et p, la factorisation finale.

Démonstration.  Soit p = (L,R) et ¢ = (L',R'). Par définition de I'automate U, on
a L.a.R' C L. Soit (L1,R3) un couple maximal tel que L C L;, R’ C Ly et Li.a.Ry. 11
existe une transition dans U entre (L1,Ry) et (Lo,R2). D’autre part, comme L C Ly, il

4. S’il ne comporte pas de transition spontanée, un tel automate est dit réversible; nous reviendrons sur
cette famille d’automate au chapitre suivant.
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existe une chaine de transitions spontanées entre p et (L1,R;) et, de méme, une chaine
entre (Lg,Ry) et g.

Sip = (L,R) est un état initial de U, et p; = (L;,L) la factorisation initiale, L contient L;,
donc il existe une chaine de transitions spontanées entre p; et p. De méme pour les états
terminaux. 0

4 Développement d’un automate

4.1 Motivations et définitions

On peut généraliser la construction correspondant au théoréme 2.1 pour n’importe
quel automate qui accepte le langage :

PROPOSITION 2.14 Soit A = (Q,A,E,I,T) un automate qui accepte un langage ration-
nel L. Soit Qg = {Q -u | u € A*} les états du déterminisés de A et Q. = {u-Q |u e A*}
les états de son co-déterminisé.

Soit S ’ensemble des couples maximaux (L,R) composés d’un sous-ensemble de Q4 et d’un
sous-ensemble de Q. tels que lintersection de chaque élément de L avec chaque élément
de R est non vide. Alors, Pautomate universel de Uy est isomorphe & ( S,A,F,J,U ), avec:

J={(L,R) | I € L}
U={(L,R) |VX € L,XNT # 0}
F={((L,R),a,(L',R")) | L-a C L' et VX € L,X - a # 0}

Démonstration. Soit M4 le monoide de transition de A et ¢ le morphisme canonique
de A* dans M 4. Les factorisations de £ sont reconnues par M 4, et, comme on 'a déja dit,
deux éléments « et B de M 4 tels que Iao = I sont dans les images des mémes facteurs
gauches de L. Ces images caractérisent donc les facteurs gauches; il s’agit des états du
déterminisé de A. De méme, deux éléments a et 5 de M 4 tels que Ta~! = T5~! sont dans
les images des mémes facteurs droits. Les facteurs droits sont donc caractérisés par les états
du co-déterminisé de A. Pour qu’un couple de mots (u,v) forme une sous-factorisation du
langage reconnu par A, il faut que I - (u.v) NT # 0, c’est-a-dire que I -uNv-T # §. 11
existe donc une bijection entre les factorisations du langage et 'ensemble S':

(L,R) — (I-L,R-T)

Une factorisation représente un état initial de ’automate universel si et seulement si son
facteur gauche contient le mot vide, c’est-a-dire si et seulement si ’élément de S corres-
pondant contient I’élément I. De méme, elle représente un état terminal si et seulement si
son facteur gauche est inclus dans le langage, c’est-a-dire si et seulement si tout élément
de 1’élément de S correspondant a une intersection non vide avec T.
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Il existe une transition étiqueté par a entre deux états de 'automate universel si et seule-
ment si les facteurs gauches L et L' des factorisations correspondant & ces états res-
pectent L.a C L', c’est & dire si et seulement si, pour tout X dans I - L, il existe Y
dans I - L' telque X -a =Y. 0

On peut remarquer que, pour toute factorisation (L,R) du langage, pour tout mot v de L
et tout mot v de A*, si I-u C I-v, alors v appartient aussi & L. On peut donc représenter
cette factorisation par ’ensemble min{I - u | u € L}.

Chaque factorisation est ainsi caractérisée par une anti-chaine de P(Q)~{0}.

EXEMPLE 11  Supposons que l'ensemble des états d’un automate est @ = {p,q,r}. L’en-
semble P(Q) est ordonné selon le schéma suivant :

. v “a

{z?} __{q} __{7:‘}

{qu}_‘: -‘{p,r}’- ::«_{qu}

Tav s

{par}
Les anti-chaines de P(Q)~{0} sont donc:

{{r}}, {{q}}, {r}},
{{p.a}}, {{pr}}, {Ha.r}},
{pa,r}}s
{r}{d}} {pt{rt}, HakArt}
{r} et} HadAp,r}}s {r}Ap.al},
{p.at{p,r}}, {patdert}t,  {{prhfari},
{HptAa}Ar}}),
{p.atAp,r}Aar}},

Evidemment, chaque anti-chaine de P(Q) ne correspond pas nécessairement & un fac-
teur gauche. Toutefois, on peut construire un automate dont ’ensemble des états est indexé
par les anti-chaines de P(Q). Celui-ci sera plus gros que 'automate universel (on verra
qu’il le contient) et reconnaitra le méme langage que A. Sa définition nous permettra de
montrer qu’il hérite de certaines propriétés de A.

_ 0 —

Construction du développé d’un automate
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DEFINITION 2.6 Soit A = (Q,A,E,I,T') un automate reconnaissant le langage rationnel L.
Soit S I'ensemble des anti-chaines de {I - u | u € A*}. Le développé de I'automate A,
noté V4 = (S,A,F,J,U ), est défini par:

J={PeS|3IV¥eP,YCI}
U={PeS|VXeP XNT +# 0},
F={(PaP)eSxAxS|VXeP,3¥ P, YCX-a}.

En fait, chaque anti-chaine P représente ’ensemble des éléments minimaux d’un sous-
ensemble P de P(Q) fermé supérieurement (X € P et X CY = Y € P). On peut alors
réexprimer la définition du développé:

J={Pe€S|3eP},
U={PeS|PC{{p}|peT}}
F={(Pa,PYe SxAxS|P-aCP}

REMARQUE 2.6 On peut remarquer dés & présent que, d’une part, ’automate V4 dépend
fortement de 'automate A de départ et n’est donc en aucun cas un automate canonique
du langage et que, d’autre part, la construction de 'automate V4 est fortement orientée.
On pourrait, en effet, construire un automate dual dont les états seraient les anti-chaines
des sous-ensembles obtenus & partir de T' en faisant agir les lettres & gauche.

D’autre part, la structure de ’automate V4 dépend en partie de la structure de A. On
peut par exemple montrer que V4 contient le déterminisé de A. (Il suffit de considérer le
sous-automate de V4 dont les états sont de la forme {I - u}, pour u dans A*.)

ExXEMPLE 8.5 La figure 16 présente 'automate minimal du langage Lo et son développé.

(a) L’automate minimal de L».

(b) Le développé de 'automate minimal de L.

F1G. 16 — Deuz automates reconnaissant Lo.

ExXEMPLE 1.12 Afin d’alléger les notations, on notera un sous-ensemble par un mot dont
les lettres représentent les éléments du sous-ensemble. Par exemple, le mot pq représente
I’ensemble {p,q}. L’automate B; (figure 17) reconnait le langage £1 = A*abA*. Calculons
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a,b a,b
IO B O

Fi1Gc. 17 — L’automate By reconnait L.

le développé de cet automate. L’ensemble {I - u | u € A*}, qui est I’ensemble des états du
déterminisé est

R = {p,pq,pr,pqr}. La table de transition du déterminisé est la suivante:

| p |pa| pr | par|
Pq | pq | par | par
p|pr|pr | pr

(2)

a

b

Les anti-chaines de R sont S = {{p},{pq},{pr},{pgr},{pg,pr}}. La définition du développé
et la table de transition du déterminisé permettent de dire, par exemple: « Il y a une
transition étiquetée par b de {pq} vers n’importe quel état qui contient un ensemble plus
petit que pr ». On a la matrice de transition suivante:

p | pq| pr | pgr | pg,pr
p ab| a a
pg |ab| a | b a,b
pr |ab| a |ab a,b
pgr |ab| a | ab a,b
pg,pr |ab| a | b a,b

De plus, l’état initial est {p}; les états finals sont {pgr} et {pr}. (Par exemple, {pg,pr}
n’est pas final car I'intersection de pg avec T est vide.)

Fi1a. 18 — Le développé de ’automate Bi.
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On peut étendre la condition d’existence d’une transition aux chemins:

LEMME 2.15 Soit P et P' deux états de V4 et u un mot de A*. Il existe un chemin
étiqueté par u entre P et P’ si et seulement si, pour tout X de P, il existe Y dans P’ tel
queY C X - u.

Démonstration. La preuve est par récurrence sur la longueur de u.

Pour |u| = 0, la proposition est vraie (pour tout état p, p- 14« = p est 'identité).

S’il existe un chemin entre P et P’ étiqueté par v = a.u/', il existe un état Py tel que (P,a,P;)
est une transition et il existe un chemin étiqueté par u’' entre P; et P’. Donc, pour tout
X dans P, il existe Z dans P; et Y dans P' telsque Y C Z-4v' C (X -a)-u' =X - u.

Réciproquement, si, pour tout X dans P, il existe Y dans P’ tel que Y C X - u, avec
u = a.u', on pose P; ensemble des états minimaux de {X -a | X € P}, P, est un état de
V4, (P,a,P;) est une transition de V4 et, quel que soit Z dans P, il existe X dans P et Y
dans P' telque Z = X -aet Y C X - (a.v') C Z - u'. Donc il existe un chemin entre P
et P’ étiqueté par u'. 0

4.2 Propriétés de Pautomate développé

Le lemme 2.15 nous permet d’exprimer le passé et le futur d’un état de V4 de facon
simple.

PROPOSITION 2.16 Soit P un état de V4 et u dans A*.

u appartient a Pasty ,(P) si et seulement si il existe Y dans P inclus dans I - u.

u appartient a Futy , (P) si et seulement si, pour tout X dans P, (X -u) NT est non vide.
Ce qui peut s’écrire:

Pasty,(P) = | J [ Pasta(p), Futy,(P)= (] |J Futa().

YeP peY XePpeX

Démonstration. Si v appartient a Pasty , (P), il existe un chemin étiqueté par u entre un
état initial Py et P; il existe un élément X de Py inclus dans I et d’apres le lemme 2.15,
il existe Y dans Ptelque Y C X -4 C I - u.

Réciproquement, si u est tel qu’il existe Y dans P tel que Y C I - u, il existe un chemin
entre {I}, qui est initial, et P, donc u appartient & Pasty ,(P).

Si u appartient & Futy , (P), il existe un chemin étiqueté par u entre P et un état final P;.
Donc, pour tout X dans P, il existe Y dans P; tel que Y C X - u; comme Y NT # O, on
obtinet (X -u) NT # 0p,

Réciproquement, si u est tel que pour tout X dans P, (X -u) NT # Op, il existe clairement
un chemin entre P et I'état correspondant aux éléments minimaux de {X -u | X € P},
qui est terminal; donc u appartient & Futy , (P). O
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Les propriétés suivantes de V4 découlent directement de ces deux formules.

PROPOSITION 2.17 Soit A un automate. L’automate V4 reconnait le méme langage que
Pautomate A.

Démonstration. Considérons ’état {I} qui est initial. D’aprés la proposition 2.16,

Futy,({I}) = U Futa(p) = L(A).

pel

Donc l'automate V4 accepte tous les mots du langage L£(A).

Réciproquement, quel que soit 1’état terminal P de V4,

Pasty, (P) = U ﬂ Past 4(p)

XePpeX
clJ U Pastalp)
X€EP peXNT
C | Pasta(p) = £(A)
peT
Donc tous les mots acceptés par V4 appartiennent & L(A). O

PROPOSITION 2.18 Soit A un automate. Il existe un morphisme injectif de Iautomate
universel Uy du langage L(.A) dans automate V 4, défini par:

Ur — Vg
(L,R) — Pp =min{l -u|u € L}.

L’image inverse de ce morphisme est donné par les égalitées :

L= PastVA(PL) , R= FutyA(PL).

Démonstration. Soit (L,R) une factorisation de £ et Pr, 'ensemble des éléments minimaux
de {I-u|ueL}.
D’apres la proposition 2.16,

PastyA PL U ﬂ PaStA FUtVA(PL ﬂ U FUtA(p

XePLpeX X€ePr peX
=J () Pastalp) ’ = U Futalp)
ueL pel-u ueL pel-u
QUu:L Qﬂ{v\u.veﬁ}:R
u€L u€L

Comme (L,R) est une factorisation (donc maximale) de £, on obtient L = Pasty ,(Pr)
et R = FutyA(PL).

Il existe donc une application injective des états de I’automate universel dans ceux de V4.
Il reste & montrer que cette application est un morphisme.
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Si (L,R) est initial ou final respectivement, I’état Pr, 'est aussi.

Soit (L,R) et (L',R') deux factorisations telles que L.a C L'. Donc quel que soit u dans L,
u.a appartient & L'; donc quel que soit X dans Py, il existe Y dans Py, tel que Y est inclus
dans X - a. Il y a donc une transition entre P, et Prs étiquetée par a. O

Cette proposition peut se réexprimer de la facon suivante:

COROLLAIRE 2.19 Soit A un automate. L’automate V 4 contient 'automate universel du
langage reconnu par A.

Non seulement ce résultat justifie la définition de V4 comme « approximation » de
I’automate universel, mais elle permet de voir les états de I’automate universel comme des
parties de {I -u | u € L}, ce qui donne un point d’ancrage supplémentaire pour travailler
avec l'automate universel.

REMARQUE 2.7 La taille du développé d’un automate est difficile a évaluer. Le nombre
de ses états est le nombre d’anti-chaines de P(Q), ou @ est un ensemble de n états. Avoir
une expression close pour exprimer cette quantité en fonction de n est un probléme ouvert
connu sous le nom de probléeme de Dedekind. On trouvera en annexe un bref rappel de ce
qui est connu sur ces nombres.

4.3 Ecorché du développé

De méme qu’on a défini I’écorché de l'automate universel, on peut définir ’écorché
du développé d’un automate. Comme la définition du développé est orientée, la définition
de son écorché le sera aussi. Ainsi, les transitions non spontanées de I’écorché de I'auto-
mate universel formaient un sous-automate réversible (au plus une transition entrante et
une transition sortante pour chaque lettre), alors que ces transitions formeront un sous-
automate déterministe de 1’écorché du développé.

DEFINITION 2.7 Soit A = (Q,A,E,I,T') un automate reconnaissant le langage rationnel L.
Soit S ’ensemble des anti-chaines de {I-u | u € A*}. On ordonne partiellement les élément
de S:

PP ecS PP < PCP.
L’écorché du développé de I'automate A, noté V4 = (S,A,F,J,U ), est défini par:

J ={I},

U=ming{PeS|VzePaxnT # 0},

F={(Pa,P')e SxAx S|P =minc{X -a| X € P}}
U{(P,14-,P') € Sx Ax S|P € ming{R| P < R}}.
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REMARQUE 2.8 Deux remarques sur cette définition:
i) Noter que selon l'ordre défini sur S, les singletons sont des éléments maximaux.

ii) T' n’appartient pas nécessairement & S; si c’est le cas, U = {T"}.

ExXEMPLE 1.13 En appliquant la définition et en se basant sur la table 2, on calcule
I’écorché du développé de 'automate By :

p bq br | pgr | pq.pr
P b
pq a b 1 4+
pr b a 14+
pqr 14+ | b1 g~
pg.pr | lax | a b

L’état initial est {p}; I’état final est {pr}.

F1a. 19 — L’écorché du développé de By.

EXEMPLE 12.1 On considere 'automate A, présenté figure 20.

F1a. 20 — L’automate A,
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La table de transition de I’écorché du développé de A,, (sans les transitions spontanées)
est donnée par le tableau 3.

{p,qr} {a.prt | {ar}
{q,pr} {rpqg} | {g.r}
{r,pq} {p,qr} -
{pg:pr} | {pg.qr} T
{pg.qr} | {prar} q
{prygr} | {pgpr} |{er}
{pg,pr.qr} | {pg.pr.qr} | {q,7}

Etats a b I\ T

p q T 0|0

q T q 0]0

T p — 1010

{p.q} {ar}  |{gr}|0]0

{g.r} {p,r} - |01

{p,r} {p.a} - [0]0

{par} | {part | — 10]0
Pq qr gr |10 (3)

qr pr q 0|0

pr pq T 0]0

010

010

010

010

010

010

010

L’automate obtenu est présenté figure 21. On peut remarquer que I’état {p,q,r} n’est pas
co-accessible. Il ne I’est donc pas non plus dans le développé. Cet état n’appartiendra donc
pas a 'automate universel.

De méme que pour ’automate universel, on peut retrouver le développé d’un automate
a partir de son écorché en calculant la cloture des transitions par rapport aux transitions
spontanées.

PROPOSITION 2.20 Soit A un automate, V4 son développé et V4 son écorché. Pour toute
transition (p,a,q) de V4, il existe un état ¢’ et une transition (p,a,q') dans V4 ainsi qu’une
chaine de transitions spontanées de q' a q.

De méme, pour tout état initial p de V4 (resp. tout état final ¢ de V), il existe une suite
de transitions spontanées de D’état initial & p (resp. de p 4 un état final) dans Va.

Démonstration. Soit (p,a,q) une transition de V4. Par définition, pour tout X dans p, il
existe Y dans g tel que Y C X - a. Soit ¢ = min{X -a | X € p}. Alors, (p,a,q') est une
transition de V4 et ¢ < ¢', donc il existe une chaine de transitions spontanées de ¢’ A ¢.

Sip est un état initial de V 4, alors I € p, donc p < {I} et il existe une chaine de transitions
spontanées de {I} a p.

Si p est un état final de V4, alors il existe un état final p’ de V4 tel que p’ < p et il existe
une chaine de transitions spontanées de p a p'. O



4 Développement d’un automate

73

Fia. 21 — Ecorché du développé de A,
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Annexe A

Le probleme de Dedekind, posé en 1897, est généralement exprimé en termes de
fonctions booléennes monotones, c’est-dire de fonctions réalisées uniquement avec les
opérateurs logiques Et et Ou.

Le nombre de Dedekind M (n) est le nombre de fonctions booléennes monotones a n
variables distinctes.

On ne connait pas de formule close pour exprimer M (n). Les valeurs connues & ce
jours [61] sont :

M(n

~—

S W N

20

168

7581

7828354

2414682040998
56130437228687557907788

00~ U W N~ O3

Une fonction booléenne monotone est réalisée par une formule qu’on peut mettre sous
forme disjonctive. Les constantes (Vrai et Faux) étant absorbantes ou élément neutre pour
les opérateurs Et et Ou, les fonctions monotones qu’on peut réaliser par des formules non
vides sont les fonctions monotones non constantes.

Chaque clause de la formule en forme normale disjonctive est formée d’un ensemble
de littéraux; si les ensembles de littéraux de deux clauses sont inclus 'un dans ’autre, la
clause ayant le plus grand de ces ensembles est inutile (si la plus petite est vraie, la formule
aussi, si elle est fausse, la plus grande l’est aussi). Chaque formule est donc caractérisée
par une anti-chalne de sous-ensembles de ’ensemble des littéraux. On montre que deux
anti-chaines différentes correspondent & des fontions distinctes. Le nombre d’anti-chaines
(non vides) d’un ensemble & n éléments est donc M (n) — 2.
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