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Chapitre 6

Dérivation d’expressions
rationnelles avec multiplicité

« C’est & la fois tres simple et trés compliqué ... »

Hergé, Tintin au pays de l’or noir

Dans le quatrieme chapitre, au détour de la preuve du théoréme d’Eggan, nous avons
donné un algorithme qui permet de transformer une expression rationnelle en automate.
Cet algorithme n’est pas des plus efficaces: le nombre d’états de l'automate engendré
double chaque fois que ’on rencontre une étoile.

Pour une expression donnée, on peut construire des automates beaucoup plus petits.
Si n est le nombre de lettres qui apparaissent dans ’expression, on peut construire un
automate avec n + 1 états qui reconnait le langage. (Cette borne est optimale, il suffit de
considérer une expression qui représente un mot de longueur n). On peut noter que ce n’est
pas une borne optimale sur la taille de ’automate, puisque celui-ci peut alors avoir un
nombre quadratique de transitions. J. Hromkovié, S. Seibert et T. Wilke [37] ont montré
qu’on peut construire un automate avec seulement 1 log?(n) transitions (voir aussi [28]).

Une premieére méthode pour construire un automate a n + 1 états consiste & utiliser
un algorithme dit « de position » dans lequel chaque état correspond & une occurence de
lettre dans I’expression. En comptant un état initial qui ne correspond & aucune lettre,
on obtient ainsi un automate qui a exactement n + 1 états. Cette méthode a été initiée
par Glushkov [27]; un algorithme efficace a été donné par Berry et Sethi [6]. Une preuve
formelle de cet algorithme ainsi que ses relations avec les langages locaux ont été présentés
par Berstel et Pin [7].

Une autre méthode est issue d’une approche algébrique. On a vu dans le chapitre
introductif que ’ensemble des quotients & gauche d’un ensemble rationnel de A* est fini:
ce sont les états de I'automate minimal. Peut-on définir formellement une opération de
dérivation sur les expressions rationnelles telle que la dérivation d’une expression E par
une lettre soit une expression qui dénote le quotient du langage que représente E par la
lettre? Ceci a été fait par Brzozowski [9]. Il montre, de plus, que ’ensemble des dérivées
d’une expression par tous les mots de A* est fini, sous certaines conditions d’équivalences



150 6 Dérivation d’expressions rationnelles avec multiplicité

entre expressions (associativité, commutativité, idempotence). On peut donc construire un
automate déterministe fini sur le modele de 'automate minimal, qui reconnait le langage.
Ce ne sont plus les quotients qui étiquettent les états de ’automate, mais les dérivées de
Iexpression. Evidemment, on peut obtenir deux expressions différentes qui représentent
le méme langage, cet automate n’est donc pas nécessairement minimal. D’autre part,
comme il s’agit d’un automate déterministe, il n’est pas étonnant que le nombre de ses
états soit exponentiel par rapport a la taille de I’expression rationnelle qui, elle, peut étre
non-déterministe.

Antimirov [3] a repris I'idée de Brzozowski. Si A est un automate et D le déterminisé
de A, pour tout état X de D, le futur de X est égal & I'union des futurs des éléments
de X dans A. Or, les futurs des états de D sont les quotients du langage. Les quotients
du langages appartiennent donc & 1’ensemble obtenu par cloture selon I'union, & partir de
I’ensemble des futurs états de A. Si on a ’esprit retors, et qu’on identifie 'union avec une
somie booléenne, on peut dire que les quotients appartiennent au B-semi-module engendré
par les futurs de A. L’algorithme d’Antimirov consiste, non plus & trouver des expressions
qui représentent les quotients, mais des expressions qui représentent des générateurs de ce
B-semi-module. Il obtient ainsi un automate (non déterministe) qui a au plus n + 1 états.

Les relations entre I’automate des positions donné par la premiere méthode et I'auto-
mate des dérivées d’Antimirov ont été étudiées par Champarnaud et Ziadi [13].

Les séries rationnelles sur un semi-anneau K peuvent elles aussi étre dénotées par des
expressions rationnelles avec des coefficients pris dans K. Il parait alors naturel d’adapter
les algorithmes connus pour obtenir une méthode permettant de construire un automate
avec multiplicité & partir d’une expression avec multiplicité. Caron et Flouret [11] ont ainsi
donné un algorithme de position qui permet de construire un automate a n + 1 états pour

une expression comptant n lettres.

Généraliser le résultat de Brzozowski semble difficile. En effet, on sait que les quotients
d’une série rationnelle peuvent étre en nombre infini (considérer par exemple la série a* +
(2a)* sur N, dont les quotients sont {a* + 2"(2a)* | n € N} qui est un ensemble infini
de séries). En revanche, les quotients d’une série K-rationnelle appartiennent & un K-
semi-module finiment engendré. Nous allons donc adapter la méthode d’Antimirov, de
fagon & calculer, & partir d’une expression rationnelle avec multiplicité, des expressions
qui représentent des générateurs du K-semi-module auquel appartiennent les quotients de
la série. Nous verrons, que, de méme que dans le cas booléen (c’est-a-dire dans le cas des
langages), ceci permet de donner un automate & multiplicité avec au plus n + 1 états.

— 0 —

1 Expressions rationnelles

La définition des expressions rationnelles sur A & multiplicité dans un semi-
anneau K se fait par récurrence.

DEFINITION 6.1 Soit {0,1,4,-%} un ensemble de symboles et A un alphabet.
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i) 0,1, et a, pour tout a appartenant 4 A, sont des expressions rationnelles (atomiques).

ii) Si E est une expression rationnelle, et k un élément de K, alors (kE) et (Ek) sont
des expressions rationnelles.

iii) SiE et F sont des expressions rationnelles, alors (E+F), (E-F) et (E*) aussi.

Les symboles 0 et 1 sont donc des constantes, + et - sont des opérateurs binaires; x est
un opérateur unaire.

On note KRExp A 'ensemble des expressions rationnelles sur A & multiplicité dans K.

EXEMPLE 24.1 Les semi-anneaux de coefficients qu’on manipule le plus souvent dans
le cadre des séries formelles sont commutatifs: entiers, corps commutatifs, semi-anneaux
« max,+ »,etc. Toutefois, méme si ce n’est pas la facon habituelle de considérer ces objets,
les transductions rationnelles sur A* x B* ne sont rien d’autre que des séries rationnelles
de P(B*)Rat A*. Dans cet exemple, A = {a,b} et B = {x,y}. On définit I’expression E4 :

Es = (y((((x(((a-((30)*)))¥)) +(((y (b-((xa)*)))-b)x))x)*"))

On le voit, I'utilisation systématique de parenthéses, si elle permet d’éviter tout risque
d’ambiguité, rend, en revanche, ’expression difficilement lisible. C’est pourquoi on s’auto-
rise a supprimer les parentheses qui n’6tent aucune ambiguité. Pour cela, on fixe comme
convention que tout produit ou somme de plusieurs facteurs est parenthésé par défaut a
gauche et on utilise implicitement un certain nombre de regles qui seront détaillées plus
tard. On obtient:

£e =y (x(a v 0) v (v (41000 2) x)

La complexité d’une expression rationnelle peut étre évaluée de différentes facons. La
longueur (littérale) de lexpression est le parameétre qui permet d’exprimer la taille de
I’automate que nous construirons & la section 4. Toutefois, la plupart des preuves que
nous allons effectuer sont par récurrence sur la profondeur des expressions rationnelles.

DEFINITION 6.2 La longueur d’une expression E, notée £(E) est le nombre de lettres
qui apparaissent dans I’expression :

£(0) = £(1
Vac A L

L((kE)) = £((Ek)) = £((E")
¢((E-F)) =L((E+F)

0,
1

¢(E),
£(E) + £(F).

La profondeur d’une expression E, notée d(E) est définie récursivement par :

)
)
)
)

d(0) = d(1) =0,
Vae A d(a) =0,
d((kE)) = d((Ek)) =d((E")) =1 +d(E),
d((E-F)) =d((E+ F)) =1 + max(d(E), d(F)).
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DEFINITION 6.3 Le terme constant d’une expression rationnelle! est défini par
récurrence sur la profondeur de I’expression :

c(0) =0k, c(1) =1k,
Va € A c(a) = Ok,
c((kE)) =k®c(E), c((Ek)) =c(E)®k,
c((E4+F)=c(E)®dc(F), c((E-F)) =c(E)®c(F)

et c((E*)) =c(E)* si le second membre est défini dans K.

Une expression rationnelle E est une formule. Une telle formule peut étre une expres-
sion rationnelle valide et dénoter une série.

DEFINITION 6.4 Une expression rationnelle est valide si son terme constant est défini. La
série dénotée par une expression valide E, qu'on désigne par |E|, est elle aussi définie
par récurrence sur la profondeur de I'expression E :

[0l =0k, |l]=14x, |a|=a, pour touta dans A,
(kB =k, [ER]=[Elok,
I(E+F)l=IEl@|Fl, |(E-F)=[Ele]F,
et |(E)| = [E|".

Deux expressions valides sont des expressions équivalentes si elles dénotent la méme
série.

Remarquons que la définition du terme constant est bien cohérente. En effet, c(E) et |E|
sont définis par la méme induction et on a:

c(10]) = c(0x) =0k = ¢(0),
c(|1]) = c(1a+) =1k = c(1),
Va € A” c(lal) = c(a) =0k = c(a).

On obtient immédiatement que c(E) est égal & c(|E|).

L’équation qui permet d’interpréter 1’étoile est rendue consistante par la proposi-
tion 1.1: |(E*)| est défini si et seulement si c(E)* est défini, donc si et seulement si (E*)
est valide.

REMARQUE 6.1 Il faut noter que la proposition 1.1 permet de définir I’étoile d’une série
avec terme constant dénotée par une expression E. Toutefois, cette proposition ne donne
aucune information sur la forme de I’expression dénotant la série propre. La proposition
peut donc étre appliquée aux séries mais ne devra pas étre utilisée pour effectuer des
récurrences sur les expressions.

1. Cette définition est distincte de celle de « terme constant d’une série » donnée en 1.28 page 29.
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EXEMPLE 25.1 On définit Pexpression E; de QRExp{a,b} :
1= ((Fa") + (35)")
Soit I'expression Fi = ((3a*) + (3b*)) . On a c¢(F1) = 3, et donc c(F1)* = 2, et bien
que |F1| ne soit pas propre, la série dénotée par E; est b1en définie.
EXEMPLE 26.1 On définit Pexpression Eo de ZRExp{a,b} :
Ex = (aba+ (a(a —ba))).

Afin d’alléger ’écriture des expressions, on se permet certaines licences et on note ab
pour (a-b), aba pour ((a-b) - a) ou encore (a — ba) pour (a+ (—1k (b-a))).

EXEMPLE 27.1 On définit Pexpression E3 de NRExp{a,b} :

Es =5((2ab) +((3D) - (4(ab)"))"

Cet exemple apparait dans I’article [11]. Les étoiles s’appliquent dans cette expression &
des sous-expressions propres. Avec la topologie usuelle, c’est la seule configuration pour
laquelle 1’étoile d’une série & coefficients entiers peut étre définie.

Identités triviales. Bien qu’on désire travailler formellement sur les expressions ration-
nelles, et que, pour cette raison, on refuse de recourir & des axiomes tels que 1’associativité
ou la commutativité, nous aurons besoin de définir une forme « normale » pour les expres-
sions. C’est pourquoi nous définissons les régles de réécriture suivantes qui peuvent étre
appliquées localement aux expressions rationnelles.

(1k)=(k1), (ak)=(ka), (1)

(k0)=(0k)=0, (0xE)=(EOx)=0, (0-E)=(E-0)=0, (2)
O+E=E+0=E, (lIxE)=(Elg)=E, (3)

(k1) -E)=(k ) (E- (k1)) = (Ek), (4)

(k(K'E)) = (k®K]E), ((ER)K)=(E[kK]), ((KE)K)=(k(EK)). (5

L’identité (1) représente la commutativité des coefficients avec les expressions ato-
miques, les identités (2) refletent le caractére absorbant du zéro; les identités (3) et (4)
traduisent le fait que Ox et 1k sont des éléments neutres; 'identité (5) indique ’associati-
vité du produit externe.

On vérifie immédiatement que I'interprétation de chaque membre de n’importe laquelle
de ces identités est la méme.

Noter que la commutativité des variables et des coefficients n’entraine pas la commu-
tativité des coefficients avec les expressions. Si (Ek) est une expression, il est possible
qu'un coefficient &' soit niché dans E et ne commute pas avec k. Dans ce cas (kE) et (Ek)
risquent fort de ne pas commuter.
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Les identités définies ci-dessus sont des propriétés locales et si chaque identité est
considérée comme une regle de réécriture (dont le résultat est le membre droit), chaque
expression rationnelle peut se réécrire en une expression réduite unique qui peut étre
calculée en temps proportionnel & la longueur de ’expression. Dans ce qui suit, on suppose
qu’on applique systématiquement cette réduction.

REMARQUE 6.2 Les identités triviales ne reflétent en rien I'associativité ou la commuta-
tivité de I’addition et de la multiplication des séries. Ainsi, (a + (b + ¢)), ((a + b) + ¢)
t (a + (¢ + b)) sont trois expressions réduites différentes qui dénotent la méme série.

2 Motivation de la dérivation

L’égalité (5) permet de voir les expressions rationnelles comme des arbres.

@ ) @ et sont des expressions.

ii) Si E et F sont des expressions, alors, pour tous k, k¥’ dans K,
, et
® ® ® ©® (®)

sont des expressions.

On voit que dans cette définition, chaque opérateurs est doté systématiquement de
coefficients. L’identité (3) permet, en ’absence de tels coefficients, de supposer qu’il s’agit
de 1]1(.

EXEMPLE 24.2 L’arbre correspondant & I’expression E4 est donné figure 1.

(:i a*a]-B* )

R
B*

7a1 (B*Cl)

Fic. 1 — L’arbre de ’expression E4.
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Chaque nceud peut ensuite étre « interprété ». La lecture d’un mot dans I’expression
se fait de la fagon suivante:

— Si le nceud est étiqueté par +, on explore soit le fils gauche, soit le fils droit, puis on
remonte;

— si le noeud est étiqueté par -, on explore le fils gauche, puis le fils droit, puis on
remonte;

— sile nceud est étiqueté par %, on explore le fils un nombre arbitraire de fois (éventuellement
nul), puis on remonte;

— si le nceud est une feuille, on lit la constante qu’il contient puis on remonte;
— lorsqu’on descend, on prend en compte la multiplicité « d’entrée » du nceud.

— lorsqu’on remonte, on prend en compte la multiplicité « de sortie » du noeud.

La lecture se termine lorsqu’on essaie de remonter & partir de la racine.

Le comportement de chaque noeud peut étre localement vu comme un automate :

(k,+,k") (ky k") (k*,k") (k,a) (k,14+) 0
k) \ g . k( %
y OO0 0
m ) ka k Ok

Fi1a. 2- L’interprétation des différents opérateurs rationnels.

Le remplacement de chaque nceud de ’arbre de I’expression par la configuration in-
diquée ci-dessus donne un automate qui réalise la série dénotée par I'expression. Cet au-
tomate est généralisé; en effet, chaque transition est étiquetée par un mot, éventuellement
vide.

La dérivation consiste a parcourir 'automate de l’expression. Le terme constant de
Pexpression est le poids total des chemins qui permettent de faire une boucle autour de
la racine sans lire de lettre. La dérivée par rapport a une lettre est ’expression qui décrit
I’endroit ol ’on se trouve apres avoir lu la lettre et le nombre de fagons (comptées dans K)
de le faire. I.’automate n’étant pas nécessairement déterministe, le résultat de la dérivation
peut donner plusieurs expressions.

Ce procédé peut étre systématisé et les dérivées calculées sur les expressions. C’est le
propos du paragraphe suivant.

EXEMPLE 24.3 En appliquant mécaniquement le remplacement des noceuds de I’arbre
représentant ’expression E4, on obtient l'automate présenté figure 3 a) qui se réécrit
immédiatement en l'automate de la figure 3 b). Comme il s’agit d’un transducteur, on
utilise la notations a|x, plutot que xa.
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(b) Seconde version

(a) Premiere version

Fic. 3 — L’automate issu de l’arbre de E4.
3 Dérivation et termes dérivés

On présente tout d’abord les « polynémes » d’expressions rationnelles. L’ensemble
K(KRExpA) des combinaisons linéaires d’expressions rationnelles, ou polynémes d’ex-
pressions, est un K-semi-module (& gauche); ’'addition y est commutative et la multipli-
cation par un élément de K distributive:

kEOK F=kK'FokE KE®K E=[koK'E

Nous définissons de plus une loi de multiplication sur les monémes qui s’étend sur les
polynoémes par linéarité :

[k E][K'F] =k (E- (K'F)), (6)
(E@E]-F)=(E-HeE-F, (E-[FoF])=E-FaE-F).
(E@E] k) =(Ek)®(E k), (k[E0FE])=(kE)® (KE). (8)

Afin de différencier le plus possible les expressions des polynémes, nous essaierons de
nous abstenir d’utiliser les parenthéses pour ces derniers. Ainsi, dans tout ce qui suit, [k E]
ou k E désigne un mondme, alors que (k E) représente une expression.

La série dénoté par un polynéme d’expressions rationnelles est obtenue par linéarité
a partir de linterprétation définie sur les expressions rationnelles (qui forment une base
de K(KRExp A)).

REMARQUE 6.3 On pourrait étre tenté de définir la multiplication des monémes par
[KE][k'F] = [k ® k'] (E-F); si K n’est pas commutatif, 'interprétation des membres gauche
et droit peut alors étre différente. C’est la raison pour laquelle on pose 'identité (6).
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L’ensemble des polynémes d’expressions rationnelles n’est pas une semi-algébre. En
effet, la multiplication que nous avons définie n’est pas associative:

[EI[F]] [6] = ((E-F) - G) # (E- (F- G)) = [E] [[F][G]]

Ceci ne cause heureusement aucun probléme pour traiter les dérivations.

Derivation

DEFINITION 6.5 Soit E une expression de KRExp A et a une lettre de A. La dérivée de
Pexpression E par rapport a a, notée % E, est un polynoéme d’expressions rationnelles
a coefficient dans K, défini par récurence selon les formules suivantes :

wea gio={y
%(kE) —k %E (10)
a%(Ek) - ([8% E} k) (11)

%(HF) - %E@ %F (12)
%(E-F) = ([% E] -F) @ c(E) %F (13)

2E)-c® ([ @) (14

La dérivation d’un polynéme d’expressions est évidemment définie en étendant linéai-
rement la dérivation :

% l@ E; Ei] =Pk a% E; (15)
iel icl

Les équations (10) & (14) sont sensiblement différentes de celles posées par Brzo-
zowski [9]. En effet, 'opérateur (symbolique) « + » est remplacé, dans les équations (12)
et (13), par lopération « @ ». Ceci est la généralisation de I'idée d’Antimirov; les langages
rationnels sont en effet des séries rationnelles & multiplicité dans le semi-anneau de Boole
et I’addition est alors I'union.

Les équations (10), (14) et (15) introduisent la prise en compte des multiplicités.

On peut relever que I’équation (14) n’est définie que si 'expression E est valide.
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Le résultat de la dérivation d’une expression est donc un polynéme d’expressions &
coefficients dans K.

Contrairement au cas booléen, les polyndémes obtenus en itérant la dérivation peuvent
ne pas étre en nombre fini. Le théoréme 6.1 établira cependant que tous ces polynémes
sont engendrés par un nombre fini d’expressions.

DEFINITION 6.6 La dérivée d’une expression par rapport & un mot u est définie
par récurrence sur la longueur de u. Par convention, la dérivation par rapport au mot vide
est identité.

0 o (0

A présent que la dérivation est définie, il faut établir le sens qu’a cette opération syntaxique.
Le lien entre les dérivées d’une expression et les quotients d’une série est exposé dans la
proposition suivante:

PROPOSITION 6.1 L’interprétation de la dérivée d’une expression rationnelle par rapport
a un mot est le quotient par rapport a ce mot de I'interprétation de I'expression :

. 9 -
Vu € A |%(E)|:u gl

Ce résultat peut étre montré directement, mais il apparaitra comme un corollaire
naturel de propriétés plus fines établies sur les dérivées.

REMARQUE 6.4 11 faut souligner dés a présent la différence de statut entre dérivée et quo-
tient. Le quotient d’une série par un mot est un objet mathématique, la dérivée d’une
expression est une représentation de cet objet. Ainsi, on peut obtenir plusieurs dérivées
qui représentent le méme quotient. Le fait que les quotients d’une série rationnelle ap-
partiennent & un K-semi-module finiment engendré n’implique pas qu’il en est de méme
pour les dérivées d’une expression qui la représente. Nous verrons d’ailleurs qu’il est pos-
sible qu’il existe des systemes générateurs d’un K-semi-module de quotients d’une série de
cardinal strictement inférieur aux plus petits systemes générateurs du K-semi-module des
dérivées d’une expression correspondant a la série.

La dérivée d’une expression par rapport & un mot est donnée explicitement par les
formules suivantes :

PROPOSITION 6.2 Pour tout u dans A", pour tout couple (E,F) d’expressions,
i)

3 0 0 0
5o (KE) =k = E. %(Ek)=([%5] k),
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ii)

iii)

8 * * * a
€)= Dl el B () B el B ) ([ B ().

U=V V2V,
V1,020 ,Un EAT

Démonstration. La preuve est par récurrence sur la longueur de u. Si u est de longueur 1,
on vérifie que les formules données rejoignent celles de la définition 6.5. On suppose que u
vérifie la proposition. Soit E et F deux expressions rationnelles et a une lettre de A. Posons

0 o
%E:@kiEiet %F:@kij.

On obtient les égalités suivantes:

ii)

9 9 9
9 (E4F) = aﬁ[ﬂE 9 p = 3[ e ‘9 e % F

0 F =
0 da ou w'da ' Oau dau

dau
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u=vw
vEA* , wEAT

(a%[a% ] F) o [ a5 C(a%[ag E)) B?UF] & c(E) %F

au=vw
vEA* , wEAT

iv)

*\ * 0 *
% (E*) = c(E) (9_ —E (E*)
[ D I8 3‘1(9)1}
ve%,_:;gA+
(1 EHE
D D B el B ). c®) ([ EHEY)

QU=voW = W=V1...Un
voEA* , WEAT wv,€AT
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EXEMPLE 25.2

ad 0 0 0

B R =2 o (1) P2 o (1) =] @R

(9 (9 1% * 2 * *
B T T A A W SR ¢ T
Odaa F1=3 Oa (- F) =3 a * i @3 cla) Oa (i)

— % (a* Fl*)@% ((J,*'Fl*) — % (a* Fl*)

6 8 * * a * * * a * * *
s B —d @ P = (@) Freddar 5 FD =3 0 R
6 8 * * 8 * * * 8 * * *
BT ]__%a—(b ‘Fl)zg(%b> F]_ @%C(b) %(Fl):%(a 'F]_)
0 2 0 * * 2 0 K * 2 * 0 *

— =2 — -F £ | — -F £ — (F

a5 T g 0P =5 (5t ) P es ) g (FY)

=2 (" -Fi)eg (" -F*) =3 (b" F*)
EXEMPLE 26.2
0 0
%Eg—baea(a—ba) %EQ—O
0 0 0
%EQ—%Z)G@%(G—ba)—l
0 Egzgbaeag(a—ba):a@(—lK)a:O

dab ob ob

Termes dérivés. Nous énongons maintenant le théoréme principal qui est une généra-
lisation du résultat d’Antimirov.

THEOREME 6.1 Soit E une expression de KRExp A. Il existe un entier m inférieur a £(E),

et m expressions rationnelles Kq, Ko, ..., K, telles que, pour tout mot u dans A", il
existe m coefficients k\", k§, ... | ki) de K tels que

9 i=m
—E=E" K.

ou
i=1

En fait, le théoréme 6.1 est un corollaire de la proposition suivante. Celle-ci permet,
en outre, de décrire un procédé plus proche de 'algorithme effectif présenté par la suite.

PROPOSITION 6.3 Soit E une expression de KRExp A. Il existe un entier n inférieur a £(E),
et n expressions rationnelles K1, Ko, ... , K, telles que, pour toute lettre a de A, il existe n
coefficients k\*, kS¥, ... | ki, et n? coefficients {zl(;-)}iyje[n] in K tels que
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i) aﬁ @k(“) i;

iy 0 o
ii) Vi€ [n] %a Ki = EB zzg,j) K;
Jj€n]
Les expressions K;, dont 'existence est assurée par la proposition, sont appelés les

termes dérivés de E.

Si K est le semi-anneau de Boole, ce sont exactement ce qu’Antimirov [3] appelle les
« dérivées partielles » de E, avec la justification que ce sont des « parts » des dérivées
de E. Comme le terme dérivée partielle évoque en mathématiques le fait de dériver selon
seulement un parametre (ici, une lettre), et que les dérivées telles que les définit Brzozowski
sont, a cet égard, déja partielles, nous préférons nous abstenir d’employer ce terme.

EXEMPLE 25.3 Les termes dérivés de E; sont (a* - F1*) et (b* - F1*).

11 nous faut maintenant prouver la proposition.

Démonstration. La preuve est par récurrence sur la profondeur de I'expression E. L’énoncé
est trivialement vrai pour les expressions atomiques 0, 1 et a (pour a dans A).

On prouve successivement que si le résultat est vrai pour deux expressions ration-
nelles E et F, il ’est pour:

a) (kE) (pour k dans K). En effet, d’aprés I’équation (10), les termes dérivés de (k E)
sont les mémes que ceux de E.

b) (Ek). Le nombre de termes dérivés est le méme que celui de E, puisque d’apres
Iéquation (11), il s’agit des (K; k), ou les K; sont les termes dérivés de E
c¢) (E+F). En effet, avec des notations évidentes,

0 0 0 a o
50 (E+F) = a—EEB%F_@kZUKZ-EB P 1L
i€[1;n] Je[l;m]

L’ensemble des termes dérivés de (E+F) est donc I'union de ceux de E et de ceux de F, ce
qui répond & la proposition.
d) (E-F). De la méme facon,

-84 )emw - @ veme @ (wr)

L’ensemble des termes dérivés de (E-F) est donc I'union des (K;:F);c[i;n €t des termes
dérivés de F; on vérifie que cet ensemble est bien clos:

Dkir)= @ e @ ko]

PE[15n] Je[l;m]
e) (E*). On calcule les termes dérivés:

a%(E*) = c(E)" ([aaa E] '(E*)) = D [cE) @k (Ki-EY)

1€[1;n]
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Le nombre des termes dérivés ne change pas, puisqu’il s’agit des (K,—-E*)ie[l;n]. Cet ensemble
est bien clos pour la dérivation :

88 K; - E* @Z(a) K E* @ [ ) k(a)] (Kj-E*)

O

La preuve du théoréme 6.1 découle naturellement de la proposition et évite 1'utilisation
des formules lourdes introduites dans la propositions 6.2.

Démonstration du théoréme 6.1. La preuve est par récurrence sur la longueur de w.
Si u est réduit & une lettre, le théoréme est équivalent & ’égalité i) de la proposition 6.3.

Pour tout u dans AT, et tout a dans A,

o . 0 (0 w 0
%E_aa(auE) @k’ 8aKZ

1€[1;n]

- P K XK = @ | D [ o] K (17)

1€[1;n] JE[1;m] JE[L;m] |i€[15n]

Comme nous l'indique la preuve du théoréme 6.1, les expressions qui apparaissent
dans la dérivée d’une expression E par rapport & un mot sont toutes des termes dérivés
de I'expression. Cependant, il se peut que tous n’apparaissent pas; les termes dérivés qui
n’apparaissent dans aucun polynéme de ’ensemble {% E | u € A*} sont appelés termes
dérivés fantoémes. IIs seront étudiés plus avant dans le paragraphe suivant.

EXEMPLE 26.3 Les termes dérivés de Ey sont ba, (a — ba), a et 1, parmi lesquels a =
%(a —ba) est un terme dérivé fantéme de Ey (il n’apparait pas dans l’exemple 26.2).

REMARQUE 6.5 La proposition 6.3 n’est pas seulement un lemme permettant de prouver
le théoreme 6.1; c’est aussi la description de l'algorithme le plus naturel pour calculer
les termes dérivés de E. Ceux-ci sont calculés par dérivations successives jusqu’a ce que
I’ensemble obtenu soit clos.

Le théoréme suivant permet d’établir le lien entre le coefficient du mot u dans la série
dénotée par une expression E et la dérivée de E par u.

THEOREME 6.2 Soit E une expression de KRExp A, et K, Ko, ..., K,, ses termes dérivés.
Soit, pour tout mot u de A™, ki“), ké“) s .., k& les coefficients définis dans le théoréme 6.1.
On a alors les égalités suivantes :

t=m

(El) = e E) = Dk @ (k) (18)

i=1
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Démonstration. La preuve est par récurrence sur la profondeur de ’expression et utilise
la proposition 6.2.

L’égalité est vraie pour les expressions 0 et 1; la dérivée par rapport & n’importe quel
mot u de AT est nulle et le coefficient de u dans ces séries est effectivement nul.

De méme, si I’expression est une lettre a de A, sauf si u = a, auquel cas la dérivée est
égale a 1 et 1'égalité est vraie.

Pour toute paire d’expressions (E,F) pour lesquelles 1’égalité est vraie, pour tout k& dans K
et tout u dans AT, on a les égalités suivantes:

(E) ) = k@ ([ELu) = k® (5 E) = c(5-(kE)
(ERL = (Elu) ©k = c(o- ) @ k = c(( o E]) = c(5-(ER)
(E + F)l.u) = (ELw) @ (IFl.u
- c(% E) @c(a% F)
= c(o(E+F)

(I(E-F)l;u) = ((B)]u) ® ([ (F)],1a-)
e @ (ELe(F)lw)

u=vw

vEA* , wEAT
0 0 0
=c(5-E)®c(F) e ug?w <5, B) @ c(5-F)
VEA*  wEAT
0 0 0
vEA*  weAT
0
= c((E-F))

Toutes ces équations, ainsi que la seconde égalité du théoreme, proviennent directement
de la linéarité de c(E). Avant d’utiliser les mémes arguments dans le but de prouver le
résultat pour E*, on utilise la proposition 1.1. Ceci permet d’éviter d’avoir & traiter une
somme infinie; toutefois, on prend soin de revenir ensuite & la série non propre, puisque
c’est la seule dont on connait I’expression.

(1(E*)];u) = {(c(E)” ® |Elp)* ® c(E)",u) = ((c(E)" ® |Elp)*,u) ® c(E)*
— GB (c(E)* ® |E|p,v1) ® ... ® (c(E)* ® |E|p,vn) ® c(E)*

U=V1V2 " Vp
V1,02,... U EAT

= &P ¢(E)* @ (|Elp,v1) ® ... ® c(E)* & (|E[p,vn) ® c(E)*
U=V1V2+ U,
V1,U2,e0 ,Un EAT
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Comme les v; sont tous différents du mot vide, (|E|p,vi) = (|E|,v3)-

(IENw) = @  cE)re c(a%1 £)®...9c(E)*® c(% E) ® c(E)*

V1,02, U EAT

La proposition 6.1 apparait alors comme un corollaire :

Démonstration de la proposition 6.1. Une preuve par récurrence immédiate montre
que, pour tout couple de mots u et v de A* et pour toute expression E,

0 a0
%E—%[%E]’

D’ou, pour toute paire de mots u et v de A*,

(ko) = (b = (5 ©) = (5 | €] ) =15 Elo)

ouv

REMARQUE 6.6 La dérivation et le quotient sont deux actions & droite de A* sur I'en-
semble des polynémes d’expressions rationnelles et ’ensemble des séries respectivement.
Le théoréme 6.1 nous dit que ’orbite d’une expression rationnelle sous I'action de A* ap-
partient & un K-semi-module finiment engendré. La fonction qui associe & chaque polynéme
d’expressions P, la série rationnelle | P| est un morphisme d’actions. Le théoréme 6.1 im-
plique donc que l'orbite d’une série rationnelle sous 'action de A* appartient elle aussi
a un K-semi-module finiment engendré, ce qui donne une nouvelle preuve d’un résultat
classique [8]. Soulignons que ce résultat n’est pas le but que nous poursuivons. Il s’agit
avant tout de trouver un moyen effectif, en manipulant des expressions, de construire un
automate.

4 L’automate des termes dérivés

A toute expression avec multiplicité E de KRExp A, on associe un K-automate de la
facon suivante :

DEFINITION 6.7 Soit P = {K{,Ka,... ,K,} I'ensemble des termes dérivés de E. Soit Ko =
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E et Pc I'union de P et de {Ky}. L’automate des termes dérivés de E est le K-
automate Ag = ( Pg,A,Z,I, T ) défini par:

1K si KZ = K() a
IKq; - . ) ZKi,Kj - @ZZ(,]) a, TKJ' = C(K,])’
Ok sinon acA

ou les zz(j‘; sont définis dans I’énoncé de la proposition 6.3.

THEOREME 6.3 Soit E une expression de KRExp A. La série réalisée par I'automate des
termes dérivés de E est égale a la série dénotée par E.

| Ae| = E|

Démonstration. La définition du K-automate Ag est en effet équivalente & celle d’une
d’une K-représentation linéaire (I,(,T"). I et T sont vus respectivement comme des vecteurs
ligne et colonne indicés par Pg, alors que ( est un morphisme de A* dans la semi-algebre
des matrices indicées par Pg défini par (a)(k; x;, = (zz(fj)), pour tout a dans A.

La série réalisée par la représentation et par ’automate est :

l[Ael = @ (T (£)¢-T) f.

feA*
D’apres I’équation 17, on obtient par récurence sur la longueur de f que
VfEAT, Vien]  (I-(N)Qi=k",
d’ou, pour tout mot f de AT, d’aprés le théoréme 6.3,

(| Ael.f) = P k" c(Ki) = (|EL.f).

11 suffit enfin de vérifier qu’on a une égalité similaire pour le mot vide:
(lAgl,1a+) = c(Ko) = c(E).
O

Le passé et le futur d’un état de ’automate des termes dérivés dépendent directement
du terme dérivé auquel cet état correspond.

PROPOSITION 6.4 Soit E une expression de KRExp A et K un terme dérivé de E. Le passé
et le futur de I’état K de I'automate Ag des termes dérivés de E vérifient les égalités

suivantes :

9
ou
FutAE(K) = |K|

Vue A*  (Pasta (K)u) = (— EK)
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Démonstration. La preuve de la premiere égalité est par récurrence sur la longueur de w.
Le résultat est vrai pour le mot vide, puisque chacun de ses membres est nul, sauf si K = E,
auquel cas, chacun des membres vaut 1g. On suppose le résultat vrai pour u. Alors, pour
tout a dans A, pour tout terme dérivé K;, d’apres Iégalité (17),

D [k o]
i€[1;n]
0 a

= P (5. EK)) ® 27
i€[1;n]

= P (Pastaa(Ki)u) ® 2
i€[1;n]

= @ <PaStAEd(Ki)ZKi,Kj’ua’>
1€[1;n]

(Past 4 (K;),ua)

o)

L’autre égalité se démontre de la méme fagon que le théoréme 6.3. Il suffit de prendre
comme expression de départ non plus E mais K. On obtient un automate Ak qui réalise la
série |K| et qui est identique & 'automate Ag en aval de I’état K. Le comportement de Ak
est donc exactement le futur de K dans Ag. O

5 Les termes dérivés fantomes

La proposition 6.4 nous indique que le passé d’un état de 'automate des termes dérivés
est lié & I'apparition de ce terme dans les dérivées de I’expression de départ par rapport
aux mots de A*. Comme nous ’avons déja dit, il est possible que certains termes dérivés
n’apparaissent dans aucune dérivée de E. Ce sont les termes dérivés fantomes.

D’apres la proposition 6.4, le passé d’'un état de I'automate des termes dérivés qui
correspond & un terme fantéme est nul. On peut donc supprimer ces états sans modifier
le comportement de 'automate. Encore faut-il les identifier!

Semi-anneaux positifs

DEFINITION 6.8 Un semi-anneau est positif si aucun n’élément n’a d’opposé (pour ’ad-
dition) et s’il est intégre, c’est-a-dire que le produit de deux éléments non nuls est non
nul.

De nombreux semi-anneaux courants sont positifs. Citons, bien siir, le semi-anneau des

entiers naturels, mais aussi tous les semi-anneaux (max,+) ou (min,+) construits & partir
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de sous-ensembles de R. Le semi-anneau P(A*) formé & partir du monoide libre est aussi
un semi-anneau positif.

PROPOSITION 6.5 Aucun terme dérivé d’une série formelle s sur A*, a coefficient dans un
semi-anneau positif, n’est un terme dérivé fantéme.

Démonstration. A partir de 'dgalité (17) page 163, on montre immédiatement par
récurrence sur la longueur des mots, que, si u est un mot de A™ longueur m, alors, pour
tout i dans [1;n], on a:

k@(“) — @ k.(u1) ®z(u2) ®z(u3) ®R..0z (wm) (19)

11,22 12,3 Zm—lﬂ
81 yeen st —1 E[l;n]

Siun terme dérivé K existe, c’est qu’il existe une suite K;, = E,K;,,... ,K;,, = K de termes
dérivés et un mot uiuz . . . uy, tels que, pour tout j de [1;m], (5= o KZJ 1,K )= ’L(]u])l i # Ok.

Il y a donc, dans I’égalité (19), un produit de facteurs non nuls, comme le semi-anneau
est positif, ce produit n’est pas nul et la somme dont il fait partie non plus, donc le terme
dérivé K apparait dans la dérivée de E par rapport & wu. O

Comme le semi-anneau de Boole est un semi-anneau positif, il n'y a pas de termes
dérivés fantomes dans le cadre des dérivations d’expressions sans multiplicité.

Semi-anneaux plongeables dans un corps. Dans ce cas, on peut voir apparaitre des
termes dérivés fantomes. C’est d’ailleurs ce qu’illustre I'exemple 26.3. On peut toutefois
simplifier ’automate si des termes dérivés fantomes apparaissent. On utilise pour cela le
« théoréme d’égalité » (cf. [23] page 143) pour tester si le passé d’un état est nul.

Autres semi-anneaux. Dans le cas général, la décision dépend non seulement de la
taille et de la structure de ’automate, mais aussi de la struture du semi-anneau.

EXEMPLE 28  Considérons l'expression rationnelle Es = (ya)-(zb)*:(ya) sur l'alpha-
bet {a,b} a coefficients dans un semi-anneau contenant deux éléments z et y. La dérivation
de cette expression donne les termes dérivés (zb)*-(ya) et 1. L’automate qui en résulte est
dessiné figure 4. On peut se demander si 1 est un terme dérivé fantéme. Sans autre rensei-

zb

(zb)*-(ya) O—

Fic. 4 — L’automate des termes dérivés de Es.

gnement sur le semi-anneau, cette question est indécidable. En effet, pour tout & dans N,
la dérivée de E5 par rapport & ab®a est égale & y ® zF ® y 1. Et pour tout N, il existe un
semi-anneau et des éléments z et y tels que le plus petit & pour lequel cette quantité n’est
pas nulle est N. (On peut par exemple prendre le semi-anneau des relations sur [1; N + 1],
x égal & la rotation (1,2,... ,N + 1) et y & la fonction partielle qui envoie 1 sur 2.)
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6 Variations

On peut imaginer un certain nombres de variations dans la facon dont est définie la
dérivation. On peut par exemple regretter que 'expression 4(a*) soit représentée par le
premier de ces deux automates et non par le second :

BB~

Nous allons voir que le comportement de I’algorithme, c’est-a-dire la portée de la dérivation,

est tres fortement conditionné par la dérivation par rapport au mot vide. Nous avons dit
dans la définition 6.6 que la dérivation d’une expression par rapport au mot vide était
I'identité. C’est cette convention que nous allons amender dans les paragraphes suivants.

Termes dérivés unitaires. Dans un premier temps, il apparait souhaitable d’extraire
le plus rapidement possible les coefficients de I’expression, par exemple lorsque ’expression
a un coefficient principal gauche non trivial (c’est-a-dire lorsqu’il y a un coefficient gauche
dans la racine de I'arbre de 'expression qui est différent de 1k).

DEFINITION 6.9 Une expression est unitaire (gauche) si son coeflicient principal a gauche
est égal a 1. Toute expression E de KRExp A peut s’écrire (k F), ott k est un élément de K
et F est une expression unitaire gauche. Pour toute expression unitaire F, tout élément k
de K, on définit la dérivée unitaire de (kF) par rapport au mot vide par:

A
811 ]‘A*

(kF) =kF.

Par suite, la dérivée unitaire d’une expression E par rapport a une lettre a est définie par:
ﬁ E = Ou 2 E),
aua au 1A* Jda

et en remplacant chaque dérivation par une dérivation unitaire dans les formules de Ia
définition 6.5.

Les termes dérivés obtenus par une telle dérivation sont unitaires gauches.

On peut montrer que, de méme que pour la dérivation « simple », le nombre de termes
dérivés unitaires est inférieur a la longueur de 'expression. La borne sur la taille de I'auto-
mate obtenu est donc respectée. Mieux, il existe une fonction surjective des termes dérivés
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sur les termes dérivés unitaires, I’automate des termes dérivés unitaires est donc plus petit
que celui des termes dérivés.

EXEMPLE 27.2 Calculons les termes dérivés (colonne de gauche) et les termes dérivés
unitaires de E3 = (5((2ab) + ((3b) - (4(ab)*)))*):

Ko =E3 0=F3 ko=5
9y =10 (b- F3) = 10K LY =2 (b F3) = 2K;
da 0~ 8/ = ! oya 0= 8/ = 1
a * 811 *

0 Ou

%Kl :F3:K3 jKll :F3:K6

B Ou .

%a Ko =4 ((b- (ab)*) -F3) ®8(b-F3) Pa Ky =((b- (ab)*) -F3) @2 (b- F3)

=4Ky ® 8K, =K} @ 2K]

B . Oy .

3% Ko =12 ((4 (ab)*) - F3) = 12K, b b =12 ((ab)* - F3) = 12K,
0

2 K3 =2(b-F3) = 2K

50 < (b-Fs) 1

0

% K3 :3 KQ

9 Ky =((ab)* - F3) = K O gt ((ab)* - Fa) = K
gp 4 T\ ) =R Bb 3 T\ ) = Ry
0 0
%K5 =Ks ® 2Ky, %Kz’) 3K,

c(Ko) =5,c(Ky) =c(Ky) =0 c(Kp) =c(Kp) =1

c(Kz) =4,c(K3) =c(Ks) =1 c(K}) =c(Kj) =0

12b

(a) L’automate des termes dérivés de Eg (b) L’automate des termes dérivés unitaires

Fic. 5 — Deuz K-automates pour Es

La figure 5 a) représente 'automate des termes derivés de E3 (qui est isomorphe &
lautomate de Glushkov calculé dans [11]); b) représente I'automate des termes dérivés
unitaires de Egs.
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EXEMPLE 24.4 On calcule ’automate des termes unitaires de E4. Comme Eg4, n’est pas
une expression unitaire, ce choix semble s’imposer. On pose E4 =y F4.

Oy B B
ul y- Es=yFs=yKp
811 * 811 *
5.4 K0 =x ((((y0)* - a)y) - F4) = xK4 3.5 KO0 =y ((((xa)* - b)x) - F4) = yKo
811 811 *
%Pﬁ =yF4s=yKp ﬂKZZX((((XG) -b)x) - Fa) = xKo
Oy . Oy
@Kl =y ((((y0)* - a)y) - F4) = xK; @Kz:xFAx:XKO

F1G. 6 — Automate des termes unitaires de Ey

Dérivation cassante. Par ailleurs, on peut considérer que le symbole + d’une expres-
sion rationnelle est interprété directement lorsqu’il apparait en dehors d’une expression
« étoilée » ou d’un produit.

DEFINITION 6.10 Pour toutes expressions E et F de KRExp A, on définit la dérivée cas-
sante de (E+F) par rapport au mot vide par:
Oc
Oc1 4+

Par suite, la dérivée cassante d’une expression E par rapport a une lettre a est définie par:

b - 0 [0
dca E= Oc1 4+ <8a E) ’

et en remplagant chaque dérivation par une dérivation unitaire dans les formules de Ia

(E+F) =E®F.

définition 6.5. De plus, on peut poser:

8(; 8C 8(3 ac
P kR =(ZE F E) = F.
Bca( ) <8ca Ocl 4+ ) ®c(E) Oca

Cette nouvelle facon de faire permet d’obtenir sur ’exemple a*+b* déja cité un résultat
plus proche de I'intuition. Cependant, cette méthode ne permet pas de garantir que le
nombre d’états de 'automate obtenu sera linéaire en la longueur de ’expression.

— 0 —
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7 Le cas commutatif

L’hypothese de commutativité du semi-anneau K simplifie quelque peu les choses. En
effet, dans ce cas, pour toute expression rationnelle E et tout élément k£ de K les expres-
sions (kE) et (Ek) sont équivalentes. On peut donc supposer que la multiplication d’une
expression par un coefficient s’effectue toujours a gauche. La définition des expressions est

alors la suivante:
i) 0,1, et a, pour tout a appartenant & A, sont des expressions rationnelles (atomiques).

ii) SiE est une expression rationnelle, et £ un élément de K, alors (k E) est une expression

rationnelle.
iii) Si E et F sont des expressions rationnelles, alors (E+F), (E-F) et (E*) aussi.

Les identités triviales sur les expressions sont un tant soit peu plus simples:

(k0)=0, (0gkE)=0, (0-E)=(E-0)=0,
0+E=E+0=E, (IxE)=E,
((k1)-E)=(E- (k1)) = (kE),

(k (K'E)) = ([k ® k'] E).

La représentation en arbre d’une expression est elle aussi simplifiée, puisqu’a chaque noeud

n’est affecté qu'un coefficient. Les résultats, quant a eux, restent inchangés; la dérivation

o N . . y y . y e ) _ /1 8 .

est définie de la méme maniere, si ce n’est qu’on ignore I'axiome 4z (Ek) = ([55 E] k) qui
n’a plus lieu d’étre.

On peut définir la multiplication des monoémes d’expressions de maniére légérement

différente :
[KE]-[K'F] = [k ® k'] (E-F).
Ceci permet, dans le cas de la dérivation unitaire, de définir la dérivée du produit:

811 . 811 811 au

Cet aménagement n’aurait pas de sens dans le cas non commutatif car le coefficient qui peut

« sortir » du second facteur serait immédiatement réenchassé & cause de la multiplication

des monomes.
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