UMLV a

l ClOture transitive \
Probleme

G = (S, A) graphe (orienté)
Calculer H = (S, B) ou B est la cloture réflexive et transitive de A.

Note : (s,t)T B ssi il existe un cheminde s atdans G

graphe G graphe H
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7 . .. UMLV &
Représentations matricielles

Matrices nxn ou n=card S

A matrice d'adjacence de G
= matrice des chemins de longueur 1
B matrice d'adjacence de H

= matrice des chemins de G

& 1 0 06 A4 11 15
S0 11 1] 0 11 17
A= 00 o B=%0 01 o
% 10 0p S0 11 13
3
O~ /O e
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A . UMLV a
Cloture par produits

Notation
A, = matrice des chemins de longueur k dans G
A, =1 (matrice identité)
A, = matrice des chemins de longueur 1 = A
Lemme
Pour tout k3 0, A, = Ak <—— K >
| /// \\\\\\ ,//,“_‘S —> J
o~ k-l 7~

Preuve
Adijl=1ssi$s] SAfi,s]=1etAfs,j] =1
soit  Ai,jl =S, Aqfi,S]- Als,j] (Ssomme booléenne)
soit A=A AetA,=1
donc A, = AKX
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A . . UMLV a
Cloture par produits (suite) ]

Chemin simple:
chemin qui passe une seule fois par chacun de ses sommets
Lemme N

$ chemin de i 4 dans G ssi 7 ) |
$ chemin simple de i & jdans G .. ! 7 TTA

B[i,j] =1 ssi $ cheminde i ajdans G
ssi $ chemin simple de i & jdans G
ssi$ k O£ kEcardS -1 A,[ij =1

ssi$ k O£ k£ cardS -1 AY[i,j] =1
donc B=1+A+A2+ ... + Acardsl

Calcul de B par schéma de Horner en temps O(n*) avec produit de
matrice ordinaire
Ameéliorable en temps < O(n%) avec produit efficace de
matrices booléennes
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3 produits de matrices

& 010006

A= 0001000

~— 5100106

6000116

€00000g

&1 01006

_ 060110006

I+A= 5101106

6000116

e00001g

2 &011006

I+ A+A 6111106

=1+ (I+A).A= 6101116

6000116

€00001 g

011106

| + A + A2 + A3 6111116

= | + (|+A+A2 — 0101116

|+ (I+A+A%).A 6000116

€00001 0
=l+A+A2+ A3+ A?

=1+ (I+A+A%°+A3%.A=B

UMLV a
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Autre récurrence UMLV a

Notation
B, = matrice des chemins de longueur £ k dans G
B, =1 (matrice identité)
B, = matrice des chemins de longueur £1 =1+ A
B,; = matrice des chemins simples =B
< 2K >
| / \\\ //‘A S ,’// \\\\ j
AN /// ~<J N 4
Lemme - . e S
Pour toutk® 1, B,, = B, . B, k k

car B, [i,j] =1 ssi B, [i,jj=Lou ($sT S B, [i,s] =1 etB,[s,j=1)

Calcul de B comme une puissance n-1 en temps O(n3logn)
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UMLV a
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l Algorithme de Warshall | MLV 3

G=(S,A) avec S =11, 2, ..., n}

Chemin de longueurk: i ® s;® S, ..o Si.1 ® ]
Sommets intermédiaires : s;, S,, ..., Sy
Notation

C,= matrice des chemins de G dont les
sommets intermédiaires sont tous £ k

C, =l+A
C, = matrice des cheminsde G =B
Iw=_ : ;
Cheminde 2a4: (2,3), (3,1), (1,3), (3,4), (4,4
>3 4 5 (2,3), (3,1), (1,3), (3,4), (4.4)

2 sommets intermédiaires : 1, 3, 4
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l Récurrence | UMLV a

Chemin simple AN S

pas de k pas de k

Lemme Pour toutk3 1,
Celijl=1 ssi Cy[ij]=1ou(Cy,[ik]=1etC, ,[k,j]=1)

Calcul
de C, a partir de C,_, en temps O(n?)
de B =C, entemps O(n3)
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UMLV a
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fonction cléture (graphe G = (S, A)) : matrice ; UMLV &

début
n- cardS;
pouri- 1 a n faire
pour j—- 1 a n faire
si i=j ou All,J]=1 alors
Bli,j]- 1;
sinon
Bli,j]- 0;
pourk- 1 a n faire
pouri- 1 a n faire
pourj = l1la n faire
B[i.)J- Blij] +BliK] . B[k,];
retour B ;
fin

+ est la somme booléenne ; temps d ’exécution O(n®)
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Distances UMLV a

G=(S, A, v) graphevalue S={1,2,..n} Vv:A® N
Matrice des poids : W = (W [i,j]) avec

WIj= O Sii=]
v(@j))  siG )T A
¥ sinon

Poids d 'une suite ¢ = ((Sy,S4), (S1,S2)s --+» (Sk.1,S,) ) ol les s, 1 S

w(c) = SW [s,si]
Distance de s at
d(s,t) = min{ w(c) | c suitede s at}

Plus court cheminde s at:
chemin c, s'’il existe, tel que w(c) =d(s, t)

552



l Probleme |

UMLV a

Calculer la matrice des distances D=(d(i,j))|1£1,) £n)

Lemme de base

((S0sS1)y -5 (SisSiva)s +++» (Sju1s Sy +++5 (Sk1sSK) )
plus court chemin de s, a s, dans G

P ((siSis0), ---» (511,8)) ) plus court chemin de s; as;dans G

-

plus court
,~—/

S ’ \\ 77N S //‘\\ y
0 -~ \_.f'> i -7

\q

-

-\\_,-> SJ 4 \\\,/—\\_,b Sk

\—\

,d

v
plus court
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l Algorithme de Floyd | UMLV a

Notation
D, =Dl jl|1£i jEn)avec
D.[i, j] = min{ w(c) | c suite de i a j dont
les sommets intermédiaires sont tous £ k }
D, =W
D, = matrice des distancesde G =D

pas de k pas de k
Lemme Pour tout k3 1,

Dk [I’J] = mln{ Dk-l [I,j] J Dk-l [I’k] + Dk-l [k,j] }

Calcul
de D, a partir de D, , en temps O(n?)
de D = D, en temps O(n®)
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UMLV a

pour kK = 1 an faire
pouri- 1 an faire
pour j- 1 an faire
D[i,j]~ min {D[i,]], D[i, k] + D[k, ]I } ;

k ] \
k } C _
o, = | mintabrc)
.
_em TS <~ ad Tl -
|- T __ A
\\\ //,— -5 J
e K~ . -
b C
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UMLV a
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Memorisation des chemins UMLV a

Mémorisation explicite des plus courts cheminsdeiaj, 1£i,jEn
n? chemins de longueur maximale n-1 : espace O(n3)

Matrice des prédécesseurs : espace Q(n?)

P. =P, jl|1£i,jEn) avec
P.[i, J] = prédécesseur de j sur un plus court chemin de i a j dont
les sommets intermédiaires sont tous £ k

_____ Dk-l[,i’_J_]\
Récurrence o T il )]
Poli,jl= i si(i,)T A Dy 1 K <ce >
- sinon Dyl 1]

Peli, 1 =Pl j1 - Si Dyyli, j1 £ Dyyli, K] + Dy [k, ]
P..lk,j] sinon
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UMLV a
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D,= 0130 4 130
6 970 96
e0150g9

Exemple de chemin

distance de 2a 1=D,y[2,1] =

P,2,1]1=4; P,2,4=3; P,2,3]=2

UMLV a
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