UMLV a
[ Ensembles

Type «dictionnaire »
sous-ensembles finis de E (ordonné) avec les opérations :
Ens vide: ® Ens
Ajouter : Ens x Elément ® Ens
Enlever : Ens x Elément ® Ens
Elément : Ens x EIément ® Booléen
Vide : Ens ® Booléen
Min, Max : Ens ® Elément
Elt : Adresse ® Elément
Place : Ens x Eléement ® adresse

Implémentations possibles

Tables (triees ou non), Listes chainées,
Tables hachées, Arbres (équilibrés ou non)
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UMLV &

Orthographe ]

fonction SPELL (t texte, d dictionnaire) : liste de noms ;
début
E- Ens vide;x = lire_mot (1) ;
tant que x ! FF faire {
six! FL alors E = Ajouter (E, X) ;
X = lire_mot (t) ;

}
y = lire_mot (d) ;

tant que y ! FF faire {

siy! FLalors E = Enlever (E,vy);
y = lire_mot (d) ;

}
~ retour (E);
fin _
mot suivant ou
Texte = suite de lignes, suivie de FF Lire_mot(texte) FL ou
Ligne = suite de mots, suivie de FL FF
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implémentation

. : UMLV &
Temps d’execution

opérations sur ensemble

Ens_vide  Ajouter Elément Min
Enlever

table cst O(1)* O(n) O(n)
table triée cst O(n) O(log n) 0O(1)
liste chainée cst O(1)* O(n) O(n)
arbre équilibré cst O(log n) O(log n) O(log n)
arbre cst O(log n) O(log n) O(log @
table hachée O(B) cst cst f O(B)

n nombre d 'éléments, B > n ;en\moyenne

*sans le test d 'appartenance
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) . UMLV a
Arbre binaire de recherche

A arbre binaire
noeuds étiquetes par des éléments

A est un arbre binaire de recherche
ssi I'ordre symétrigue donne une liste croissante des éléments

ssi en tout noeud p de A

Elt(G(p)) < Elt(p) < Elt(D(p))
ssi A = Arbre_vide ou

A = (r, G, D) avec
. G, D arbres binaires de recherche et
. EIt(G) < Elt (r) < Elt(D)
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[ Exemple ]

2/4\5
NN

3

/ N\

UMLV &
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|ndeX UMLV &

Index (texte) = liste de (mot, I,..., I,)
® en ordre croissant des mots

\( *l,,..., I, numéros des lignes ou apparait mot
| mot | | |

*Lie—> T k|9
¥ ~N -

fonction INDEX (t texte) : liste de noms ;
début
A- Ens vide;x- lire mot(t); I- 1 ;
tant que x1! FF faire
{ si x=FL alors |- I+1;
sinon A -~ Ajouter (A, x, ) ;
X = lire_mot (t) ;
}
retour (SYM (A)) ;
fin .
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, UMLV a
[ Elément ? ]

Elément (A, x) = vrai ssi x est étiquette d’'un noeud de A (abr)

Elément (A, x) =
faux si A vide
vrai SiX=y
Elément (G(A), x) SiX <y
Elément (DA), X) Si X >y

Calcul en O(Hauteur(A))
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[ Recherche itérative ]

UMLV &

-
A"

I|He
I|He

P19
==

fonction Place (A abr, x élément) : adresse ;

début
p - Racine (A) ;
tantque p?t nilet x?* Elt (p) faire
siXx<Elt(p) alors p~ p®g;
sinonp-~ p®d;
retour (p) ;
fin

IHe
e
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NE UMLV &

[ avec sentinelle

fonction Place (A abr, x élément) : adresse ;
[* version itérative, avec sentinelle s */

début
p = Racine(A) ;s— Elt = x; S
tant que x1! Elt (p) faire
six<Elt(p)alorsp-~ p®Qg;
sinonp-~ p®d;
si p =s alors retour (nil)
sinon retour (p)
fin
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2/ 4\ 2

/\

A R

A+ = <

[ Ajout

] UMLV &

+4.5

-\

"\
R

r

-

(x, U, U)

(r, G +{x}, D)
(r, G, D +{x})
A

AN

/1\ /% é}{) /Q

si A= U, arbre vide
si X < Elt (r)

si x > Elt (1)

sinon
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UMLV &

fonction Ajouter (A abr, x élément) : abr ;
début

si Vide (A) alors
retour (arbre a 1 seul nceud d’étiquette x) ;

sinon si x <Elt (Racine (A)) alors
retour (Racine (A), Ajouter(G(A), x), D(A)) ;
sinon si x> Elt (Racine (A)) alors
retour (Racine (A), G(A), Ajouter (D(A), x)) ;
sinon retour (A); /*x= Elt (Racine (A)), rien a faire */

fin
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fonction Ajouter (A abr, x élément) : abr ;

debut

fin

A téte
avec Tete A e\>

p- A; g- p®d; dir- "d";
tant que q?t nilet x?! Elt (q) faire {
pP- q,
si X <EIlt(q) alors
{g- p®g; dir- "g";}
sinon
{g- p®d; dir~ "d";}
}
si g = nil alors {
creer une feuille g d’étiquette x ;
sidir="g" alorsp®g- g sinonp®d- q;
}
retour (A) ;

|o

Q

-

\

A®d

UMLV &

@
[}
'l

Racine (A)

_Jeo
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[ Suppression ]
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[ Suppression UMLV &

A:(F,G, D)
r,G-{x},D) SIX<EIt(r)
(r, G,D-{x}) Six>Elt(r)
A-{x}=< D six = Elt (r) et G vide
G six=Elt(r)etDvide
(r, G- {MAX (G)}, D) sinon

. avec Elt (r) =MAX (G)
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fonction Enlever (A abr, x élément) : abr ;
début

si Vide (A) alors
retour (A) ;
sinon si x < Elt (Racine (A)) alors
retour (Racine(A), Enlever (G(A), x), D(A))
sinon si x> Elt (Racine (A) ) alors
retour (Racine (A), G(A), Enlever (D(A),x) )
sinon si Vide (G(A)) alors
retour (D(A))
sinon si Vide (D(A)) alors
retour (G(A))

sinon
{ Elt (Racine (A)) = MAX (G(A)) ;

}

fin

retour ( Racine (A), Oter_max ( G(A) ), D(A) ) ;

UMLV &
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UMLV &

[ Oter_ max

/‘\!5\% ma 2 /4\‘ oter_may 4\
A/ /) &
AR K R /j:/ \;% e /j;/ \k

fonction Oter_max (A abr) : abr :
debut

si vide (D (A) ) alors
retour (G (A))

Slnorr]etour ( Racine(A), G (A), Oter_max (D (A)) ) ;

fin
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. UMLV a
Temps maximal ]

1
Insertions successives de 1, 2, ..., n \
dans I'arbre vide 2
Nombre de comparaisons de clés : \\
O+1+..+n-1 - N(n-1)
2 N

Nombre moyen de comparaisons par insertion : O(n/2)
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UMLV &

Temps moyen

Insertions successives de i, j, ... permutation de (1, 2, ..., n)

Toutes permutations de (1, 2, ..., n) équiprobables.

P (n) = moyenne du nombre de noeuds par chemin
= moyenne des 1 + niveau (i)

P(n)= %° §%+IT(P(| )+1)+%i(P(n - i)+1)§
:1+nl—2 én_ [(| 1)PG{ - 1)+ (n- i)P(n - i)]
=1+ 2.4 iP() P(n) £1,39l0g, n
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Classement par arbre uMLva

fonction TRI (L liste) : liste ;

début A - abr vide;
pour X - premier au dernier élément de L faire
A - Ajouter (A, Xx);

retour (SYM (A)) ;
fin.

Tri par double changement de représentation

Temps:

maximal O (|L| log |L|) avec abr équilibré
moyen O(|L|log |L|) avec abr ordinaire
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UMLV &

[ Arbres equilibreés ]

AVL : abr équilibrés en hauteur

- pour tout nceud p, -1 £|h(D (p))-h(G (p)) | £1

B-arbres

- toutes les feuilles sont au méme niveau

- la racine est une feuille ou possede 3 2 enfants
- tout autre nceud interne a entre a et b enfants
-et2f£a<bf£2a-1

B-arbre ordinaire ® b=2a-1
2.3-arbre

2.3.4-arbre ou arbre bicolore ou arbre rouge-noir
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[ Queue de priorite ]

Type abstrait

ensemble d 'éléments comparables
Opérations principales

AJOUTER(E, X)

OTER_MIN(E)
Implémentations

Liste triees ou non

Arbres partiellement ordonnés

(tournois, tas, heap)

UMLV &
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[Arbres partiellement ordonnes, tas] UMLVd

Implémentation d'ensembles avec
AJOUTER (A, xX)

O(log |A)
OTERMIN (A)

A arbre binaire

A arbre partiellement ordonné ssi
1 - A est parfait (complet, sauf peut-étre au dernier niveau) et
2 - pour tout noeud p ! racine

Elt (p) 3 Elt (Parent (p)) /3\
Hauteur(A) = €élog, | A| G 6/5\8 9/9\10
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3
RN
SN N
6 8 9 10 AJOUTER (A, 4)
7\ N
10 18 9
N\ PN
6/5\8 9/9\10 /\ /9\
10/ \18 9/\4 /\ /\

18
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UMLV &

[Suppression du minimum]

3 » Min
N\ \/9\
/ \ /\ OTER_MIN (A)

18
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UMLV &

mveaux..g..l.. 2 e e o /\ /\

[ Implémentation en table ]

table ?1] ...
0123 .. T /\ /\
dernier
parent (i) = §i-1)/20 sii>0
enfantgauche (i) = 2i+1 si 2i+1 £ dernier
enfantdroit (i) = 2i+2 Si 2i+2 £ dernier

t ypedef struct {
el ement tabl e[ MAX];
| nt dernier;

} Queuedepriorité;
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_ _ o UMLV 3
fonction Ajouter (t tas, x élément) : tas ; =

début
t.dernier = i -~ t.dernier+1; t[i]-~ X ;
tant que i > 1 et t.table[i] < t.table[é(i-1)/2 O faire {
échanger t.table[i] et t.table[é(-1)/2 4 ; 1—~ €(i-1)/2 G;

}
retour (t) ;
fin
fonction Oter_min (t tas non vide) : tas ;
début
t.dernier - d - tdernier-1; t.table[0] - t.table[d+1]; i—~ O;
repéter
fin - vrai;
si 2i+2 £d alors{
si t.table [2i+1] < t.table [2i+2] alors k= 2i+1 sinon k- 2i+2;
si t[i] > t.table[K] alors {
échanger t.table[i] et t.table[k] ; i= k; fin- faux;
} sinon si 2i+1=d et t.table[i] > t.table[d] alors {
échanger t.table[i] et t.table [d] ;
}
jusqu'a fin ; retour (t) ;
fin
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Tri par tas ] UMLV

fonction TRI (L liste) : liste ;
début A- tas vide;
pour X - premier au dernier éléement de L faire
A - Ajouter (A, X) ;
L' - liste vide ;
tant que non Vide (A) faire {
L'= L'E (MIN(A)); A- Oter_min(A);
}

retour (L") ;
fin

Temps maximum O(|L|log|L|)

Temps du "pour”

Q(L|log|L]) avec L = (n, n-1, ..., 3, 2, 1)
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Mise en tas globale ] uMLVa
Création d'un tas avec n éléments deéja dans la table
Transformation d 'un arbre binaire parfait en tas
5 /15\ /15\ /15\
12
SN /@\ AYA
13 9 13 11 13 11 13 11

AR N SN
VAWARANWA AWA

13 11 13 11 13 11
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fonction Mise_en_tas (tab [0 .. n-1] table ) : tas ; UMLV 3

début
pouri- €n-2)/20a 0 pas -1 faire
Entas (tab, i) ;
retour (tab,n-1) ;
fin
procédure Entas (tab[0 .. n-1] table, i indice) ;

/[* les sous-arbres de racines k sont des tas, pour i< k £n-1 */
début

Si 2i+2=n ou tab[2i+1] £ tab[2i+2] alors k- 2i+1 sinon k- 2i+2
sitab[i] > tab[k] alors {

échanger tab|i ] ettab[k];
si k £ é(n-2)/24 alors Entas (tab, k) ;

fin
Temps maximum de Entas(t, i) = O(Hauteur, (i))
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: : UMLV &
[ Temps linéaire ]

Temps (Entas, p) £a h,
nombre d 'eéchanges £ h,
nombre de comparaisons £ 2h,

2H £ n £ 2°+1-1 H = dog,nl

L'algorithme peut passer beaucoup de temps sur les noeuds
proches de la racine qui sont peu hombreux

mais il passe peu de temps sur les élements profonds dans l'arbre
qui sont tres nombreux
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Temps (Mise_en_tas, n)

faHl+aH-1)2+ ..+a(H-i2 +..+al2""

H-1 1 1 H
o o H-| H-| k
fag (H-i)2 =a2" g
i=0 i=0 k=1
s k 1 2 3 4 B
A7 274 e e T
=1 2 1 Théoreme : l'algorithme de
= l+ £+ £+ i+__ =1 mise en tas fonctionne en
2 4 8 16 + O
1 1 1 1 temps O(n)
+ —+ —+ —+ ., = =
4 8 16 2 4
1 1 1
+ —+ —+ . = =
8 16 4 +
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