UMLV a
Arbres recouvrants

Calcul d’'un arbre de codt minimal
recouvrant un graphe connexe

Applications conception de réseaux
(téléphonique, électrique, d'intercommunication,...)
et étude de leur fonctionnement

Algorithmes
de Prim o(n?)
(adapté aux matrices d’'adjacence)
de Kruskal O(alog a)

(adapté aux listes de successeurs
et graphes contenant peu d’'arétes)
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: . UMLV-&
G=(S, A)

S sommets card S=n
A arétes card A=a
A ={{s,t}, ...} st t,... (pas de boucle)

chemin : ({a,b}, {b,c}, {c,d}, {d,b}, {b,a})
chemin simple : ({a,b}, {b,c}, {c,d})
cycle simple : ({a,b}, {b,d}, {d,c}, {c,a})

Chemin : c = ({s¢.81}, {8152} -+, §Sk.1nSk}) ol les {s;;,s}1 A
Chemin simple

les sommets intermédiaires n'apparaissent qu’une seule fois
Cycle simple

chemin simple avec s, = s,
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UMLV a
Sous-graphe ’

Graphe non orienté G = (S, A) /

Sous-graphe
G'l G:G'graphe (S', A)
avecS'| SetA'l A

Sous-graphe recouvrant
siS'=S

Arbre

graphe connexe sans cycle (simple)
Arbre recouvrant pour G

sous-graphe recouvrant qui est un arbre
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Matrice d'adjacence
(symétrique)

Listes de successeurs
(redondantes)
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' Probleme ARCM bnva.

Graphe valué G = (S, A,v) avec valuation v:A® R
non-orienté et connexe

Colt d'un sous-graphe G' = (S’, A): S (v(p.q) | (p.a) T A)

Probléme : déterminer un ARCM, arbre recouvrant de co(t
minimal pour G

co(t =14
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i Arbre recouvrant l Lm&

Graphe non-orienté et connexe G = (S, A) card S=n
T = (S, B) arbre recouvrant pour G

Propriétés

T possede n-1 arétes : card B = n-1
si{p, q}1 A-Balors H= (S, B + {u,v}) posséde un cycle

cardS=6

cardB=5
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Coupure UMLY 3

Graphe valué G = (S, A, v) non-orienté et connexe
{P, Q} partition de S

Théoreme
si {p, g} une aréte de colt minimal entre P et Q
il existe un ARCM qui contient {p, g}
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Preuve
Soit {p, g} une aréte de colt minimal entre P et Q

pl P ql Q
Soit T = (S, B) un ARCM pour G

si {p,g}T B terminé

sinon
H = (S, B + {p, q}) contient un cycle
ce cycle contient {u, v}T B, ul P, vi V
soitT'=(S,B-{u,v}+{p,q}
T’ est un arbre recouvrant et
colt (T') £ colt (T) P colt (T’) = codt (T)
donc {p, g} contenu dans TARCM T’
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' Algorithmes gloutons ‘M

Traitement séquentiel des données
avec optimisation locale
Mais ne donne pas en général I'optimalité globale

Plus court cheminde aac ?

Optimalité pour
- rendeur de monnaie
- codage de Huffman
- algorithme de Dijkstra
- ARCM par algorithmes
de Prim et de Kruskal
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Calcul d'un ARCM :
faire grossir un sous-arbre jusqu'au recouvrement du graphe

Exemple
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[Exemple (suite) UmLva

ARCM 5
colt = 14 @
3 3 2
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arbre PRIM( graphe ({1, 2, ..., n}, A, v) ) {

T - {1}

B - A&;

tant que cardT<n faire {
{p,q} - aréte de colt minimal

tellequepl Tetql T;

T~ T+{a};

} B~ B+{p,q};

retour (T,B);

}

Temps d’exécution : O(n2) au moyen de deux tables
indexées par les sommets
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' Imelémentation

Tables pr oche et colt pour trouver l'aréte {p, q}

[}MLV&

ql T proche[q) = pT T
) ssiv(p, @) =min{v(p,q)|p'l T}
ql T coat[qg] = v(proche[q], )
ql T coat[q] = +¥
///@\\4\ a b d e f
< i A roche
. i /EV?Q p a al ala
3\\ /i\ ,/2 0
\ 5/ N colt |[¥ | 1 31 5|5
&
613
6/@\4\_ a—b d—re—ri
@\5\ h /5/,%) proche a a | ajla
3 ‘5/ \3\ 12 colt |¥ | 1 31 515
6 @ .
ajout de b et {a, b}
& “\@ a_ b d e f
Q\‘S\ /5// ; proche a a ala
\\ { II
3 \\ // \\3 /2 R
d \® colt |¥ |¥ 31515
6

Temps ()( 1+card A(h) )

614



'Méthode de Kruskal (1956) UmLva

Calcul d'un ARCM :
réunir deux sous-arbres disjoints par une aréte de colt minimal

Exemple
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ARCM
colt=14
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Algorithme de Kruskal UMLV &

arbre KRUSKAL( graphe ({1, 2, ...,n}, A, v) ) {

Partition - {{1}, {2}, ..., {n} };

B - A;

tant que card Partition>1 faire {
{p, q} -~ aréte de colt minimal telle que

CLASSE(p)* CLASSE(q) ;

B- B+{pa};
remplacer dans Partition CLASSE(p) et
CLASSE(q) par leur UNI ON ;

}
retour (({1,2,..,n},B);

}

Temps d’exécution : O(card A.log card A) avec gestion
efficace de la partition : type abstrait CLASSE- UNI ON

617

~1 ASSE / UNION UMLEV-&

Gestion d’une partition de {1, 2, ..., n} avec les
opérations principales
CLASSE : numéro de classe d’'un élément
UNI ON : union de classes disjointes

Implémentations possibles
1. table simple
2. arbres
3. idem + compression de chemins

Exemple n=7

soit1° 2: {1, 2} {3} {4} {5} {6} {7}
SOit5° 6 {1,2} {3} {4} {5, 6} {7}
soit3° 4 {1, 2} {3,4} {5, 6} {7}
soit1° 4 {1, 2, 3,4} {5, 6} {7}

est-ce que 2° 3? ouicar 2 et 3 dans la méme classe
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Par table simple | UMLY &

CLASSE | 1|1 (3|3 |5|5 |7 représente {1,2} {3,4} {5,6} {7}

UNI ON des classes (disjointes) de p et q

{ X - CLASSE[p]; y - CLASSE[q];
pour k = lanfaire Temps
Si CLASSE [K]=y al ors CLASSE : constant
CLASSE [K] = X : UNI ON : O(n)
}

CLASSE | 1|1 |1 |1|5|5 |7 représente {1,2,3,4} {5,6} {7}
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partition {12y {34} {56} {7}
CLASSE, TAI LLE
arbres @ 234757677
pL-lg |- [3[-151]-

CLASSE(i){

k- i - Temps

tant que P[k]définifairek- P[Kk]; CLASSE : O(n)
| retour (CLASSEK] ) ; UNIL ON : constant
partition {1,2,3,4} {56} {7}

H
N
o
NS
4]
P
N

CLASSE, TAI LLE 14 5271
arbres QP @
OV © LLLETTET
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. UMLV a
Union des arbres

Eviter des arbres filiformes pour réduire
le temps de calcul de CLASSE( i)

Stratégie pour UNI ON: toujours mettre
le petit arbre enfant de la racine du gros

Temps
CLASSE : O(logn)

UNI ON : constant petite classe

grosse classe

Preuve

niveau( i ) augmente de 1 quand

unionde PetQ,card P £ card Q etil P

i.e., quand la taille de la classe de i double au moins
Ceci ne peut arriver que dog,nufois au plus
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Idée : réduire le temps de calcul de CLASSE( i)
en « aplatissant » 'arbre a chaque calcul

© mﬁ@

apres calcul
O de CLASSE( 7)

Temps de n calculs de CLASSE : O(na (n)) ,»
k fois

ou a(n) est le plus petit entier k tel que n £ 2
Preuve [Aho, Hopcroft, Ullman, 1974]
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Ackermann UMLV a

fonction A: N XN ® N définie par

A@0,y)=1 y3 0
A(1,0)=2

A(X,0)=x+2 x3 2
A(x,y) = A(A(x-1,y), y-1) x,y3 1
Propriétés

y=0 A(X,0)=x+2 x3 2
y=1 A(X,1)=2x x31

car A(1,1) = A(A(0,1),0) = A(1,0) =2
A(x,1) = A(A(x-1,1),0) = A(x-1,1)+2, . ..

y=2 A(x,2)=2% x31

car  A(1,2) =A(A(0,2),1) = A(1,1) = 2
A(X,2) = A(AX-1,2),1) = 2.A(X-1,2) , . . .
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/2
2 .
y=3 A(xX,3)=2 « tour de 2 en x exemplaires »
a (n) = plus petit k tel que n £ Ak, 3)
A(4,4) = « tour de 2 en 65536 exemplaires »

si nraisonnable, a(n) £ 4
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