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R�esum�e : Cet article propose une nouvelle approche qui exprime la fonction de radiosit�e dans
une nouvelle base de fonctions. Celle-ci est associ�ee �a un mod�ele g�eom�etrique de description
de surfaces utilisant des atlas de disco��des, c'est-�a-dire des ensembles d'�el�ements de surfaces
qui recouvrent la surface �a mod�eliser et qui peuvent se superposer mutuellement. Cette nouvelle
approche conduit �a un nouveau syst�eme d'�equations de radiosit�e dans lequel nous prenons en
compte les zones de superposition entre disco��des. La radiosit�e classique apparâ�t alors comme
un cas limite de cette approche.
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1 Introduction

Le but principal des mod�eles de rendu est de simuler eÆcacement et pr�ecis�ement les ph�enom�enes
d'illumination. Les recherches dans ce domaine se sont orient�ees vers la d�e�nition de mod�eles
globaux permettant de simuler soit l'optique g�eom�etrique [Whi80], soit le comportement �ener-
g�etique de la lumi�ere [GTGB84] voire les deux avec par exemple des algorithmes �a deux passes
[SP89] combinant la radiosit�e et le lancer de rayon. Plus r�ecemment, d'autres ph�enom�enes
complexes comme les milieux participants [RT87], les caustiques [NN94] ou encore la di�raction
ou d'autres ph�enom�enes de l'optique ondulatoire [LG95] ont �et�e abord�es.

En synth�ese d'images, les techniques de rendu sont directement li�ees �a la repr�esentation g�eom�e-
trique des objets. Par exemple, les repr�esentations �a l'aide de polygones ou de surfaces pa-
ram�etriques [FDFH90] sont bien adapt�ees �a la r�esolution des �equations de la radiosit�e alors que
les fonctions implicites [Bli82] et le mod�ele C.S.G. sont plus souvent exploit�es par les algorithmes
de lancer de rayon [Gla89].

Plus particuli�erement, le mod�ele de radiosit�e consiste �a donner une solution �a l'�equation de
rendu [Kaj86]. En g�en�eral, une analyse en �el�ements �nis est utilis�ee : la solution s'exprime dans
une base de fonctions li�ees �a un support g�eom�etrique. Nous pouvons classer ces approches
suivant deux cat�egories :

{ les solutions classiques [GTGB84] consistent �a d�ecomposer les surfaces en un ensemble
de facettes sur chacune desquelles l'�energie (la radiosit�e) est suppos�ee constante. Le bi-
lan �energ�etique de chaque facette conduit �a la d�e�nition du facteur de forme classique
et le bilan �energ�etique global implique la r�esolution d'un syst�eme d'�equations lin�eraires
[CCWG88]. Apr�es r�esolution, la fonction de radiosit�e est approximativement reconstruite
en utilisant par exemple un lissage de Gouraud. D'un point de vue \�el�ements �nis", on
d�ecompose la fonction de radiosit�e dans une base de fonctions constantes (fonctions rec-
tangles) d�e�nies localement �a chaque facette. Le principal avantage de cette m�ethode est la
simplicit�e, �a la fois des fonctions (une unique fonction constante pour chaque facette) et du
support g�eom�etrique (la facette). De plus, de nombreux termes conservent une signi�ca-
tion g�eom�etrique : le facteur de forme a par exemple une signi�cation physique (proportion
d'�energie �echang�ee entre deux facettes) et des d�eveloppements classiques (Th�eor�eme de
Stokes...) peuvent être eÆcacement utilis�es pour simpli�er les calculs [AM95]. Cependant,
les variations complexes de la fonction de radiosit�e ne peuvent être trait�ees qu'en sub-
divisant plus �nement le support g�eom�etrique. De même, ces m�ethodes impliquent des



structures de donn�ees complexes pour conserver les contraintes topologiques de la sur-
face, particuli�erement lors de l'utilisation de repr�esentations hi�erarchiques [HSA91] ou de
m�ethodes de subdivisions adaptatives [CF90].

{ Des travaux plus r�ecents ont utilis�e d'autres bases de fonctions facilement int�egrables.
H.R. Zatz dans [Zat93] propose de d�ecomposer la fonction de radiosit�e dans un ensemble
de fonctions polynomiales (polynomes de Legendre) alors que Gorthler et al. exploitent des
techniques d'analyse en ondelettes [GSCH93]. Une d�e�nition param�etrique de la surface
est utilis�ee comme support de chaque fonction de base. Sous cette hypoth�ese, on perd
les avantages li�es �a la connaissance d'un support local car on travaille dans un espace
param�etrique. Cette m�ethode perd de son int�erêt lorsque la fonction de radiosit�e admet des
variations complexes qui imposent d'augmenter consid�erablement le nombre de fonctions
de base.

Nous proposons dans cette article un nouveau mod�ele de radiosit�e qui r�epond eÆcacement �a
plusieurs de ces probl�emes. Une premi�ere partie de cet article (section 2) expose cette nouvelle
approche alors que la section 3 pr�esente les probl�emes de programmation de ce mod�ele. La
derni�ere partie de cette article (section 4) pr�esente en�n quelques r�esultats.

2 Un nouveau mod�ele de radiosit�e

2.1 Une nouvelle base de fonctions avec support local

Dans un pr�ec�edent article [AMP99], nous avons propos�e une nouvelle approche de mod�elisation
et de rendu des surfaces complexes. Dans ce mod�ele, chaque surface est d�e�nie comme un atlas
de disco��des recouvrants, c'est-�a-dire un ensemble de NS �el�ements de surfaces fDi; i = 1 : : :NSg
v�eri�ant les propri�et�es suivantes. Les disco��des :

{ sont des surfaces ouvertes (pas n�ecessairement planes) ;

{ approchent localement la surface ;

{ peuvent se superposer;

{ recouvrent compl�etement la surface.

La �gure 1 montre deux exemples de surfaces d�e�nies par des atlas de disco��des.

(a) (b)

Fig. 1 { Disco��des d�ecrivant une surface plane
(a) et une surface complexe (b).

Comme nous le d�etaillons dans la section 4.1,
ce mod�ele constitue une alternative interes-
sante �a l'utilisation de maillages de facettes
car il simpli�e la complexit�e g�eom�etrique en
diminuant les contraintes topologiques. Plu-
sieurs probl�emes li�es �a la construction et
au stockage des surfaces complexes dispa-
raissent alors.

Dans cette partie, nous proposons d'utiliser
les atlas de disco��des comme le support g�eom�etrique d'une nouvelle base de fonctions. Ainsi,
pour chaque point M de la surface, la luminance L(M) s'exprime dans une base de fonctions
�i associ�ees �a l'ensemble des N disques recouvrant M (cf. �gure 2) suivant la relation :

L(M) =

NX
i=1

Li(M)�i(M) (1)

o�u pour chaque disco��de Di:

{ �i(M) peut être vu comme la probabilit�e de pr�esence en M du disco��de Di parmi les NS

disco��des de l'atlas.

{ Li(M) sont les coeÆcients associ�es �a chaque fonction �i(M).



M

Fig. 2 { Seuls des disco��des gris re-
couvrent le point M .

La d�e�nition de la fonction �i(M) implique :

�
�i(M) > 0 if M 2 Di

�i(M) = 0 if M =2 Di
et

NX
i=1

�i(M) = 1

A�n de simpli�er l'expression de la fonction de
pr�esence �i(M), nous associons �a chaque disco��de Di

une fonction �i(M) qui v�eri�e :

�
�i(M) > 0 if M 2 Di

�i(M) = 0 if M =2 Di

et nous d�e�nissons :

�i(M) =
�i(M)PN
j=1 �j(M)

Sous l'hypoth�ese que �i(M) est nul �a l'ext�erieur du disco��deDi, l'�equation (1) peut aussi s'�ecrire
sous la forme :

L(M) =
X

i=M2Di

Li(M)�i(M) (2)

Cette solution nous permet de pro�ter des avantages des deux cat�egories de solutions pr�ec�eden-
tes :

{ du fait de l'association d'une fonction �i(M) unique pour chaque disco��de (son support
local), il n'est pas n�ecessaire de d�e�nir une repr�esentation param�etrique de la surface.

{ Dans une zone de superposition, c'est-�a-dire au point M recouvert par un ensemble de
disco��des, le nombre de fonctions utilis�ees pour exprimer F (M) varie en fonction de l'or-
ganisation g�eom�etrique des disco��des en M . Cela repr�esente un avantage par rapport au
mod�ele de Galerkin qui consid�ere un nombre constant de fonctions en chaque point de la
surface.

Fig. 3 { Un exemple simple de recons-
truction de L(M).

La �gure 3 repr�esente deux disques coplanaires ad-
mettant une zone de superposition. Nous supposons
que la luminance (ou la couleur) Li(M) de chaque
disco��de est connue : constante, rouge pour le pre-
mier disque et verte pour le second et nous appli-
quons l'�equation (2) pour reconstruire la fonction de
luminance sur l'ensemble des deux disques. Dans la
�gure 3a, nous utilisons une fonction �i extrêmement
simple : constante et �egale �a 1 pour chaque point du
disque et nulle �a l'ext�erieur du disque. L'application
de l'�equation (2) g�en�ere une zone de superposition
uniforme, d'une luminance (couleur) obtenue comme
la moyenne des luminances des disques. Si �i est �a pr�esent une fonction qui varie continuement
de 1 au centre du disque �a 0 sur sa p�eriph�erie, il est simple de v�eri�er que L(M) varie aussi
continuement d'une couleur �a l'autre dans la zone de superposition (cf. �gure 3b).

2.2 Formulation du mod�ele de radiosit�e

Dans cette partie, nous consid�erons que chaque surface d�ecrivant la sc�ene est repr�esent�ee par un
atlas de disco��des et nous pr�esentons un mod�ele de radiosit�e qui tient compte de cette hypoth�ese.
La m�ethode que nous proposons ici est similaire �a celle d�evelopp�ee pour d�e�nir un mod�ele de
radiosit�e classique : un bilan �energ�etique nous permet de calculer la valeur de radiosit�e (suppos�ee
constante) de chaque disco��de.



2.2.1 R�e�ecriture de l'�equation de rendu

Dk

Mj

Sj

Dh
M
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Fig. 4 { G�eom�etrie des �echanges �ener-
g�etiques entre disco��des.

Consid�erant un pointM d'une surface S (cf. �gure 4),
l'�energie quittant ce point s'exprime de fa�con classique
[SP94] par le bilan �energ�etique suivant exprim�e en
terme de radiosit�e par :

B(M) = E(M) + �(M)H(M) (3)

o�u E(M) est la radiosit�e propre (exitance), �(M) est
le coeÆcient de r�e
exion di�use et H(M) l'�eclaire-
ment de M , c'est-�a-dire :

H(M) =
X
j

Z
Sj

B(Mj)F (M;Mj)dMj

o�u Mj est un point de la surface Sj et F (M;Mj) repr�esente le facteur de forme classique entre
deux surfaces �el�ementaires centr�ees en M et Mj . Il inclut un terme de visibilit�e impliquant
F (M;Mj) = 0 s'il existe un autre objet entre les points M et Mj . L'�equation (2) est utilis�ee
pour exprimer la radiosit�e, le coeÆcient de di�usion et l'�emission propre de M . Nous obtenons
donc :

B(M) =
X

i=M2Di

�i(M)Bi(M) E(M) =
X

i=M2Di

�i(M)Ei(M) �(M) =
X

i=M2Di

�i(M)�i(M)

o�u l'indice i identi�e les disco��des Di de S recouvrant M (cf. �gure 4).

En rempla�cant ces expressions dans l'�equation (3), on obtient :

X
i=M2Di

�i(M)Bi(M) =
X

i=M2Di

�i(M)Ei(M) +H(M)
X

i=M2Di

�i(M)�i(M) (4)

Comme en radiosit�e classique, le probl�eme revient �a d�eterminer les coeÆcients Bi. Pour simpli-
�er le d�eveloppement, traitons les di��erents termes de l'�equation (4) s�epar�ement.

2.2.2 D�eveloppement de H(M)

Tout d'abord, consid�erons H(M) et rempla�cons B(Mj) par son expression pour obtenir :

H(M) =
X
j

Z
Sj

X
k=Mj2Dk

�k(Mj)Bk(Mj)F (M;Mj)dMj

o�u k identi�e les disco��des qui recouvrent le point Mj . La fonction de pr�esence �k(Mj) �etant
nulle en dehors du disco��de Dk, nous pouvons �ecrire :

H(M) =
X
j

X
k=Dk2Sj

Z
Dk

�k(Mj)Bk(Mj)F (M;Mj)dMj

En�n, si ND est le nombre total de disco��des de la sc�ene, cette expression peut être r�e�ecrite en
simpli�ant la double somme en :

H(M) =

NDX
k=1

Z
Dk

�k(P )Bk(P )F (M;P )dP (5)

o�u P repr�esente un point quelconque d'une surface Sj et o�u k identi�e �a pr�esent chacun des
disco��des de toute la sc�ene.



2.2.3 Une nouvelle �equation de radiosit�e

La derni�ere �etape consiste �a int�egrer l'�equation (4) sur la surface du disco��de Dh de S (cf. �gure
4), a�n d'obtenir la radiosit�e de chaque disco��de.

Z
Dh

X
i=M2Di

�i(M)Bi(M)dM =

Z
Dh

X
i=M2Di

�i(M)Ei(M)dM

+

Z
Dh

X
i=M2Di

�i(M)�i(M)H(M)dM
(6)

Nous d�eveloppons tout d'abord :

I1 =

Z
Dh

X
i=M2Di

�i(M)Bi(M)dM (7)

En consid�erant des zones de superposition homog�enes du disco��de Dh, l'�equation (7) devient :

I1 =
X

i=Di\Dh 6=;

Z
Dh

�i(M)Bi(M)dM (8)

Cette expression est exacte dans le cas de surfaces planes, mais doit être approch�ee dans le cas
g�en�eral.

Nous d�eveloppons �a pr�esent :

I2 =

Z
Dh

X
i=M2Di

�i(M)�i(M)H(M)dM

En rempla�cant �(M) par une expression similaire �a l'�equation (8) et H(M) par l'expression (5),
nous obtenons :

I2 =
X

i=Di\Dh 6=;

Z
Dh

�i(M)�i(M)�
NDX
k=1

Z
Dk

�k(P )Bk(P )F (M;P )dPdM

Si nous supposons que les termes de radiosit�e, d'�emission propre et de di�usion sont constants
sur chaque disco��de de fa�con analogue au mod�ele de radiosit�e classique (Bi(M) = Bi, Ei(M) =
Ei et �i(M) = �i), l'�equation (6) devient :

X
i=Di\Dh 6=;

Bi

Z
Dh

�i(M)dM =
X

i=Di\Dh 6=;

Ei

Z
Dh

�i(M)dM+

X
i=Di\Dh 6=;

�i

NDX
k=1

Bk

Z
Dh

Z
Dk

�i(M)�k(N)F (M;P )dPdM

En d�e�nissant : cih =
R
Dh

�i(M)dM et

Fihjk =

Z
Dh

Z
Dk

�i(M)�k(P )F (M;P )dPdM

un nouveau facteur de forme entre la zone Di \ Dh et un autre disque Dk, nous obtenons
�nalement pour chaque disco��de Dh :

X
i=Di\Dh 6=;

Bicih =
X

i=Di\Dh 6=;

Eicih +
X

i=Di\Dh 6=;

�i

NDX
k=1

BkFihjk (9)



2.3 Repr�esentation matricielle

L'expression de l'�equation (9) pour chaque disco��de Dh induit un syst�eme d'�equations que
nous �ecrivons ici sous forme matricielle. Consid�erant que, pour chaque disco��de, cih est nul si
Di \Dh = ; nous obtenons :

NDX
i=1

0
@cih � X

j=Dj\Dh 6=;

�jFjhji

1
ABi =

NDX
i=1

cihEi

que l'on peut exprimer �nalement sous la forme M �B = C �E avec

Mih = cih �
X

j=Dj\Dh 6=;

�jFjhji

2.4 Cas limite : la radiosit�e classique

Il est int�eressant de constater que ce nouveau bilan �energ�etique est une g�en�eralisation de la
radiosit�e classique. L'�equation (9) se simpli�e dans le cas limite d'un maillage de facettes pour
retrouver l'expression de la radiosit�e classique. Si les aires des zones de superposition tendent
vers 0, seul le disco��de Dh admet une zone de superposition avec lui-même. Ainsi l'�equation (9)
devient :

Bhchh = Ehchh + �h

NDX
k=1

BkFhhjk

De même, la fonction de pr�esence �i(M) �etant constante, �egale �a 1 pour chaque point M de
Dh, on obtient :

chh =

Z
Dh

�h(M)dM = Ah

o�u Ah est la surface du disco��de Dh.

Pour les mêmes raisons, l'expression du nouveau facteur de forme Fhhjk se simpli�e en :

Fhhjk = AhFhk

o�u Fhk est le facteur de forme classique entre les deux facettes identi��ees par les indices h et k.

Nous retrouvons �nalement l'�equation de la radiosit�e classique :

AhBh = AhEh +Ah�h

NDX
k=1

BkFhk

3 Implantation

Dans cette partie, nous d�ecrivons comment implanter ce mod�ele de radiosit�e. Comme en radio-
sit�e classique, nous utilisons un algorithme �a deux passes. La premi�ere passe consiste �a r�esoudre
le syst�eme d'�equations de radiosit�e (9), et la seconde passe utilise un algorithme d�ependant du
point de vue pour g�en�erer l'image �nale.

Une approche similaire �a la m�ethode des raÆnements progressifs [CCWG88] peut être d�evelop-
p�ee pour r�ealiser la premi�ere passe. Nous exprimons pour cela la contribution de la radiosit�e
latente de Dk �a la radiosit�e (et �a la radiosit�e latente) de tous les autres disco��des Dh. Mais
contrairement �a la m�ethode classique, cette �energie doit être distribu�ee sur tous les disco��des
qui recouvrentDh (incluant Dh lui-même). La contribution de radiosit�e latente �Bk du disco��de
Dk sur la radiosit�e des disco��des superposant Dh est d�e�nie par :

EC =
X

i=Di\Dh 6=;

�iFihjk�Bk



Cette �energie doit être distribu�ee aux disco��des admettant une zone de superposition avec Dh

de fa�con �a v�eri�er la relation : X
i=Di\Dh 6=;

�Bicih = EC

Comme cih peut être assimil�e �a la surface Di \ Dh illumin�ee par Dk, cette surface �emet une
proportion cih=

P
j=Dj\Dh 6=;

cjh de l'�energie EC. Cette variation d'�energie correspond �a une
variation de radiosit�e du disco��de Di :

�Bi =
cihP

j=Dj\Dh 6=;
cjh

EC

Ai

Nous en d�eduisons l'algorithme suivant :
// initialisation

pour chaque discoide Dh

faire

DeltaBh = Eh

Bh = Eh

fait

// raffinements successifs

repeter

// selection de l'emetteur Dk

Dk = discoide de valeur Ckk*DeltaBk maxi

// calcule de SumCjh

pour chaque discoide Dh

faire

SumCjh = 0

pour chaque discoide Dj recouvrant Dh

faire

sumCjh += Cjh

fait

// energie totale recue par Dh

Ec = 0

pour chaque discoide Di recouvrant Dh

faire

calculer Fihk

Ec += Fihk*Rhoi*DeltaBk

fait

// repartition de l'energie

pour chaque discoide Di recouvrant Dh

faire

Drad = Ec*Cih/(SumCih*Ai)

Bi += Drad

DeltaBi += Drad

fait

fait

// place la radiosite latente de Dk a 0

DeltaBk = 0

jusqu'a convergence

4 R�esultats et discussion

4.1 Consid�erations g�eom�etriques

Fig. 5 { Geometrie des disco��des.

La �gure 5 pr�esente la disposition et la forme
des disco��des dans une sc�ene simple constitu�ee
d'une pi�ece contenant un cube �eclair�e par
un spot. Nous utilisons ici deux types de
disco��des : des disques et des carr�es. Les
disco��des carr�es nous permettent de d�e�nir
pr�ecis�ement les arêtes du cube int�erieur mais
d'autres mod�elisations sont toujours possibles
(en utilisant par exemple des disques de petite
taille pour construire les arêtes).

La mod�elisation �a l'aide d'atlas de disco��des
laisse une grande libert�e de choix pour la
taille, la forme et la disposition des disco��des.
Par exemple, une disposition r�eguli�ere n'est
pas forc�ement la meilleure solution, et de plus
une disposition al�eatoire ne change pas la
complexit�e du traitement.

Ce nouveau mod�ele simpli�e la complexit�e
g�eom�etrique en r�eduisant les contraintes topo-
logiques entre les di��erents disco��des. Par cons�equent de nombreux probl�emes de construction
g�eom�etrique et de stockage disparaissent. Chaque surface est d�e�nie par une simple liste de
disco��des. De même, les surfaces, qu'elles soient simples (plans) ou complexes (cf. �gures 6, 7
et 9) sont d�e�nies de fa�con analogues et sont rendues par le même algorithme.



Fig. 6 { Un tas de sable.

La �gure 6 pr�esente une salle dans la-
quelle est plac�e un tas de sable �eclair�e par
deux sources (une �a gauche et une au pla-
fond). La �gure 7 repr�esente une sc�ene d'une
grotte ou les parois et le sol sont d�e�nis
par des atlas de disques. Les disques sont
plac�es r�eguli�erement sur la parois et leur
orientation est bruit�ee de fa�con rendre les
irr�egularit�es de la roche. En�n, la �gure 9
montre l'int�erieur d'un tunnel �eclair�e par
plusieurs sources plac�ees sur la paroi.

4.2 Le rendu

Il est aussi int�eressant de remarquer que
di��erents niveaux de rendu sont obtenus en
utilisant le même algorithme mais en choi-
sissant di��erentes fonctions �.

Fig. 7 { Une grotte.

La �gure 8a montre la sc�ene de la �gure 5
rendue en utilisant une fonction constante
pour chaque disco��de. Ce choix met en
�evidence les zones de superposition entre les
disco��des. Dans l'image 8b, nous utilisons
une fonction � qui varie continuement de-
puis 1 au centre du disque jusqu'�a 0 sur la
p�eriph�erie de chaque disque a�n d'obtenir
un rendu plus r�ealiste similaire �a un lissage
de Gouraud.

En radiosit�e classique, di��erents d�efauts vi-
suels apparaissent dans les directions pr�e-
pond�erentes du maillage de facettes poly-
gonales lors du lissage de Gouraud. Ces
d�efauts sont �evit�es dans notre m�ethode par
l'utilisation de disco��des circulaires qui n'admettent pas de directions pr�epond�erentes.

Fig. 8 { Cas d'une fonction �i constante (a) puis variant de 1 �a 0 (b)



Fig. 9 { l'int�erieur d'un tunnel.

Les temps de calcul sont similaires �a ceux
obtenus avec un algorithme de radiosit�e
classique. Par exemple, si on consid�ere la
sc�ene de la �gure 9 compos�ee de 6400
disques, une it�eration de raÆnements suc-
cessifs dure en moyenne environ 15 secondes
(�evalu�e sur un Pentium II 450). Le calcul
des coeÆcients g�eom�etriques cij peut être
r�ealis�e pr�ealablement au rendu, il n�ecessite
des temps de calcul assez important : envi-
ron 4 minutes dans ce cas.

La complexit�e d'une it�eration de r�esolution
par raÆnements successifs en radiosit�e clas-
sique est O(nombre de facettes), la com-
plexit�e de cette même it�eration avec notre algorithme est O(ND). Cependant, il s'av�ere dans la
pratique que nous avons besoin de moins de disco��des que de facettes pour obtenir un r�esultat
�equivalent ([AMP99]) car le \niveau de d�etail" d�epend plus de la taille des zones de superposi-
tion entre disco��des que du nombre de disco��des.

5 Conclusion

Dans cet article, nous pr�esentons une nouvelle approche permettant le rendu d'une grande
vari�et�e de surfaces. Un nouveau mod�ele g�eom�etrique (les atlas de disco��des) nous permet de
d�e�nir une nouvelle base de fonctions pour r�esoudre l'�equation de rendu. Cette m�ethode permet
de g�en�eraliser le mod�ele de radiosit�e classique.
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