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Exemples de spécifications combinatoires

des arbres binaires planaires :
B = Z + Z × B2

des circuits série-parallèle :
S = Seq≥2(P + Z)
P = MSet≥2(S + Z)

un langage algébrique :

C0 = ZC1C2C3(C1 + C2)
C1 = Z + ZSeq(C2

1C2
3)

C2 = Z + Z2Seq(ZC2
2Seq(Z))Seq(C2)

C3 = Z + Z(3Z + Z2 + Z2C1C3)Seq(C2
1)
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des circuits série-parallèle :
S = Seq≥2(P + Z)
P = MSet≥2(S + Z)

un langage algébrique :

C0(z) = zC1(z)C2(z)C3(z)(C1(z) + C2(z))
C1(z) = z + z/(1− C1(z)2C3(z)2)
C2(z) = z + z2/((1− zC2(z)2/(1− z))(1− C2(z)))
C3(z) = z + z(3z + z2 + z2C1(z)C3(z))/(1− C2

1 (z))
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Exemples de spécifications combinatoires

des arbres binaires planaires :
B = Z + Z × B2

des circuits série-parallèle :
S = Seq≥2(P + Z)
P = MSet≥2(S + Z)

un langage algébrique : pour z = 0.1

C0 = C0(0.1) = 0.1C1C2C3(C1 + C2)
C1 = C1(0.1) = 0.1 + 0.1/(1− C2

1C2
3 )

C2 = C2(0.1) = 0.1 + 0.01/((1− C2
2/9)(1− C2))

C3 = C3(0.1) = 0.1 + 0.1(0.31 + 0.01C1C3)/(1− C2
1 )
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Conclusion

Exemples

les arbres binaires planaires : Z = Z + Z × Y 2

un langage algébrique : pour x = 0.1

C0 = C0(0.1) =
0.001C2C4

(1− C2
3/(1− C1/(1− C2)))(1− C3C4)

C1 = C1(0.1) = 0.1 + 0.1C1(1/(1− 0.01C3C1) + C1)
C2 = C2(0.1) = 0.1 + 0.1/(1− (0.1C1 + 0.11)C2

1 )
C4 = C4(0.1) = 0.1 + 0.12/(1− 0.1C2

2/(1− C4))
C3 = C3(0.1) = 0.1 + 0.1(C1C4 + 0.1)

des circuits série-parallèle :
S = Seq≥2(P + Z)
P = MSet≥2(S + Z)

grammaires XML
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Introduction

Modèle de Boltzmann de paramètre x > ρ :
tirage d’un objet c de la classe C avec la probabilité :

Px(c) = x|c|

C(x)

C0(x)
où C(x) =

X

c∈C
x|c| =

X

n≥0

cnxn est la valeur de la série

génératrice de C évaluée en x.
Systèmes combinatoires :

constructions ”classiques” : +,×,Sequence,Set,Cycle
étiqueté / non étiqueté
récursion
pas nécessairement de forme close

Calculer l’oracle numériquement.
Carine Pivoteau 2/20
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Modèle de Boltzmann de paramètre x > ρ :
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C0(z) = 18z5 + 90z6 + 222z7 + 1032z8 + 4446z9 + 23184z10 + 126492z11 + 732264z12 + . . .
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Proposition
L’itération de Newton converge
(rapidement) vers la solution.

Approche

convergence de
l’itération numérique

⇑
évaluation des séries
de dénombrement

⇑
système d’équations

combinatoires
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Résultat

Théorème (2008)

Pour tout système combinatoire Y = H(Z,Y ) bien
fondé, l’itération de Newton :

converge quadratiquement vers l’espèce solution,

calcule les suites d’énumération en complexité
quasi optimale par rapport au nombre de
coefficients,

fournit un oracle numérique dont la convergence
est asymptotiquement quadratique.

F bonus : itération de Newton optimisée.

Structures 
combinatoires

Séries 
génératrices

Évaluation 
numérique
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Structures combinatoires
Séries génératrices
Valeurs numériques

Calculer la solution
par itération
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Séries génératrices
Valeurs numériques

Cadre combinatoire

Théorème (Espèces implicites, Joyal 81)

Le système combinatoire

Y1 = H1(Z, Y1, Y2, . . . , Ym)
Y2 = H2(Z, Y1, Y2, . . . , Ym)
...

...
Ym = Hm(Z, Y1, Y2, . . . , Ym)

admet une unique solution dès que :

la matrice jacobienne ∂H
∂Y (0,0) est nilpotente

H(0,0) = 0.

Carine Pivoteau 8/21
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Structures combinatoires
Séries génératrices
Valeurs numériques

Exemple : les arbres binaires

Y = Z + Z × Y 2 Y = H(Z, Y )

Yk+1 = Z + Z × Y 2
k Itération : Yk+1 = H(Z, Yk)

Y0 = 0 Y1 = Y2 = +
1 3

Y3 = + +
5

Y4 = + +
7
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Structures combinatoires
Séries génératrices
Valeurs numériques

Séries génératrices

Y (z) = z + zŶ 2(z) Ŷ (z) = H(z, Ŷ (z))

Ŷk+1(z) = z + zŶk(z)2 Itération : Ŷk+1(z) = H(z, Ŷk(z))

Ŷ0(z) = 0
Ŷ1(z) = z

Ŷ2(z) = z + z3

Ŷ3(z) = z + z3 + 2z5 + z7

Ŷ4(z) = z + z3 + 2z5 + 5z7 + 6z9 + 6z11 + 4z13 + z15

Ŷ5(z) = z + z3 + 2z5 + 5z7 + 14z9 + 26z11 + 44z13 + 69z15

Ŷ (z) = z + z3 + 2z5 + 5z7 + 14z9 + 42z11 + 132z13 + 429z15 + . . .

convergence pour les structures ⇒ convergence pour les séries
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Structures combinatoires
Séries génératrices
Valeurs numériques

Itération numérique

Y (x) = x + xY 2(x) Y (x) = H(x, Y (x))

Yk+1 = 0.2 + 0.2Y 2
k Itération : Yk+1(x) = H(x, Yk(x))

Y0 = Ŷ0(0.2) = 0
Y1 = Ŷ1(0.2) = 0.2
Y2 = Ŷ2(0.2) = 0.208
Y3 = Ŷ3(0.2) = 0.2086528
Y4 = Ŷ4(0.2) = 0.208707198189568 . . .

Y5 = Ŷ5(0.2) = 0.2087117389152279 . . .

Y = Ŷ (0.2) = 0.2087121525220799 . . .

pour toute valeur de x < ρ

itération numérique ⇔ évaluer la série solution en x.
Carine Pivoteau 11/21
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Structures combinatoires
Séries génératrices
Valeurs numériques

Structures 
combinatoires

Séries 
génératrices

Évaluation 
numérique

Y0

Y1

Y2

Y3

Y4

Y5
...

-1 -0.5 0 0.5 1
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Itération
Newton

Conclusion

Méthode de Newton
Contribution

Itération de Newton
fx(y) = x + xy2(x)− y(x)

Carine Pivoteau 12/20

← exemple univarié : y(x) = x + xy2(x)
fx(y) = x + xy2(x)− y(x)

Itération : yk+1 = yk −
fx(yk)
f ′

x(yk)
= yk −

fx(yk)
1− h′(x, yk)

→ en multivarié :

Itération : yk+1 = yk + (I − ∂h
∂y (x, yk))−1f(x, yk)

Carine Pivoteau 12/20

← exemple univarié : y(x) = x + xy2(x)
f(x, y) = x + xy2 − y

Itération : yk+1 = yk −
f(x, yk)
∂f
∂y (x, yk)

f(0.48, y)

→ en multivarié :

Itération : yk+1 = yk + (∂f
∂y (x, yk))−1f(x, yk)
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Méthode de Newton
Contribution

Itération de Newton
fx(y) = x + xy2(x)− y(x)

Carine Pivoteau 12/20
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Itération : yk+1 = yk −
(

∂f
∂y (x, yk)

)−1
f(x, yk)

Carine Pivoteau 13/21



Introduction
Itération
Newton

Principe de l’itération de Newton
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← exemple univarié : y(x) = x + xy2(x)
fx(y) = x + xy2(x)− y(x)

Itération : yk+1 = yk −
fx(yk)
f ′

x(yk)
= yk −

fx(yk)
1− h′(x, yk)

→ en multivarié :
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Convergence numérique

Y (x) = x + xY 2(x) Y (x) = H(x, Y (x))

Itération : Yk+1 = Yk + (I − ∂H
∂Y (x, Yk))−1(H(x, Yk)− Yk)

pour x = 0.48, Yk+1 = Yk + 1
1−0.96Yk

(0.48 + 0.48Y 2
k − Yk)

Y0 = 0
Y1 = 0.48
Y2 = 0.68510385756676557863501483679525 . . .
Y3 = 0.74409429531735785069315411659589 . . .
Y4 = 0.74994139686483588184679391778624 . . .
Y5 = 0.74999999411376420459420080511077 . . .
Y4 = 0.74999999999999994060382090306852 . . .
Y5 = 0.74999999999999999999999999999997 . . .

convergence asymptotiquement quadratique
Carine Pivoteau 14/21
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Newton sur les séries

Ŷ = z + zŶ 2(z) Ŷ (z) = H(z, Ŷ )

Itération : Ŷk+1 = Ŷk + (I − ∂H

∂ bY (z, Ŷk))−1(H(z, Ŷk)− Ŷk)

Ŷk+1 = Ŷk + 1

1−2z bYk
(z + zŶ 2

k − Ŷk)

Ŷ0 = 0
Ŷ1 = z

Ŷ2 = z + z3 + 2z 5 + 4z7 + 8z9 + 16z11 + 32z13 + 64z15 + . . .

Ŷ3 = z + z3 + 2z5 + 5z7 + 14z9 + 42z11 + 132z 13 + 428z15 + . . .

Ŷ4 = z + z3 + 2z5 + 5z7 + · · ·+ 2674440z 29 + 9694844z31 + . . .

Carine Pivoteau 15/21
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Dérivée combinatoire et matrice jacobienne

H(Z, Y ) = + ∂H
∂Y (Z, Y ) = +

Y YY Y

H(Z, Y ) = (H1(Z, Y ),H2(Z, Y )) = ( + , )
Y2 Y1 Y2Y1Y1 Y2

∂H
∂Y =

(
∂H1
∂Y1

∂H1
∂Y2

∂H2
∂Y1

∂H2
∂Y2

)
=


Y2 Y1

Y1Y2

Y2 Y1 Y2Y1
Y1 Y2Y1Y2


Carine Pivoteau 16/21
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Newton combinatoire pour une seule équation
(Bergeron, Décoste, Labelle, Leroux)

Itération : Yk+1 = Yk + (I − ∂H
∂Y (Z, Yk))−1(H(Yk)− Yk)

Yk+1 = Yk + Seq(2ZYk)(Z + ZY 2
k − Yk)

Y0 = 0 Y1 = H(Y1)− Y1 = Z + ZY 2
1 − Y1 = 5

5

Y2 = + + + · · ·+ + . . .

13

Y3 = Y2 + + · · ·+ + · · ·+ + . . .

Carine Pivoteau 17/21
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Newton pour un système

Itération : Yk+1 = Yk + (I − ∂H
∂Y (Z, Yk))−1 (H(Yk)− Yk)

une seule équation → séquence
plusieurs équations → éclosions combinatoires (Labelle)
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Newton pour un système

Itération : Yk+1 = Yk + (I − ∂H
∂Y (Z, Yk))−1 (H(Yk)− Yk)

une seule équation → séquence
plusieurs équations → éclosions combinatoires (Labelle)

Structures 
combinatoires

Séries 
génératrices

Évaluation 
numérique

Coefficients
(méthode rec.)

Oracle de 
Boltzmann
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Newton optimisé

F Optimisation :

Newton combinatoire pour calculer U = (I − ∂H
∂Y (Z, Yk))−1

Uk+1 = Uk + UkT k+1

T k+1 = βkUk + T 2
k

βk = ∂H
∂Y (Z, Yk)− ∂H

∂Y (Z, Yk−1)

à l’itération Yk, faire une seule étape du calcul de U .

F Gain expérimental : 2 fois plus rapide.
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Newton optimisé sur l’exemple

Yk+1 = Yk + Uk+1(Z + ZY 2
k − Yk)

Uk+1 = Uk + UkTk+1

Tk+1 = βkUk + T 2
k

βk = 2Z(Yk − Yk−1)

Yk + Uk+1(H(Yk)− Yk)
Uk + UkTk+1

βkUk + T 2
k

∂H
∂Y (Z, Yk)− ∂H

∂Y (Z, Yk−1)

Y0 = 0 Y1 =

Y2 =

Y3 = Y2 + . . . . . . . . . . . .
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Expérimentations – Extensions – Perspectives

prototype en maple
→ bibliothèque (maple et/ou autre langage)
grammaires jouet,
grammaires XML, ∼ 103 équations (A. Darrasse),
tests (cf. exposé A. Denise),
autre ?

en cours...
extension aux E ,
substitution,
autres opérateurs.

prochaines étapes
accélération de convergence,
calcul de singularité,
choix du paramètre en fonction de la taille visée.
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