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Introduction

o Génération aléatoire d’objets appartenant a des classes
combinatoires décomposables

o Génération en taille fixée, avec une distribution uniforme.
e Méthode bijective
o Méthode récursive
o Nijenhuis, Wilf, 1978
o Flajolet, Zimmermann, Van Cutsem, 199/

o Génération sous modele de Boltzmann
o Génération en taille approchée, paramétrée
e Distribution uniforme sur chaque ensemble d’objets de
méme taille, répartie sur I’ensemble de la classe
combinatoire
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Motivations

o Intérét combinatoire : observation de comportements
asymptotiques difficiles a obtenir par 'analyse

o Génération d’objets pour I'expérimentation :
e en bio-informatique
o tests de logiciels
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Le modéle de Boltzmann

Le modele de Boltzmann
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Le modéle de Boltzmann

Définition du modele

Dans le cas non étiqueté, le modele de Boltzmann assigne a tout
objet ¢ € C la probabilité suivante :

lel
x
P = —
197 5
Un générateur de Boltzmann [C(x) pour la classe C est un
algorithme qui produit des objets de C suivant ce modele.

C(z) = Z 'l = Z Cha™ : série génératrice de dénombrement de C.
yec n>0

— 2 objets de méme taille ont la méme probabilité d’étre tirés.

Carine Pivoteau Génération aléatoire et modele de Boltzmann



Le modéle de Boltzmann

Distribution en taille

La probabilité de tirer un objet de taille N est alors :

— distribution en taille des objets engendrés, en fonction de .

nombre de
collers de.

chague talle
(10000 tirages)

il des langages

Colliers bicolores Langages finis
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Le modéle de Boltzmann

Générateurs pour ¢, Z, +, X et Seq

’ construction ‘ générateur
cC=10 rc(zr) =«
c=2 rC(z):==z

C=A+B |rC(z):= ( Bern A(*) — [ A(x) | I B(z) )

C=AxB |IC(x):

(TA(z);TB(x) )

C =SEQ(A) | TC(z) := ( Geom A(x) = ['A(x) )

Remarque : Les valeurs de A(x) et C(x) sont données par des
oracles.
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Le modéle de Boltzmann

Des arbres binaires

@ processus de

B(z) = Zz‘b‘ =z + B(Z)2 branchement binaire
bel @ en la singularité p = %,
B(z) = 1-v1-4z on tire une feuille avec
2 probabilité %
Algorithme : 'B(z)

b — Bern(z/B(z)); «—— B(x) est calculable : oracle
if b=1 then

Retourner M
else

Retourner L( I'B(x),B(x) ) ;
end if

y
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MSet
PSet

Constructions non étiquetées

>tions de cardinalité

Constructions propres au cas
non étiqueté
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MSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

o [l existe un procédé de construction effectif qui,
partant d’une classe combinatoire non étiquetée quelconque,
spécifiée au moyen des constructions :

{e, Z,+, x, SEQ, MSET, PSET, CYC}

Constructions non étiquetées

produit un générateur aléatoire conforme au modele
de Boltzmann.

o On peut compléter cette liste par des restrictions de
cardinalité sur les constructions SEQ, MSET, PSET, CYyC
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MSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

o [l existe un procédé de construction effectif qui,

partant d’une classe combinatoire non étiquetée quelconque,
spécifiée au moyen des constructions :

{e, Z,+, x, SEQ, MSET, PSET, CYC}

Constructions non étiquetées

produit un générateur aléatoire conforme au modele
de Boltzmann.

o On peut compléter cette liste par des restrictions de
cardinalité sur les constructions SEQ, MSET, PSET, CYyC

v

On couvre ainsi de nombreuses classes combinatoires :
@ partitions, compositions, colliers,...
@ arbres (et autres structures arborescentes),
@ langage réguliers,
@ graphes fonctionnels,...



MsSet

. P 2 PSet
Constructions non étiquetées

Cyc
Restrictions de cardinalité

© Constructions propres au cas non étiqueté
@ Les multi-ensembles
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MsSet
Constructions non étiquetées P‘SEt
Cyc

Restrictions de cardinalité

Pour commencer : MSet,

MSET,(A) = ensemble non ordonné de deux objets de A

C = MSET2(A)
1 1
C(z) = 5A2(z) + 5A(z2) [ 2MSETa(A)=A24+042 |

Algorithme : I'C(x)

A(z),TA(z) )

Return
else

a — FA(z?);

Return (a,a);
end if )
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Un exemple simple

Les arbres binaires non planaires

(arbres d’Otter)

B = Z + MSET,(B)

B(z) = -+ %B2(z) + %3(22)

/ \
ot «— rB(.'Ifz);
return W{ ot, ot )
B{ I'B(z),IB(z) )

O
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

MSet généraux

M =MSET(A) & H SEQ(y) = M(z) = H (1- Ivl
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MsSet
Constructions non étiquetées P‘SEt
Cyc

Restrictions de cardinalité

MSet généraux

Ivl

@ taille=1

@ wille=2
Q..

. taille=4
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Algorithme pour un MSet quelconque (3)

Algorithme M Set[A](x)
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Algorithme pour un MSet quelconque (3)

Algorithme M Set[A](x)

e Tirer k, I'indice maximal d’un paquet en fonction de x ;
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Algorithme pour un MSet quelconque (3)

Algorithme M Set[A](x)

e Tirer k, I'indice maximal d’un paquet en fonction de x ;
@ Pour chaque indice ¢ de paquet jusqu'a k — 1
e Tirer le nombre p d’élements a engendrer, suivant une loi de
Poisson de parametre +A(z?).
o Faire p tirages de TA(z"), et ajouter & chaque fois, i copies
du resultat au multi-ensemble.
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Algorithme pour un MSet quelconque (3)

Algorithme M Set[A](x)

e Tirer k, I'indice maximal d’un paquet en fonction de x ;
@ Pour chaque indice ¢ de paquet jusqu'a k — 1

e Tirer le nombre p d’élements a engendrer, suivant une loi de
Poisson de parametre +A(z?).

o Faire p tirages de FA(x?), et ajouter a chaque fois, i copies
du resultat au multi-ensemble.

o Pour le paquet d’indice k, tirer le nombre p d’élements a
engendrer, suivant une loi de Poisson non nulle.
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Génération d’une partition MSet(Z x Seq(Z2))
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Génération d’une partition MSet(Z x Seq(Z2))
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Génération d’une partition MSet(Z x Seq(Z2))

Constructions non étiquetées

— 13, 10, 2, 1, 1
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Génération d’une partition MSet(Z x Seq(Z2))
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Génération d’une partition MSet(Z x Seq(Z2))

Constructions non étiquetées

— 5, 3,2
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Génération d’une partition MSet(Z x Seq(Z2))
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Génération d’une partition MSet(Z x Seq(Z2))

Carine Pivoteau Génération aléatoire et modéle de Boltzmann



MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Résultat

Théoréme

Si on posséde un générateur de Boltzmann [ A(x) pour A, alors

Ualgorithme T M Set[A](x) fournit un générateur de Boltzmann
pour MSET(A) .
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MsSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Des arbres généraux

]T ZXMSETT

WA

Carine Pivoteau Génération aléatoire et modéle de Boltzmann




MSet

. P . PSet
Constructions non étiquetées

Cyc
Restrictions de cardinalité

© Constructions propres au cas non étiqueté

o Les ensembles sans répétitions
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MSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Du MSet au PSet

Principe : On utilise la décomposition non ambigué suivante :

MSET(A) = PSET(A) x MSET(A®)
Pkl
I, Tiw =11, szzwl = 1L, (1+Z|7|)Hw ?zlfw

L’algorithme PSet[A](x) pour générer un ensemble sans
répétitions d’objets de la classe A consiste a :

o Générer un multi-ensemble d’objets de A,
@ Extraire I’ensemble sans répétitions induit :
e en supprimant les objets de multiplicité paire,

e en ne gardant qu’'une seule occurrence des objets de
multiplicité impaire.
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MSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Résultat

Lemme (de division)

H=KxL

La procédure consistant a extraire la premiére composante de
lobjet engendré par T H(x) est un générateur de Boltzmann
pour IC

Théoréme

| A\

Si on possede un générateur de Boltzmann T A(x) pour A, alors
Ualgorithme T PSet[A](z) fournit un générateur de Boltzmann
pour PSET(A) .
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MSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Des arbres sans jumeaux

T = Z x PSun(T)]
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MSet

. P 2 PSet
Constructions non étiquetées

Cyc
Restrictions de cardinalité

© Constructions propres au cas non étiqueté

@ Les cycles
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MSet
PSet
Cyc

Constructions non étiquetées

Restrictions de cardinalité

Des cycles

C=Cvo(4) = C()=)_ wsf) log 17— A(2F)
k>1

k:=3

j=5 > ~ )

m=@ ®® O @ i~ )
.¥/O
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MSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Algorithme

rCyclA](z)
@ Tirer 'ordre de réplication k du cycle.

o Tirer la longueur j du motif suivant une loi logarithmique
de parametre A(z*).

o Tirer le motif m en faisant j appels & [A(2*)

@ Renvoyer un cycle composé de k répétitions de m.

Remarque : X suit une loi logarithmique de parametre X si :

1 AR
( ) log(1—A\)~1 k
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MSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Résultat

Théoréme

Si on posséde un générateur de Boltzmann [ A(x) pour A, alors
Ualgorithme T Cyc[A](x) fournit un générateur de Boltzmann
pour Cyc(A) .
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MSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Des compositions circulaires

C = CYC(ZXSEQ(Z))

C(z) = Eﬂ)log1 L

k=1 T1—2F
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MSet

. P 2 PSet
Constructions non étiquetées

Cyc
Restrictions de cardinalité

© Constructions propres au cas non étiqueté

@ Restrictions de cardinalité
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MSet
Constructions non étiquetées P‘SEt
Cyc
Restrictions de cardinalité

MSet;(A) et Cyc;(A)

On déduit le générateur de 'expression de la série génératrice :

(] MSETk

Ezample : M3(2) = tA(2)% + 3A(2)A(2%) + SA(z)

o Cycy
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MSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Autres contraintes

o MSET 4, PSET %, CYCcy

Union sur ¢ < k d’ensembles ou de cycles a k éléments.
Ezample : Cyc.(A) = Uf;ll Cyc;(A)

e PSETE, MSET<, PSET-j, CYCsp
On procede par rejet.
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MSet

PSet

Cyc

Restrictions de cardinalité

Constructions non étiquetées

Des circuits série-parallele

¢ pisiz —

P = MSETZQ(S'FZ)

STy g

S
T )

= P P
N~ 2
TAN =
| I /AN
DDDDPDD
/A
— L+
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Complexité

Complexité
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Complexité

Cott des différents algorithmes (1)

Proposition

Pour les constructions de Multi-Ensemble et de Cycle, les
générateurs de Boltzmann proposés ont un cout linéaire en la
taille de l’objet engendré, dans le pire des cas.

Remarque : La complexité de ’oracle n’est pas prise en compte
dans le cout des algorithmes.
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Complexité

Cott des différents algorithmes (2)

PSET : — surcout di au MSET

Exemple (Partitions en sommants distincts)

@ Rapport constant

o Cott en
/ O(y/nlogn)
£l m; /

0 500 1000 1500 2000 2500
E(PI)

Cas général : & déterminer.
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Conclusion (1)

@ On dispose désormais d’algorithmes génériques de
générateurs de Boltzmann pour les constructions : +, X,
SEQ, MSET, PSET et CYC, ainsi que pour leurs restrictions
de cardinalité.

@ On peut ainsi implémenter des générateurs de Boltzmann
pour des dizaines de classes combinatoires non étiquetées.

o Lorsque la décomposition ne comporte pas de PSET, le cout
est linéaire en la taille de 'objet engendré, dans le pire cas.
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Conclusion (2)

Théoréme

Pour les classes combinatoires suivantes, pour des valeurs du
parametre x optimisées, et en utilisant une méthode par rejet,

on peut obtenir des générateurs de Boltzmann en taille

approchée (resp. exacte), ayant les complexités moyennes

sutvantes :

Partitions d’entier de taille n

O(Vilogn)

Arbres non planaires de taille n

O(n)

Polyominos HC/VC de taille n

O(n)

Colliers, compositions circulaires de taille n

O(n)

Mobiles de taille n

O(n)

Graphes fonctionnels de taille n

O(n)

Partitions planes de taille n

O(nlog*(n))
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