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Engendrer des circuits série-parallele

P = Z+ MSET>2(S)

3" @ séries génératrices

n>0
1

=z+———1-P
S(2) Z+1_P(2) (2)
P(z) = z+ exp & -1-5(2
k>0

coefﬁments/ \c\)racle
Génération Méthode de
Récursive Boltzmann
[FIZiVC94] [DUFIL0Sc04]
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Oracle de Boltzmann
Méthode de Boltzmann

Distribution des tailles étalée sur toute la classe combinatoire,
mais uniforme a taille donnée.

Modele (Duchon, Flajolet, Louchard, Schaeffer — 2004)

Pour z < p¢, un générateur de Boltzmann engendre un
objet ¢ non étiqueté de la classe C la probabilité :

el

P2 = o)

Pour toutes classe combinatoire spécifiable, le générateur de
Boltzmann libre opére en temps linéaire par rapport a la taille
de la structure produite. [DuFILoSc04, FIFuPi07]

> hors cout du calcul de ’oracle.
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Oracle de Boltzmann
La question de l’oracle

Spécification combinatoire d’un langage algébrique :
Co = ZC1C2C3(C1 + Cz)
Ci = Z+ ZSEQ(CiC3)
Co = Z+ Z*SEQ(ZC3SEQ(Z))SEQ(Ca)
C3 = Z+ Z(3Z+ 2%+ 2°C1C3)SEQ(C)

Le systeme de séries génératrices associé :

Co(z) = 2C1(2)C2(2)C5(2)(C1(z) + C2(2))

Ci(2) = 24 z/(1 — C1(2)*C3(2)?)

Co(z) = 2+ 22 /((1 - 202( )2/(1—2))(1 = Ca(2)))
C3(2) = 24 2(32 + 2% 4+ 22C1(2)C3(2)) /(1 — C3(2))
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Oracle de Boltzmann
La question de l’oracle

Spécification combinatoire d’un langage algébrique :
Co = ZC1C2C3(C1 + Cz)
Ci = Z+ ZSEQ(CiC3)
Co = Z+ Z*SEQ(ZC3SEQ(Z))SEQ(Ca)
C3 = Z+ Z(3Z+ 2%+ 2°C1C3)SEQ(C)

Le systeme de séries génératrices associé : avec z = 0.27

Co(z) = 2C1(2)C2(2)C5(2)(C1(z) + C2(2))

Ci(2) = 24 z/(1 — C1(2)*C3(2)?)

Co(z) = 2+ 22 /((1 - 202( )2/(1—2))(1 = Ca(2)))
C3(2) = 24 2(32 + 2% 4+ 22C1(2)C3(2)) /(1 — C3(2))
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Oracle de Boltzmann
La question de l’oracle

Spécification combinatoire d’un langage algébrique :

Co
C1
Co
Cs

ZC1C2C3(C1 + Cz)

Z + ZSEQ(CiCE)

Z + Z*SEQ(ZC3SEQ(Z))SEQ(Cs)
Z+ Z(3Z + 22 + 2°01C3)SEQ(C)

Le systeme de séries génératrices associé : avec z = 0.27

Co = 0.27C1CoC3(Cy + Cy)

C; =0.27+0.27/(1 — C2C%)

Cy = 0.27 4 0.0729/((1 — 0.2754211138C32)(1 — Cy))
C3 = 0.27 + 0.27(0.8829 + 0.0729C, C3) /(1 — C%)
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Oracle de Boltzmann
en Maple
x (3): +x2+cClI C'3x2)

sys =|CO0=xC3CIC2(CI+C2),C3=x+ 7
1-C1I

2

(=

X

C2=x+ . S,
1—cr*cs

,Cl=x+

l—x

)(1—02}

solve(subs (x=0.27,sys));
{C2=10.3988484105, C3=0.643292746, C0=0.03981177934, CI1 =10.5844488219},

{C2=0.3988484105, C0O = 0.08483583330, CI = 0.7669225413, C3=0.881136046},
{C2=0.3988484105, CI =3.827601486, C3 =0.25115016, CO= 04375296896},
{C3=10.643292746, C1 =0.5844488219, C2 =0.8243443421, C0=0.1178894124},
{CI=0.7669225413, C3=0.881136046, C2 =0.8243443421, C0=0.2393370429},
{CI=3.827601486, C3=0.25115016, C2=0.8243443421, C0=0.9953303530},
{C3=10.643292746, CI = 0.5844488219, C2 = 1.702776766, C0 = 0.3953535314 },
{CI=0.7669225413, C3 = 0.881136046, C2 = 1.702776766, C0 = 0.7672908697 },
{CI=3.827601486, C3=0.25115016, C2=1.702776766, C0=2.444198592 }
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Transfert de convergence

Principe

0,54

Calcul par itération

Oracle de Boltzmann :
itération numérique qui converge
vers 'unique solution pertinente

"

0,20 0.‘2] 0,‘22 0,‘23 0,'24 0,‘25
convergence de l'itération sur
les séries de dénombrement

0,44

0,34

\

0,57

f
convergence de l'itération pour Y
les systemes d’équations combinatoires 0sd

02 T T T + 1
0,21 0,22 0,23 0,24 0,25

Oracle efficace : itération de Newton . =
Arbres binaires : B(z) = z + B(z)?

Carine Pivoteau 6/25



Transfert de convergence

Théoréme (Transfert de convergence — PiSaSo08)

Soit Y = H(Z,Y) un systeme tel que H(0,0) = 0 et dH/0Y(0,0)
est nilpotente. Si 'itération combinatoire :

yrtll = Fz, Y avec YO =0,

converge vers la famille d’especes Y, solution de Y = H(Z,Y), alors
l'itération :

Yyt = F(z, Y (2), avec YU(2) =0,

converge vers le vecteur de séries génératrices Y (z) de Y. De plus,
si F est analytique, pour tout « tel que |a| < p, U'itération :

y"tl = F(a,y™), avec y =0,

converge vers le vecteur Y () des valeurs des séries Y (2) au point a.

[PiSaSo08] Boltzmann oracle for combinatorial systems, C. Pivoteau,
B. Salvy et M. Soria.
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Transfert de convergence
Validité de approche

Convergence combinatoire

@ Théoreme des especes implicites [Joyal 81] : existence et unicité
de la solution du systeme Y = H(Z,Y) :

o H(0,0) =0,
o la matrice jacobienne %(0, 0) est nilpotente.

@ Mesure de convergence : contact entre les classes combinatoires.

Séries génératrices
e Enumération des structures combinatoires.

@ Contact < valuation des séries.

Itération numérique

e Valeurs numériques < évaluation des séries au point .

o Analyticité de H en a et y™.



Transfert de convergence

Exemple des arbres généraux planaires  (Newton)

W =g |7 =2 x Seq(7)|

s IH“‘“N&A%A{“/{W‘H&#@/&M&K&&}&W

YOz =0

YR =24+ 22+ 28+ 24+ 25 + 20+ 2T+ 28427 +-

Y (2)=24224223 +52% +142% 44225413127 + 41725 + 134127

YBl(2) = z+z +228 4524 4142° —|—42z +13227 +- —|—742900z14+~~~
YW(2)=24224+22% 452441425 +4225+ ... +1002242216651368 2°° + - ..
y[O] = pour z = 0.2
y = 0.25000000000000000000000000000000 . . .

Yy = 0.27586206896551724137931034482758 . . .

yBl = 0.27639296187683284457478005865104 . . .

y = 0.27639320224997168102435963404908 . . .

yP®! =0.27639320225002103035908263104683 . ..
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Itérations de Newton
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Itérations de Newton
Itération combinatoire

Systeme d’équations combinatoires :

yl :Hl(Z,yl,yQ,---,ym),
Vo =Hao(Z,Y1,Y2,.. ., Vm),

Vm =Hu(Z, Y1, V2, -, Vm),

Itération de point fixe : Y1) = H(Z, y[n])
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Itérations de Newton

Itération de Newton numérique “classique”

Jx)
résoudre f(x) =0 :
0,4+
. o f(M
gl — gl _ f’((x["]))
03
024 résoudre y = f(y) :
] 1
41 _ g0 o = [nly _ o[
y" =y 4 = (f™) —y™)
0.1 1_f/(y[ })
0 . . . ; 3
02 04 \ 0,6 \0_. 1.0
N hl REINE
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Itérations de Newton
Itération de Newton combinatoire

Pour une seule équation [Décoste, Labelle, Leroux 82] :

Yyt — yn ]+SEQ( (z, )) (H(z’y[n]) _y[n])7 Yol =g

> dérivée combinatoire

Pour un systeme :

Y= yil 4 (1 - 8% (2, p1)) 1(%(3,3;["])732[”]), Yl g

> matrice jacobienne
> éclosions combinatoires [Labelle 85]

(- o) - ()

k>0
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Itérations de Newton
Itération de Newton optimisée

Optimisation

1
Calcul de la matrice Y = <Id - %(Z, yinl))

> par itération de Newton
> itérations en parallele pour Y et U.

Itération de Newton combinatoire pour calculer Y et U :

Y+l =yl 4 gyln+] (H@y[n}) — y[n]>’
ulhtl — gyl 4 ylnl <A["]U["] — (U - 1))

% gain : un facteur constant sur le calcul de U.
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Itérations de Newton
Dérivée combinatoire

OH /0T : dérivée de H(Z,V1,...,Vm) par rapport & 7.

notation dérivée
atome Zouf& %]
Vi y’i:T‘yi7£T € ‘ Y
union Vi +Y; Vi+Y;
produit | V; x Y; Vix Vi +Yi x Vi
séquence | SEQ(Y;) SEQ(Y;) x V! x SEQ(Vs)
cycle Cyc(Y;) SEQ(V;) x V!
ensemble | SET();) SET(Y;) X V!

5 T Exemple :
= H(Z,T)=T2,
T OH/OT (Z,T) =2T.
T
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Itérations de Newton

Interprétation combinatoire du produit par une dérivée

OH/OY x Z :
) Y
H é;v
y
Y
(0H/0Z)?
W%
SEQ(OH/OZ) :

T
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Itérations de Newton

Matrice jacobienne d’un systeme combinatoire

OH /DY : la matrice Jacobienne de H(Z,Y) par rapport a Y,
ses entrées sont les dérivées partielles OH;(Z,Y)/0)).

H— {Hl(z7y17y2)

Ho(Z,D1,Y2)
OH1  OH1
N A2 AR
OH/OY = OHz OH2
oY1 02

OH1 OH1 OH1 OHa OH1 OH1 OHa %
(8’)—{/837)2 _ Y1 01 T OV, 9Y1 OV 02 T 02 0)2

OH2 OH1  OHo OHo  OHz2 OHi1  OHz OHa
Y1 Y1 T O, 0Y1 OV 0Y2 T 0Ys 002

k OHy OH,;, OH; IM;
(87"/8)}) = (ai,j)z',je[l,Q] ai,j — Z Hl 7“2. k—1

Vi Vi, Vg o ay;

Ulgeeesll—1
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Itérations de Newton

Conditions du théoreme des especes implicites

Matrice nilpotente : une de ses puissances est O.

La matrice jacobienne %(0, 0) est nilpotente

= il existe p (I'indice de nilpotence) tel que (%(0, O))p =0:

> Garantie que le systeme Y = H(Z,Y) définit une espece de
structures combinatoires.
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Itérations de Newton

Convergence de l’itération de Newton combinatoire

Interprétation combinatoire de l'itération de Newton
[Décoste, Labelle, Leroux 82]

et — y[n]+SEQ(%(Z73}[H])) x (H(gy[n})_y[n])’ Yl — g

y™ e

. [m)

\/Eﬂ\]

> itération bien définie et non ambigué,
> convergence quadratique!

Carine Pivoteau 18/25



Itérations de Newton
Caractérisation

Nombre de Strahler d'une H-arborescence v composée des
membres (71,...,7g) :
1 siyg=---=79=2,
Sh(y;) +1 sidi,j, tqi#j et
Sh(vi) = Sh(v;) = max,(Sh(7e)),

max,(Sh(ye)) sinon.

Sh(y) =

Propriété

Soit (VM) sen la suite des espéces obtenues par itération de
Newton pour le systéme combinatoire Y = H(Z,Y) ; pour
toute ‘H-arborescence vy, on a :

ye Vil o Sh(y) <.
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Itérations de Newton

© Itérations de Newton

@ Itération sur les séries
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Itérations de Newton

Exemple : arbres généraux planaires Y =Z x Seq(Y)

Yt = yinl 4 Seq (2 x SEq(V)?) x (£ x SE(YM) — yin)

N z/(1-Y[(2)) - YI(2)

Y[n+1](z) —yll (z) 1 Z/(l —_yln (Z))Q

., YUy =o.

0,5 0
z+z2+z3+z4+z5+z6+z7+28+z9+---
z2+224223 452441425 4+4226 413127 +41728+---
z

z

+22 42234524 4+14254+422%+...+74290021% + ..
+2242234+524 41425+ ... 4+1002242216651368 230 4 .~

0,4

Y 03

0,24

T T 1
0,10 0,15 0,20 0,25
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Itérations de Newton
Itération de Newton pour les séries

V() = Y0 (o)1 (188 (= ¥ () ) (B (2 ¥ (2) -y ()

Algorithme efficace pour le calcul des coefficients !

Complexités arithmétique et binaire quasi-optimales

Théoréme (Complexité arithmétique)

Cott du calcul des N premiers termes de Y (z) : O(M(N))

> M(N) : colt de la multiplication de séries a 'ordre N.
> avec la FFT : O(Nlog N).

> amélioration de la complexité de la méthode récursive.
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Itérations de Newton

© Itérations de Newton

o Itération numérique
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Itérations de Newton
Oracle numérique

Théoréme (Oracle de Boltzmann — PiSaSo08)

Soit Y = H(Z,Y) une spécification combinatoire (sans opérateur
de Pélya). L’itération numérique suivante converge vers Y («) :

gyl — glnl 4 (I 8H (o, y[n1)> 1(H(a,y[n1) _ y[n1>, Yl =0

taille moyenne: 10 000

°
1

Evolution du temps de

taille moyenne: 1000

Ed
I

calcul de 'oracle pour
les circuits SP en

=
E
1

taille moyenne: 100

temps (en secondes)

fonction de la précision

0,4

souhaitée, pour

taille moyenne: 10

différentes valeurs de a. 024

T T T T 1
0 20 40 60 80 100
précision
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Itérations de Newton

Le cas des opérateurs de Pélya ) = Z x Set())

Itération de Newton combinatoire :

Yyl =yl 4 Spq (z X sET(yW)) (z x SET(YI) — y[nl)

> itération sur les séries exponentielles :

aexp( M) — y[n]
1- aexp(y([f})

v =+

D> itération sur les séries ordinaires (Pdlya) :

1] —y[n] N aexp( [n]+y L/2_|_y[n /34 .. )_y[n}
1—aexp(y[”]+yn]/2+y 3/3+.. )

> tronquer la somme infinie,
> stopper la récursion sur la valeur du parametre.
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Itérations de Newton

Implantation

Prototype en Maple
(pour les spécifications sans opérateurs de Pélya) :

o tests sur des grammaires aléatoires,
e grammaires XML, ~ 10% équations [Darrasse 08],

@ chemins dans des grands graphes (systémes concurrents)
[Oudinet 07],

o ...
# équations 4 10 50 100 500
# constructions/eqn 10 10 10 50 10 50 50
taille moy. cfc max. 2.47 3.42 7.95 18.62 10.93 67.18 339.1
temps (0.99p) 0.05 0.11 0.17 0.47 0.23 7.29 61.73
temps (0.999999p) 0.08 0.16 0.19 0.56 0.25 8.11 61.86
espérance moy. taille | 4.110™ | 1.4107 | 2.210° | 1.010° | 1.210% | 5.010% | 3.310%

en secondes, avec Maple 11, sur un processeur Intel & 3.2 GHz avec 2 Go de mémoire.
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Conclusion

(Trés) prochainement...

> Implantation d’une bibliotheque de générateurs de
Boltzmann génériques incluant 1’oracle.

En cours :
@ opérateurs de Pdlya,
@ spécifications contenant des &,

e complexité binaire (séries exponentielles).

Perspectives :

o Accélération de convergence.

@ Calcul des singularités
> analyse asymptotique automatique.

o Réglage du parametre de Boltzmann.
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