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Evaluation d’un polynéme

Les polyndmes

Introduction :
Vincent Nozick

L

Soit un polyndme P(x), on veut évaluer ce polynéme en z = xy.

— n 3 2
e P(r) = apa" + ... + azz” + azz” + a17 + ag
Imoc MARNE-LA-VALLEE
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Evaluation d’un polynéme Schéma de Horner

Méthode naive : . o
Pour accélérer les calculs, on peut récrire P(x) :

n
P(x) = Z aixf) P(xy) = (((anx +an_1)r+ an_g)x + )1} +a1 |z + ag
i=0

R o dde-t-on? u?
calculer a chaque fois z, comporte une grosse redondance. Comment procede-t-on? (on commence par ou?)
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Schéma de Horner Schéma de Horner

P(xgy) = <((a4x +ag)z +a2)z + al)ac +agp P(z9) = <((CL4£L‘ +az)r + az)z + a1):v +agp
by = ay by = ay
b3 = agxo + as b3 = byzro + as
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Schéma de Horner Schéma de Horner

P(xg) = <((a4x +a3)x + az)-’t + a1>$ + ag P(xy) = (((a4x +a3)r + ag):zr + a1>m + ag
by = a4 by = ay
by = aszo + a3 by = bazo + a3 bs = aszo + as bs = bazo + as
b2 = (@40 + az)eo +az b2 = byzo + az by = (aszo +a3)zo + a by = b3 + a2
b1 = ((aswo + az)ro + a2)zo + a1 by = boxg + aq
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Schéma de Horner Schéma de Horner

P(xgy) = (((a4x + az)r + az)z + al)x +agp P(z9) = <((a4x +ag)z +a2)z + al)x +agp
by =ay by = ay
b3 = agwo + a3 b3 = byzro + as b3 = aqwo + as b3 = byzro + as
by = (aszo + az)xo + a2 by = b3xg + as by = (aazo + az)xo + a2 by = bzxo + as
b1 = ((aawo + az)xo + az)xo + ay by = baxo + a1 b1 = ((aao + az)xo + az)xo + ay by = by + a1
bo = (((agxo + as)xo + a2)xo + a1)xo +ap by = bixg + ag bo = (((aaxo + a3)zo + a2)xo + a1)zo + ap by = b1z + ag
P(x()) = b()
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Schéma de Horner Schéma de Horner : en pratique

Algorithme : En pratique :
Soit P(x) un polyndme de degrés n — n + 1 coefficients On peut approximer le calcul de sin(x) par son développement de
Taylor :

On peut le représenter sous forme d'un tableau de coefficients : R R TR T I

. :._\ . . Ay . _ v Lo Lo v 16
a[i] = i-eme coefficient du polynéme P. sin(r) = x 30 + 5 + ol ~ 111 + 31 180 +O0(x™°)

Algorithm 1: Horner — on obtient un polynéme dont les coefficients sont :
b= a[n] double a0 = +1.0;

. double al = —1.666666666666666666666666666666666667e—1;
for i < n to 0 do double a2 = +8.333333333333333333333333333333333333e—3;
‘ —b —b x xp + a[z-] double a3 = —1.984126984126984126984126984126984127¢ —4;
- 0 double a4 = +2.755731922398589065255731922398589065¢ —6;
end double a5 = —2.505210838544171877505210838544171878e—8;
double a6 = +1.605904383682161459939237717015494793e—10;
return b double a7 = —7.647163731819816475901131985788070444e—13;
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Force brute :

avec une légere optimisation : on précalcule z2. Schéma de Horner :

double sinl(double x)
avec la méme légere optimisation : on précalcule 2.

double result;

double x2 = x * X; N
result = a0 * x; x %= x2; double sin2(double x)
result 4= al * x; x %= x2; { doubl ) .
|t — 2 B — 2' ou e X = X X5
::zﬁu i: :3 : i i :: ig. return x*(a0+x2%(ald+x2*(a24+x2*(a3+x2*(ad+x2*(ab+x2*(ab+x2xa7)))))));
result += a4 *x x; x *= x2; }
result 4= ab * x; x *x= x2;
result 4= ab * x; x *x= x2; T . -
result 4= a7 + x: — 9 multiplications et 7 additions.

return result;

}

— 16 multiplications et 7 additions.
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7 - e s & 7
Schéma de Horner : en pratique Schéma de Horner et dérivées
compilation sinl sin2

normale 0.044 ns | 0.031 ns
-02 0.021 ns | 0.024 ns

— Horner est parfois plus lent !! Problématique :
Explications : Le schéma de Horner permet aussi d'évaluer la dérivée n-eme du
Certain pipeline cpu peuvent effectuer une opération et lire la vari- polynéme P(z) en xg

able de I'opération suivante en un seul cycle, sauf si la variable
suivante dépend du résultat de |'opération courante. Dans ce cas,
on perd a chaque fois un cycle.

— stnl : 30 cycles
— sin2 : 48 cycles
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P(z) = azx® 4+ a2 + a1z + agp
P(z) = ((agx + a2)x + a1)x + ag

bs = as ag = bg

by = b3xo + as as = by — b3z

by =borg+a1 <& a1 =b — byxg

by = bizg + ao ap = by — bizg
P(xo) = bo ag = P(l’o) — bl.’Eo

On réécrit I'équation de départ en remplacant les a; :
P({L‘) = b3.’l?3 + (bg — b3£L'0)1J2 + (b1 — bgibo)l' + P(l’o) — bll'()
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Schéma de Horner et dérivées

On obtient une nouvelle écriture du polynéme :

P(z) = ( bsa’ + byz + by )(z — o) + P(ao)
Q

on recommence sur le polyndme Q(x) = bsz? + box + by

on obtient :

P(z) = ((caz + c1) (% — 20) + Q(w0) ) (% — 20) + P(0)
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Schéma de Horner et dérivées

Développement et factorisation :

P(x) = bz 4 (by — bszg)w? 4 (by — bazo)x + P(wg) — bimg
P(x) = b3 4 box® + byz — (b3x? + bax + b1)x0 + P(20)
P(z) = (bgx?® + box + b1)x — (b32® + bax + by )x0 + P(20)

P(x) = (bga® + boz + b1)(z — xo) + P(20)
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Schéma de Horner et dérivées

On obtient une nouvelle écriture du polynéme :

P(z) = (( c2x+c1 )(x —x0) + Q(0)) (2 — w0) + P(x0)
M

on recommence sur le polyndme M (x) = cox + ¢1

on obtient :

P(x) = ((di(z — o) + M(x0))(x — z0) + Q(20))(x — o) + P(0)
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Finalement :

P(x) = ((di(x — z0) + M(20))(z — x0) + Q(x0))(x — w0) + P(0)

P(z) = P(x0) + Q(x0)(x — o) + M (20)(z — x0)* + di(z — x0)?
développement :

P(z) = dy(z — x0)3 + M(zo)(z — x0)2 + Q(z0)(z — m0) + P(0) ressemble au développement de Taylor de f en zg :
f// xO f/// xO
() = Flao) 7 (o) o0t U (o 24 TP gy
soit dans |'autre sens : : :
P(z) = P(x0) + Q(x0)(z — 20) + M(x0)(z — x0)? + di(z — x0)?
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Pour évaluer P(zg), P'(z0), P"(x0), P" (x0), ... il suffit d’appliquer

le schéma de Horner plusieurs fois.
P(x) = P(x0)+Q(x0)(x — 20)+M (o) (z — x0)*+d1 (z — 29)*+0

P(z) = asz® + agx? + a1z + ag

ressemble au développement de Taylor de f en xg :

1) = frar+1 o =+ e =) o "
a2
par identification : ay
ao
P'(z0) = Q(z0) P"(z0) = dy3!
P”(xo) - M(.Qfo)Q‘ ..=0
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Schéma de Horner et dérivées Schéma de Horner et dérivées

Pour évaluer P(xg), P'(zg), P"(x0), P"(x0), ... il suffit d’appliquer Pour évaluer P(xg), P'(xg), P"(x0), P" (), ... il suffit d’appliquer
le schéma de Horner plusieurs fois. le schéma de Horner plusieurs fois.
P(z) = azz® 4 agx?® + a1 + ag P(z) = (b3z? + byx + b1)(x — x0) + P(x0)
P(zo) Q(zo) P(z0) Q(x0) M(x0)

as b3 as b3 Co

a9 b ag by C1

ap b1 ay by co

agp bo aog bo

— P(x) = (b3® + bax + 1) (z — o) + P(0) — P(z) = ((c22 + c1)(z — m0) + Q(20)) (2 — 20) + P(0)

Vincent Nozick Les polynémes 20 / 36 Vincent Nozick Les polynémes 21 / 36
Evaluation d'un polynéme Schéma de Horner et dérivées Evaluation parallele Racines de polynémes Evaluation d'un polynéme Schéma de Horner et dérivées Evaluation paralléle Racines de polynémes
Schéma de Horner et dérivées Schéma de Horner et dérivées

Pour évaluer P(zg), P'(z0), P"(x0), P" (o), ... il suffit d’appliquer Pour évaluer P(zg), P'(z0), P"(x0), P" (x0), ... il suffit d’appliquer
le schéma de Horner plusieurs fois. le schéma de Horner plusieurs fois.
P(z) = ((c2m + e1)(x — w0) + Q(w0)) (2 — x0) + P(20) P(x) = ((di(x — z0) + M(20))(z — x0) + Q(x0))(x — m0) + P(0)
P(zo) Q(wo) M(xo) P(zo) Q(wo) M (o)
as b3 (&) d1 as b3 (&) dl
a9 b2 C1 do a9 b2 C1 do
a1 b1 co al by €o
agp bo ag bo

— P(z) = ((di(z—x0)+ M (20)) (7 —20) +Q(20)) (2 —0) + P(20)

Vincent Nozick Les polynémes 22 /36 Vincent Nozick Les polynémes 23 /36



Evaluation d'un polynédme Schéma de Horner et dérivées Evaluation parallele Racines de polynémes Evaluation d'un polyndme Schéma de Horner et dérivées Evaluation parallele Racines de polynémes

Schéma de Horner et dérivées Evaluation de polyndomes en parallele

P(zo) Q(zo) M) Exemple : P(z) = ag + a12 + azx? + azz® + agx* + az2®
as bs 2
a2 b2 “a do ag aq as as ay as 0 0
a b €0
@0 bo ap +a1x as + asx a4 + asx 0+ Oz
) ap + a1z + (az + azz)z? | as+ asz + (0 + 0)z?
P(z0) = bo P (z0) = dp2!
2 2\ .4
ag + arx + (ag + asx)z® + (ag + asx + (04 0)x*)x
P/(J;O) =y P”/(l'(]) — d13| ( ) ( ( ) )
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Evaluation de polyndmes en parallele Racines de polyndmes

Rappels :
Complexité : O(log, n)

e Racines du polynéme P(z) : {z/P(z) =0}
Propriété : meilleurs précision numérique.

e Racines : réelles / complexes
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Racines de polynomes Racines de polynomes

Degré 2 : Degré 3 :

P(z) =az®* + bz +c P(z) = ax® + ba® + cx +d

Méthode de Cardan

_ 7 _ . ,
. b+ Vb* —4ac e racines réelles ou complexes
2a

e un peu long a mettre en place
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- ~ . A 7
Racines de polynomes Racines de polynémes de degré n
Degré 4 : n racines réelles :

P(x) = apz™ + ap_12" ' 4 ...+ agx® + arx + ag
P(z) = az* + ba® + ca® +dx +e

Méthode QR :

Méthode de Ferrari e écrire la matrice compagnon C de P
e racines réelles ou complexes e trouver les valeurs propres de C (décomp. RQ)
e assez long a mettre en place e optimisation non-linéaire (Newton)

Vincent Nozick Les polynémes 30 / 36 Vincent Nozick Les polynémes 31 /36



Evaluation d'un polynédme Schéma de Horner et dérivées Evaluation parallele Racines de polynémes Evaluation d'un polyndme Schéma de Horner et dérivées Evaluation parallele Racines de polynémes

Racines de polyndémes de degré n Racines de polynémes de degré n

Remarque : Matrice compagnon :
— n n—1 2
P(z) = apa™ + an—12" ' + ... + agz® + a1 + ag Qz) = a" +ap 12" + ...+ axz” + a1z + ag
[0 0 0 -+ 0 —ag |
a les mémes racines que 100 0 —a
10 -+ 0 —ao
On—1_n-1 az o 01 ag C=
Qz)=a"+—12" "+ ..+ =2+ =2+ — oo : :
Qp Qp ap Qanp
000 -+ 0 —apa2
(Polyndme unitaire) (000 -+ 1 —a,q
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Racines de polyndmes de degré n Racines de polyndmes de degré n

Trouver les valeurs propres de C
méthode récursive

En cas de racines multiples,
la convergence est moins bonne

Algorithm 2: Racines du polynéme par matrice compagnon

for i< 1to k do (répulsion des racines multiples)
C — RQ
C=0QR
end +
return diag(C , ,
urn diag(C) recherche de zéros avec la méthode de Newton

R : matrice triangulaire
Q : matrice de rotation

fonctionne aussi avec la décomposition LU
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Racines de polyndmes de degré n

Résumé :
e écrire la matrice compagnon C de P

e trouver les valeurs propres de C (décomp. RQ)

e optimisation non-linéaire (Newton)
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